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Vad #r numerisk analys?

Numerisk analys handlar om hur man 18ser beridkningsproblem
pa ett sikert och effektivt sitt med hjilp av dator.

Nagra viktiga komponenter:
e Problemets egenskaper

— Problemen kommer fran naturvetenskap, teknik,
matematik etc.

— Existerar det nagon 16sning?

— Ar den entydig?

— Vad hinder med 16sningen nir man dndrar indata nagot?
e Algoritmens egenskaper:

— Hur snabb #r metoden, implementationen?

— Hur mycket minne gar at?

— Vilka fel introduceras av algoritmen (avrundningsfel etc)?
e Berikningsredskapets egenskaper:

— Datorarkitektur. Mgjligheter/begrinsningar.

— Parallellitet.

— Programsprak och kompilatorer.

P3a foljande sidor kommer nagra korta exempel pa ovanstiende.

Ar det viktigt att rikna exakt?

Flertalet verkliga problem &r for komplicerade att 16sa exakt och
dven om det gar sa dr det kanske inte intressant.
Maple kan beridkna:

(3628800 — 3628800 = + 1814400 2> — 604800 z°+
/z“’e” dr = 151200z* — 30240 z° + 5040 z° — 720 27 + 90 28—
10z® + zm] €% + konstant

och .
/ %% dz = 1334961 e — 3628800
0

Jamfér i Matlab

>> i = quadl('x.710 .* exp(x)’, 0, 1)
i = 2.280015154878251e-01

med ett fel mindre &n 4 - 1071°. I en verklig tillimpning duger
det kanske med fyra siffror.

1
/ arctan(e®) dx
0

kan ej uttryckas pa nagot enkelt sitt. Dock

>> i = quadl(’'atan(exp(x))’, 0, 1)
i=
1.017430583002258e+00

Dessa problem ir enkla jaimfért med manga verkliga problem.
Ett system av differentialekvationer kan normalt endast l6sas
approximativt och #ven det kan vara svart (viiderprognoser).

Hur maéanga siffror behéver man i tillimpningar?
Nagra exempel:

S#g att vi skall tillverka en stilstav med lingden 1m. Hur manga
siffror dr det rimligt att ange? De finaste passbitarna (dyra och
mycket noggrant polerade miétblock) har en avvikelse pa
omkring +10"%m. En viteatom har en storlek ~ 10~m.
Typen double i Java, C etc. tar 64 bitar, drygt 16 decimaler.

Vanliga elektriska motstand har en osikerhet om
5-10%, 0.1% for precisionsmotstand.

Fran NIST (National Institute of Standards and Technology)
Special Publication 333, 2001 Edition, The International System
of Units (SI) http://physics.nist.gov/Pubs/pdf.html

The unit of mass, the kilogram, is the mass of the international
prototype of the kilogram kept at the BIPM (Bureau Interna-
tional des Poids et Mesures). It is a cylinder made of an alloy
for which the mass fraction of platinum is 90 % and the mass
fraction of iridium is 10 %. The masses of 1 kg secondary stan-
dards of the same alloy or of stainless steel are compared with
the mass of the international prototype by means of balances
with a relative uncertainty approaching 1 part in 10°.

The mass of the international prototype increases by approxima-
tely 1 part in 10° per year due to the inevitable accumulation of
contaminants on its surface. For this reason, the CIPM (Comité
International des Poids et Mesures) declared that, pending furt-
her research, the reference mass of the international prototype
is that immediately after cleaning and washing by a specified
method (PV, 1989, 57, 104-105 and PV, 1990, 58, 95-97). The
reference mass thus defined is used to calibrate national stan-
dards of platinum-iridium alloy (Metrologia, 1994, 31, 317-336).




In the case of stainless-steel 1 kg standards, the relative uncer-
tainty of comparisons is limited to about 1 part in 10® by the
uncertainty in the correction for air buoyancy. The results of
comparisons made in vacuum, though unaffected by air buoyan-
cy, are subject to additional corrections to account for changes
in mass of the standards when cycled between vacuum and at-
mospheric pressure.

Mass standards representing multiples and submultiples of the
kilogram can be calibrated by a conceptually simple procedure.

Slutsats: det rdcker oftast med nagra fa siffror.

Att forsta sitt problem

Ett generaliserat egenvirdesproblem: Az = ABx.
A och B ir stora och glesa matriser.

Saab: Ditt program gor fel. Vi far olika egenviirden varje gang.

Vi ser att A:[ﬁg]’ B:[ég]
-
HA[REIN

fér varje komplext tal A. Singulirt matrisknippe.

Lat oss stéra matriserna:
2 € 14
A= B =

Sekularekvationen, det(A — AB) = 0, blir:
(06X — 6)2 =0

sd att det dubbla egenviirdet &r A = ¢€/d for alla § # 0 och €
oavsett hur sma de &r.

>> A % Ett linjart ekvationssystem
A=
-0.1537 0.8538 0.6535 0.1342
0.6678 -0.1268 -0.1732 -0.1248
1.5560 -1.0140 -1.0986 -0.5522

-0.1248 0.0686 0.3664 0.3467

>> b
b =
0.2042
—-0.1849
-0.0358
-0.9607

> x=A\b %$ 16s A x = b

>> f % matfel kanske

1.0e-10 * % OBS: le-10
0.3399
-0.8218
0.4035
0.2154

> A\ (b + £f)
ans =
1.0e+04 * % OBS: le4
-0.1257
-2.1861
3.5091
-3.3217

Foljande bild visar prestanda for tva rutiner for matrismultipli-
kation, A = BC, dir samtliga ingdende matriser #r kvadratiska
med dimension n (x-axeln).

y-axeln visar antalet miljoner flyttalsoperationer (4, *) per se-
kund som flyttalsenheten (FPUn) i CPUn presterar. “dgemm”
&r hdmtad fran IBMs berikningsbibliotek, ESSL (Engineering
Scientific Subroutine Library). Rutinen ligger nira maskinens
teoretiska toppfart.

“rad-kolonn” &r algoritmen fran kursen i linjir algebra. Det ar
inget fel pdA denna metod nidr man handriknar, men den &r
hopplost ineffektiv pa moderna datorer. Det beror pa att FPUn
dr mycket snabbare #in primdrminnet: FPUn far vinta pa ma-
triselement att rdkna med. I dgemm-rutinen har accessmonstret
av matriselementen #ndrats si att cache-minnena kan utnyttjas
mer effektivt, vilket leder till inga eller korta vintetider.
Kodning blir mer komplicerad, vilket &r en av flera anledningar
till att vi inte ska studera verkliga implementationer.
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Mal med kursen: numerisk allminbildning.

Kunna svara pa fragor som (fér nagra problemklasser):
e Hur fungerar numeriska algoritmer?
e Hur ser typisk numerisk programvara ut?

e Vilka typer av problem, inom problemklassen, dr mdjliga att
l6sa?

e Ar problemet svart eller enkelt?

e Vilken programvara kan jag vilja bland?
e Kan jag lita pa resultatet?

e Tog berdkningen rimlig tid?

e Gick det at for mycket minne?

e Hur stort problem av denna typ kan jag lésa?

Malet &r inte att Du skall kunna skriva numerisk programvara.
Vi kommer att studera principer, inte verkliga implementationer
eftersom dessa &r alltfér tekniskt komplicerade.

Kursinnehall
. Konditionstal, stabilitet
. Flyttalsaritmetik
Az =b
. Minstakvadratproblem
. System av ickelinjira ekvationer
. Interpolation
. Kvadratur

. Ordinéra differentialekvationer

e ® N S m A W N R

. HPC (High Performance Computing)

Laborationer:
1. Flyttalsaritmetik, Az = b
2. Minstakvadratproblem samt f(z) =0
3. Kvadratur och ODE

Diverse felkillor
Fel som vi som numeriker inte kan gora si mycket at
e modellfel, bortser fran luftmotstand, friktion

e miitfel, vagar etc. dr inte exakta mellanavrundningar

Vi ér intresserade av olika typer av beridkningsfel:

Avrundningsfel:

>> 49 * (1 / 49) - 1
ans = -1.1102e-16

k

L~
~

Trunkeringsfel : e

M=

x
kk!

Il
o

f(xz+h) — f(x)

Diskretiseringsfel : f'(z) ~ b

Viktigt att vilja “lagom stort” h.
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Om stort och smatt

Lat & vara en approximation av det exakta virdet x.

e absoluta felet = & — «

o relativa felet = “EI;”, om x # 0

Absoluta fel &r ointressanta om vi inte vet ungefir
hur stort x &r.

Ar 1.4 ett stort absolut fel? Ja, om det exakta virdet #r 2, men
inte om det exakta virdet #r 10°.
De relativa felen #r 0.7 respektive 1.4 - 1079,

P& samma siitt kan det absoluta felet 10720 vara stort eller litet.
Det #r viktigt att kiinna till problemets skalning.
Vilken storleksordning har de tal vi arbetar med?

Relativa fel siger nigot dven om vi inte kidnner till problemets
skalning. Vi kommer darfor att vara mer intresserade av relativa
fel &n av absoluta fel.




Tema: nollstéllen till polynom

Berikna rétterna till (z — 1)® = 0 i Matlab (d&r vi rdknar med
16 siffror). Matlab vill ha en vektor med koefficienter:

(z—1)° =2 -5z +102® — 102> + 52— 1

>> r = roots([1l -5 10 -10 5 -1]) % koefficienter
r = 1.0008 + 0.00061i % rotterna
1.0008 — 0.0006i
0.9997 + 0.0009i
0.9997 - 0.0009i
0.9990
>> abs(r - 1) % felen?
ans = 1.0e-03 *
0.9625
0.9625
0.9625
0.9625
0.9625
Varfér? Los
(z—1)°=€¢ = xz=1+¢€7
Om e = 1075 si #r €/5 = 10~3. Nollstillena till polynomet

(x — 1) &r tydligen kinsliga fér stérningar i koefficienterna.
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Ar det alltid svart att berdkna nollstillen?

>> ¢ = [1 -15 85 -225 274 -120];
>> r = roots(c); % de exakta rdéttena =1, 2, 3, 4,
>> fel = (1:5)’
fel =

-4.9960e-15

6.6613e-14

-1.5010e-13

9.68lle-14

—8.8818e-16

% koefficienter

sort (r) -

Rétter hos ett komplext 6-egradspolynom niir vi stér z°-termen.
28+ (cs+kd)x®+---+cy, k=0,1,2,3...
Ringarna visar rotternas begynnelsepositioner, k = 0.

Rotvandring
3 T

-05f : B
{
i \@ * il
-15f \/ 1
- ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
“is -10 -5 0 5 10 15
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Vi kan betrakta rétterna som funktioner av koefficienterna.

INDATA UTDATA

r =f(c)

¢ = koefficienter r = rotter

Vad hénder nir vi stdr koefficienterna (indata i det allméinna
fallet)? Det #r viktigt att kiinna till om vart problem &r kiinsligt
eller ej.

ﬁ

Om liten relativ &ndring av indata ger en liten relativ #ndring av
resultatet siiger man att det aktuella problemet &r vélkonditionerat.
Om resultatet &ndrar sig mycket dr problemet illakonditionerat.
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Konditionstalet &r kvoten mellan de relativa féréindringarna, dvs.

[6+|/]7]
[8l/ el

konditionstalet =

Att berdkna konditionstalet &dr inte alltid mgjligt; det kan

vara lika svart som att 16sa det egentliga problemet. For vissa
problemtyper ir det 6verkomligt. Ibland #r det dock mojligt att
konstruera en uppskattning x sa att

18,1 I8
S K
r = "l

Det ricker att kiinna till storleksordning pa «.
Ar k = 10 eller &r x ~ 1087

Exempel:
Hur kénsliga dr rétterna, till ekvationen z? + ax + b = 0, for
dndringar i a och b?

Rétterna 7 och r, dr funktioner av a och b; 71(a,b), r2(a,b).
Lat r beteckna en av rétterna och lat r + d, beteckna den stérda

roten nir vi dndrar koefficienterna med 9§, respektive 4. Vi har
sambandet:

(r+6)+(a+8)(r+8)+b+8=0




Detta kan skrivas
r? +(z1'+ b+6,(2r + a) + 8,7 + 6 + 62 + 6,6, =0
~0
Vi far det approximativa sambandet:

Oor + 6 da ]
5, ~ _9aT + 0 = 16,5 w
2r+a ~ |27 +af

Eftersom r; och 7, dr rétter sa giller att:
(x—r)(@—r)=2>+ax+b = —(ri1+m)=a
—
a2 —(r1+re)T+riTe
alltsa dr 27y + a = 71 — 2, gapet. Lat g = |ry — 2|, da giiller:
|8ar| + |05
g

LAPS

Slutligen vill vi ha relativa storningar:

la| +1b/7| [Iéal |6b|}
> max | ——-y 531
g |bl g lal ~ [b]

~ konditionstalet

18] _ 1 [lrllal|aal |, [b]]3

Irl el L g lal

Observera att detta &r en uppskattning av konditionstalet. Det
dr inte heller berdkningsbart eftersom vi maste kidnna r; och
r9. I praktiken kan man (kanske) uppskatta 7y och 7, med de
beridknade rétterna. En viktig lirdom &r att vi nu vet att gapet
mellan rétterna dr viktigt.
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Bakatanalys
Vi har sett s.k. framatanalys: givet d. vad blir

Fle+6:) — f(e)

Detta kan, som vi har sett, ge vildigt pessimistiska svar.

Ett alternativ dr f6ljande: givet approximationen 7 till det
exakta virdet r hur mycket maste vi &ndra c for att # skall bli en
exakt 16sning till det stérda problemet? Vi stker alltsa d. sadant
att

fle+d6.) =7+
Man kallar detta bakatanalys. Detta pa grund av att vi tittar pa
indatasidan i stéllet fér pa resultatsidan.

Exempel: Lat
p(z) = (z — 1)(z — 1.0001) = x> — 2.0001 z + 1.0001

Vi vet sedan tidigare att konditionstalet har storleksordningen
1/(1.0001 — 1) = 10%.

Antag att vi pa nagot sitt har producerat de diliga approxi-
mativa rétterna 1.11 och 0.895. De relativa felen &r ungefir 11%.

Det stérda polynomet (som har rétterna 1.11 och 0.895) ir:

|62 < 51073

— — =az2-2. B
(€—1.11)(z—0.895) = £>—2.0052+0.99345 = {|5b| Z7.10-8

Detta innebir att vi har lést “niistan rétt problem”; vi har gjort
ett relativt bra jobb med att berikna rétterna. Att vara rétter
dr daliga approximationer beror pa att problemet ir illakondi-
tionerat.

Stabila algoritmer
Man kan ofta l6sa ett beridkningsproblem pa olika sitt.

2
a a
224+ ax + b= 0 har rotterna _Ei <§> —b

Far vi ett bra program om vi skriver in ovanstaende formler i
koden? Nej, inte alltid. I en dator réknar vi med begrénsat antal
siffror. Om a &r mycket stdrre dn b sa kanske inte b kommer med
ndr vi berdknar (2)® — b. Detta svarar mot att b = 0 s att en
beridknad rot blir noll. T detta fall &r gapet stort si att rétterna
ar vilkonditionerade.

Det &r algoritmen det &dr fel pa! Det dr i allminhet ingen bra
idé att kopiera formler direkt ur bécker.

Det finns béttre algoritmer; se 6vningarna.

En stabil algoritm genererar resultat som &r exakta for ett
lite stért problem.

Algoritm

storning

berékning

19

Om vi 16ser ett problem med en stabil algoritm far vi da ett
resultat med ett litet fel?
Det beror pa om det lilla bakatfelet forstoras eller ej.

Vilkonditionerat problem 4 stabil algoritm =
litet fel i resultatet.

Om vi applicerar en stabil algoritm pa ett illakonditionerat
problem l8ser algoritmen fortfarande néstan rétt problem.
Det lilla felet i indata kan dock ge upphov till ett stort

fel i resultatet.
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Flyttalsaritmetik

Flyttal (tal med flytande decimalpunkt):

di d dy_
$:i<d°+ﬁl+g_z+"'+ﬁt_i
B bas (vi kommer att ha 8 = 2)
t precision
[L,U] exponentomfing
dod; - - - d;_; mantissa

IEEE 754 (Institute of Electrical and Electronics Engineers, Inc.)
definierar enkel och dubbel precision (bland annat).
Vi antar att 8 = 2 fran och med nu:

bas t L U
2 24 -126 127 32 bitar
2 53 -1022 1023 64 bitar

Ett tal # 0 dr normaliserat om dy # 0.
Om B = 2 sa dr da dp = 1 varfor man inte lagrar do.

I minnet lagras ett 64-bitars flyttal med en teckenbit,
en exponentdel till vilken man adderat 1023 (f6r att slippa tecken
pa exponentdelen), samt mantissan (utom den inledande ettan).

Exempel: -3.25 &r (—1)!.1.101 - 2! i binir form.

Teckenbiten #r ett, exponenten (ett) lagras som 1 + 1023 = 20
och av mantissan lagrar vi 101, varfér vi bor hitta f6ljande bitar
i minnet:

1 100 0000 0000
s exponent 11 bitar

1010 0000 0000 0000
mantissa 52 bitar lagras

Hexadecimalt (bas 16) gruppera fyra bitar / hex-siffra
c00a000000000000 (a <—> 1010, c¢ <—> 1100)
a=10, b=11, c=12, d=13, e=14 och f=15.
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)ﬁe, 0<d,<B-1, L<e<U

I Matlab

>> format hex
>> =3.25
ans = c00a000000000000

Det finns speciella bitformat for diverse specialfall, t.ex.:

>> [0, -0]

ans = 0000000000000000 8000000000000000

Antalet olika tal &r: 2(8 — 1) (U - L+ 1) +1

dvs 4.2614 - 10° i enkel precision och 1.8429 - 10 i dubbel.

Att testa en funktion for alla flyttal i dubbel precision &r néstan
omdijligt. 10° tester per sekund ger 584.4 ar.

Minsta positiva representerbara talet = 2 ~ 1.17-10738 i enkel
och =~ 2.2 .1073% j dubbel.

Det storsta representerbara talet har stérsta exponenten och
ettor i hela mantissan. I enkel precision ~ 3.4 - 10%8, i dubbel
1.8 - 10%%8. Tal stérre #n denna griins ger overflow.

>> le-200"2 % e har INGET med exp att godra
ans = 0 % underflow

>> 1le20072 % overflow

ans = Inf % Infinity

>> log(0)

ans = -Inf % —-Infinity

>> sin(1/0)
ans = NaN % Not a Number
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Ett enkelt talsystem med 8 =2,t =4,L = —3,U = 3.

Samma system inzoomat kring nollan.

Att ldgga mirke till: ett minsta positivt tal, ett stérsta tal,
ej kontinuerligt, grupperat, gap kring nollan, 6kande avstand
mellan talen.

Vad &r avstandet, gapet, mellan tva grannar?

Det absoluta gapet Skar med talets storlek.

1 dubbel precision #r det absoluta gapet ~ 2.2-107'6 kring ettan,
men = 2 - 1022 kring overflowgréinsen.

Den relativa skillnaden, gapet dividerat med talet, varierar
nagot med talet, men #r ungefir 1.1-10716 till 2.2-1071¢ i dubbel

precision.

Vi ridknar med ungefir 16 decimala decimaler i
dubbel precision.
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Exempel:
fér vilka k > 0 kan 10* lagras exakt i dubbel precision?

10?2 kan representeras exakt.
10%® lagras som 99999999999999991611392.

Det absoluta felet verkar “stort”:
99999999999999991611392 — 102 = —8388608.

Det édr nu inte sa farligt som det verkar, eftersom det
relativa felet &r:

8388608/1023 ~ 8.3 - 10~ 7.

Negativa exponenter dr “svarare”, 0.1 kan t.ex. inte lagras exakt
i bindrt format med &ndlig mantissa.

0.1

i[1+ 1 ]_Sil 3§:1 31 1
otk T oaktl| 929tk 22476k 216 1—1/16
=12 24k+ 252 2{=16F 216 1—1/16

varfér den biniira framstéllningen av 0.1 kan skrivas;

0.000110011001100110011...

Detta dr inget konstigt. 1/3 = 0.3333--- i basen 10 men 0.1
i basen 3.
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Om z dr ett godtyckligt reellt tal betecknar vi det avrundade
flyttalet med fl(x) (floating). Normalt (kan &ndras) #r fl(x) det
flyttal som ligger nirmast x.

Exempel: Lat oss anta att vi ridknar decimalt med fyra siffror.
fl(mw) = f1(3.141592653589...) = 3.142.
f1(31415926.53589...) = 3.142 - 107.

Hur stort kan det absoluta felet bli vid avrundning till nirmaste
flyttal? Maximalt en halv enhet i fjirde siffran. S& om vart tal
8r 191.928384... - 10° (d&r sy, 82,... betecknar decimala siffror)
ar absolutbeloppet av absoluta felet maximalt 0.0005 - 10¢.

Relativa felet &r maximalt (f6r ett normaliserat tal)

0.0005 - 10°¢
— 1.0000...-10¢

= 0.0005

‘fl(z) -z

Denna begrénsning kallas relativa maskinnoggrannheten och
betecknas med ¢€,,4,cn- Denna kvantitet bestims av hur méanga
siffror vi har i mantissan. Manga siffror ger ett litet €,,4ch-

Observera att €,,,c, INTE HAR NAGOT med exponentomfanget
att gora (hur stora eller sma tal vi kan arbeta med).
Exponentomfanget ges ju av parametrarna L, U.

Om vi antar att vi rdknar decimalt och U = 100 &r det storsta
talet vi kan lagra 9.999 - 10100,

Om L = —100 &r det minsta positiva representerbara talet
1.000-1071%, Det minsta representerbara talet &r INTE 0.0005.

I dubbel giller att €nocn = % ~~ 1.11 - 10716 (16 siffrorna!) och i
enkel precision €40, =~ 6 - 1078,

25

Vi kan skriva

1 —
‘f (z) a S €mach
T

pa ett annat sitt. Det giller att:
fllz)=1+€zxz=z+ex med |€ < €mqch
OBS OLIKA e.

Varfor giller detta? Antag x # 0.

fllz) =14+ ez e fllz) —z=ex = ‘W‘

= |¢|
<€mach

OK &ven om z = 0 ty fI(0) = 0.

Enligt IEEE skall en enstaka +, -, *, / avrundas korrekt.
Lat ® beteckna nagon av dessa operationer och lat « och y vara
tva flyttal. Da giller att:

fllty)=(14+€)(z2Ry) =cQy+e(xQy), le| < emach

férutsatt att vi inte far Inf eller NaN.

Beloppet av absoluta felet vi denna beridkning &r alltsa:
[filz®y) — (@ Y)| = |e(z @ Y)| < €macnlz @ Y|

och det relativa felet (om = ® y # 0):

flz®y) — (zQ®y)

rQy = |€| S €mach
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Talsystemet igen:

Lucka kring nollan. Offra “decimaler” f6r att fa stérre
exponentomfang. Vi anviinder denormaliserade eller subnormala
tal.

1.010010011100 ... * 2”e normaliserat
0.000010100011 * 27 (-1022) denormaliserat

Har firre bitar i mantissan. Man talar om “gradual underflow”.
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Nagra vanliga problem med flyttalsrikning:
Utskiftning

Antag att vi riknar i dubbel precision:

>> a = lels6;
>> b = a; % spara
> a=a+1

a = 1.000000000000000e+16

> a —-b

ans = 0

ger ingen férindring, ettan “trillar 6ver kanten”.

>> a = lelé;

>> a = a + 123

a = 1.000000000000012e+16
> a - b

ans = 124

Inte hela 123 kommer med.
Man bor undvika att addera eller subtrahera tal av mycket olika

storleksordning.

a + (b + ¢) behdver inte vara lika med (a + b) + c.
En kompilator far inte optimera for mycket.

>> 1 + (lel6 + (-lelé6))
ans = 1

>> (1 + lel6) + (-lelé)
ans = 0
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Kancellation - subtraktion av tva nistan lika stora tal

Antag att vi subtraherar féljande tva tal:

1.03678947f £ betecknar ett fel, en osdker siffra
1.03678935g g betecknar ett fel, en osdker siffra

0.00000012t t nytt fel

I de tva forsta talen kommer felet i tionde siffran. I skillnaden
finns felet redan i tredje siffran. Vi har alltsid mycket stérre
relativ osikerhet i skillnaden &n i ndgon av de ingaende
termerna. Vi kiinner alltsa termerna mycket béittre dn
skillnaden; vi har forlorat information.

Vi far denna osikerhet dven om vi utfér subtraktionen exakt.
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Matrisfaktoriseringar

Vanligt i tillimpningar och teoretiskt arbete att skriva matriser
som produkter av andra matriser (kallas matrisfaktoriseringar
eller uppdelningar). Nagra exempel illustrerade med sma
“kryssmatriser”:

X X X X 0 0 X X X

X X X|=|XxXx0 0 X X

X X X X X X 0 0 X
A L U

L fér “Lower triangular”, undertriangulir och
U for “Upper triangular”, 6vertriangulir.

Kallas LU-faktorisering. Anvinds fér att l6sa Az = b-problem.
Matlab-kommando 1u.

For att approximativt 16sa dverbestimda ekvationssystem
(minstakvadratproblem) anvénder vi QR-faktorisering
(gr i Matlab).

IS

X X X X X X
X X X X X X X X X
X X X |=]X%X X X 0 x X
X X X X X X 0 0 x
———
X X X X X X %
Q
I.

dir Q #r ortogonal, dvs. QTQ =
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Om A #r en sk diagonaliserbar matris kan vi anvéinda
Matlabs eig-kommando for att berikna:

X X X X X X A 0 O X X X

X X X|=]X X X 0 X O X X X

X X X X X X 0 0 X3 X X X
A X A x-1

A1, A2, A3 dr A:s egenviirden och de tre kolonnerna i X ir
motsvarande egenvektorer. Om A #r en reell och symmetrisk
matris sa kan egenvektorerna viljas ortonormerade varfér X &r
ortogonal och X! = X7,

Singuliiraviirdesfaktoriseringen (i Matlab svd) ir en slags
generalisering av egenviirdesuppdelningen till ickekvadratiska
matriser.

X X X X X xxx|[er 00

X X X X X XX X||0 a2 0|[x x x

XX X|=|xxXXX||00os||xx x

X X X x x xxx||[0 0 o0]|[xx x

X X X X X X X X 00 0|7
A U p

dir UTU = I, VIV =TI och o1 > o5 > o3 > 0. Faktoriseringen
existerar dven for liggande matriser.
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I numerisk analys har man dessutom varianter av en
faktorisering beroende pa matrisens egenskaper.
Detta fér att spara datorminne och berikningstid.

Nagra exempel for LU-faktoriseringen.

Om A #r symmetrisk, AT = A, si beh8vs halva minnet och
berdkningstiden. Om A dessutom &#r positivt definit (positiva
egenviirden) kan man férenkla metoden ytterligare.

Det finns motsvarande varianter om matrisen ir komplex.

e AH = A, A sr Hermitsk (AH = AT)

e AT = A, A #r komplexsymmetrisk
Manga element i en matris kan vara noll, en gles matris. Detta
kan man utnyttja for att spara minne och ber#ikningstid. Det &r
viktigt eftersom glesa matriser brukar vara stora, med en dimen-

sion om 10* — 10° kanske. Ett specialfall av en gles matris ir en
sk bandmatris, hir tva sma exempel:

S oo X X
o o X X X
o X X X X
X X X X ©
X X X oo
S O o X X
© o X X X
o X X X ©
X X X oo
X X oo o

Den hiégra matrisen ir ett exempel pa en sk tridiagonal matris.
Den kan vara osymmetrisk, symmetrisk, symmetrisk positivt
definit, Hermitsk, komplexsymmetrisk etc. Dessutom brukar det
finnas stéd for enkel- och dubbel precision liksom fér komplex
och dubbel komplex.

Man inser att det kan bli manga varianter av LU-faktoriseringen
(méanga olika rutiner i programbiblioteken, t.ex. Lapack).
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LU-faktorisering

Now [let] there be

hemp 1 d6u, wheat 3 dou, beans 2 dou, peas 8 dou, millet 5 dou,
worth 95 coins.

hemp 2 dou, wheat 5 dou, beans 3 déu, peas 9 déu, millet 4 dou,
worth 112 coins;

hemp 3 dou, wheat 5 dou, beans 7 déu, peas 6 dou, millet 4 dou,
worth 116 coins;

hemp 7 doéu, wheat 6 dou, beans 4 dou, peas 5 dou, millet 3 dou,
worth 128 coins;

hemp 9 dou, wheat 7 dou, beans 3 déu, peas 2 déu, millet 5 dou,
worth 140 coins;

Question: how much is 1 déu [of each] worth?

The answer says:
hemp 1 déu 7 coins,
wheat 1 dou 4 coins,
beans 1 dou 3 coins,
peas 1 dou 5 coins,
millet 1 dou 6 coins.

En dou = 2 liter.

Detta exempel dr himtat ur kapitel 8 i den cirka 2000 ar gamla
boken “The Nine Chapters on the Mathematical Art (Jiuzhang
Suanshu)” Boken behandlar 246 problem i 9 kapitel. Boken &r
den mest betydelsefulla kinesiska matematiska klassikern.

13285]|[h 95
25394 |w 112
35764 |86 |=]|116
76453 |p 128
97325 |m 140
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I Matlab:

> x=A\b
X =

.0000
.0000
.0000
.0000

.0000

A UWwe 9

Kineserna utnyttjar det som vi kallar Gausselimination (= 1800).
Kombinera rader sa att vi till slut har en triangulir matris.

13285 95 1
25394 112 0
35764 |z=|116 |0
76453 128 0
97325 140 0
(1 3 2 8 5 [ 95
0 -1 -1-7 —6 —78
0 0 5 10 13 |z= | 143
0 0 5 54 58 633
0 0 5 70 80 845
1 3 2 8 5
0-1-1 -7 —6
0 0 5 10 13
0 0 0 44 45
0o 0 0o o &

11

3 2
-1 -1
—4

3
-1
0
0
0

1
0
0
0
0
Z1
T2
T3

-7
1 —-18 —11 |z =
—15 —10 —51 —32
—20 —15 =70 —40

8

2 8
1 -7
10
44
60

o o w

95
—78
143
490

372/11

5

—6

5
—6
13 |z =
45
67

95
—78
—169
—537
—-715

95
—78
143
490
702

Vi lgser det triangulira problemet med sa kallad bakatsubstitution:

x5 = (372/11)/(62/11) = 6

x4 = (490 — 4525)/44 =5

z3 = (143 — 1024 — 1325)/5 = 3

Ty =

zy = (95 — 3z2 — 2x3 — Bxy — Bx5) /1 =17
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(=78 — (=Das — (=T)@s — (—6)z5)/ (1) =4

Kan formulera eliminationen som en serie

matrismultiplikationer.

1 0000 13285 1 3 2 8 5

—21000 25394 0o -1 -1 -7 —6

-30100 35764 =|0 —4 1 —-18 —11

70010 76453 0 —15 —10 —51 —32

—-90001 97325 0 —20 —15 —70 —40
L A

Elementen —L1(2 : 5,1) (dvs. 2,3,7,9) kallas multiplikatorer.

1 0 ooo0]f1 3 2 8 5 1 3 2 8 5
01 000|]|0 -1 -1 -7 —6 0—-1-1-7—6
0 -4100[|0 -4 1-18-11|=|0 0 5 10 13
0-15010]| |0 —15 —10 —51 —32 0 0 5 54 58
0-20001||0—20—15 —70 —40 0 0 5 70 80
L2
[10 0 00][1 3 2 8 5] 1 3 2 8 5|
01 0 00| |0 -1-1-7—6 0-1-1-7 —6
001 00/[0 0 510 13|=|0 0 5 10 13
00-110||0 0 5 54 58 0 0 0 44 45
00-101||0 0 5 70 80 0 0 0 60 67
Lg
(100 0 0][1 3 2 8 5] 1 3 2 8 5|
010 0 0|0 —-1-1-7—6 0-1-1-7 —6
001 0o0||0o o 5 10 13[=[0 o 5 10 13
000 1 0||0 0 0 44 45 0 0 0 44 45
[0005F1|]|0 0 0 60 67 0 0o 0o o0 2]
Ly U

Vi far

LyL3L[:A=U

eller

A = (L4L3L,L,))"'U
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Vi noterar (se 6vningarna):
e L; #r inverterbar

. L;l ser néstan ut som Lj

coo =
®WR ~ o
o~=oco
—~ococo

e det dr enkelt att multiplicera Li-matriser:

Ll =
1 0 0 0
2 1 0 0
3 0 1 0
4 0 0 1
L2 =
1 0 0 0
0 1 0 0
0 20 1 0
0 30 0 1
>> L1*L2
1 0 0 0
2 1 0 0
3 20 1 0
4 30 0 1
>> L2*L1
1 0 0 0
2 1 0 0
43 20 1 0
64 30 0 1
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Om vi sammanstiller allt detta far vi med andra ord

13285 100001 3 2 8 5

25394 21000((0-1-1-7-6

35764|=[34100||0 0 5 10 13

76453 7151 10((0 0 0 44 45

97325 92013 1(|o o o o &
A U

—1,—-1,-1,-1
Ll L2 Lﬂ L4

Detta kallas LU-uppdelning. L &r undertrianguldr och U
dvertriangulér.

For att konstruera L plockar vi alltsd in multiplikatorerna fran
de olika L; pa respektive plats i L.

Vad ir det foér fordel med detta jimfért med vanlig GE (Gausseli-
mination)? Svar: enklare att hantera vid teoretiskt arbete. Gor
det mdjligt att 16sa problem av typen Az = by dir bgy;

beror av z;. (Om alla hégerleden ir kinda pa en ging kan
givetvis vanlig GE utnyttjas).

Ett numeriskt exempel

1-1 2 3
A=|4-212|, b= |6
3 -7 1 9

Vi startar med en “tom” L = I och fyller i multiplikatorerna
eftersom under diagonalen.

1] -1 2 1-1 2 1-12
A= |[4] -212| > (02| 4 | > |0 2 4|=U
B =7 1 0 [-4] —5 00 3

Sa, det som skall sta i L dr symboliskt och U ir det som
blir kvar av A efter trianguleringen.

Alltsa:

1 00 1 —-12
Sa normalt 16ses Az = b i de tre stegen L= 10| och U=|0 24
1 0 03
1. berdkna L och U sa att A = LU 3] 2]
for att 16sa LUx = b infor vi beteckningen z = Ux och far Los Lz = b, ger:
da problemet Lz = b 3
= —6
2.16s Lz = b (framéatsubstitution) # 12
3.18s Uz = z (bakatsubstitution) Lés Uz = z, ger:
Framatsubstitution gar till pa samma vis som bakatsubstitutionen 16
fast man tar raderna i omvind ordning. r= i
Kostnad? Kontroll:
A = LU tar ungefir n3/3 vardera av + och * 1 —1 2 16 3
Lz = b kostar n?/2 vardera av + och * Ax = |4 —2 12 5| =1[6|=5b OK!
(Uz = z kostar lika mycket). 3 —7 1 —4 9
37 38
Ar detta en stabil algoritm? Lat oss anta att as(e/aq) skiftas ut:
Hir féljer en grov skiss som visar vad som kan ga fel.
1 0 a az | _ | a1 as —B+ 0 0
Lat € std for ett litet tal. a;,a; och a3 markerar “medelstora” €/a; 1 0 ax| | € ax+aszefar| 0 ase/aq
. . . s. ~————
tal. LU-faktorisering blir da: ber. L ber. U faktoriserad matris Fel

[ael Zi] - [a11/e 2] [(E] a3—:22(a1/e)]

A L U
ai/e blir ett stort tal, vilket ger utskiftning i berikningen av
U = ag — az(ay/€). Lat oss anta att hela ag skiftas ut och att
allt annat riknas ut exakt. Hur stort blir bakatfelet?

1 0 € as _ € az
ai/e 1| |0 —az(ai/e) | a; 0
N e e e
ber. L ber. U faktoriserad matris

Vi har alltsa faktoriserat en matris som avviker mycket fran A i
(2,2)-elementet. Algoritmen behéver inte vara stabil.

Det kan vi dock litt fixa. Kasta om raderna i systemet (byt
ordning pa ekvationerna), dvs. studera matrisen B = PA:

_]01 _ | a1 a3
IR b
N——

P
LU-faktorisering blir nu:

[ael ZZ] - [5/1‘11 (1)] [%1 112—';133(6/01)]

Notera att €/a; dr ett litet tal. Vi far alltsa inte farlig utskiftning
i U2,2.
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Detta forfarande kallas partiell pivotering och det far utféras
i varje eliminationssteg. Hir f6ljer ett exempel:

—0.01 0.80 3.8 001
A=| —0.10 —2.05 78|, PL=|010
1.00 20.00 20.0 100

1 00 1 20.00 20.0 1 20.00 20.0

0.1 10 —0.1 —2.06 7.8| = |0 —0.06 9.8

0.01 0 1 —0.01 0.80 3.8 0 1.00 4.0

Ly PA L1PA

100 10 0 1 20.00 20.0 1 20 20
P,=|001]|, 01 0 0 100 40| =0 1 4
010 0 0.05 1 0 —0.05 9.8 0 0 10

L, Pyl PLA U

Sa LoyP,L1P;A = U. Kan visa att vi beriknat PP, A = iv.

1.00 20.00 20.0 1 0 0 1 20 20
—0.01 080 38| =] —0.01 1 0 0 1 4
—0.10 —2.05 7.8 —0.1 —0.05 1 0 0 10

PP A L=[RLy'P|L;" U

Vi bildar givetvis aldrig permutationsmatriserna utan rader
flyttas via tilldelning eller pekare.
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LDU-faktoriseringen

L har ettor pa diagonalen. Kan fa ettor pa U:s diagonal genom
att “bryta ut” U:s diagonal (antar A ickesingulir).

D = diag(u1,1,---,Unn); A= LU= LD(D'U)

S#tt U = DU s& blir A = LDU dir bade L och U har ettor
pa diagonalen.

Vi struntar i pivotering fér att slippa brak.
2 6] [10][26] [10][20][13
415 |21 03| |21 03 01

Vi kan utnyttja detta for att titta pa tva viktiga fall:

A symmetrisk: A = AT = U = LT sa att A = LDLT.

Innebir halva antalet operationer for faktoriseringen (forutsatt
att vi utnyttjar symmetrin i var algoritm).

Kréver halva lagringsutrymmet.

24] [10][2 4] _[10][2 o][12
45| [21 0-3| |21 0 -3 01
Problem med pivotering och symmetri ty partiell pivotering

férstor symmetrin (finns andra pivoteringsalgoritmer).

Det andra viktiga fallet intriffar nir D i A = LDL” har
positiva diagonalelement.
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Forst ett exempel:

A L U L D LT

L pl/2 pl/2 T L pl/2 L pl/2

c cT

4 8] [20][24

825| |43 03
——— N

A c cT

Sa

Detta kallas Choleskyfaktorisering och den existerar nir A ar
symmetrisk och positivt definit: z # 0 = zTAz > 0.

D har i detta fall positiva diagonalelement. Man kan visa att
LU-faktorisering for en positivt definit matris dr stabil dven om
vi inte pivoterar.

Positivt definita matriser &r vanliga i tillimpningar.
Exempel: vi har partiklar med massorna m;, ms, ms och farterna
v1, V2, v3. Den totala kinetiska energin, Ey;, ir

1 mi 0 0 U1 vITMv
=5 [v1, V2, v3] 0m, O vy | = 2
oT 0 0 ms V3

——

m1v? + myvs + mavs
2

M v

Ejin > 0 om nigon massa ror sig, dvs. v # 0 = ‘ﬂﬂ > 0 sa att
M &r positivt definit.
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Konditionstalet for Az = b-problemet
“Proof by example”

Lat oss se hur lésningen x indrar sig nir vi stor higerledet b.
Vi studerar ett numeriskt exempel dir A dr diagonal.

e HIRE I

Vi stér nu b med f och far da 16sningen y, dvs. Ay = b+ f.
Hur mycket dndras x, dvs. hur stor dr y — «?

y=Ab+f)=Ab+ A f=x+Af

sa att

1/2 0 0.5
IR EA

Det dr &r inte alltid sa hér illa. Om vi i stéllet tar
koefficientmatrisen
2 0
B= [0 0.1]

0.5 f1
10 f

sa blir
y—z=B'f= [

Slutsats: om A har ett eller flera diagonalelement nira noll, sa
kommer x att vara kiinslig for &ndringar i hégerledet.

A &r “nistan singulédr” i féljande mening:

2 0 n 0 0 20
0 10~ 0 —10"| ~ (00O
— Y——— N——

A E singulir
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Den lilla stérningen E (sma element jimfort med det stdrsta
elementet i A) gr A singulir. A ligger alltsi nira en singulir
matris.

B #r inte nistan singulir eftersom E maste innehalla ett stort
element, —0.1.

Allmént géller att x dr kénslig for stérningar i b och A om A &r
nistan singuldr. Om A &r langt fran att vara singulir, sa &r x
relativt okénslig fér stérningar.

En nistan singulir matris har en invers dir atminstone nagot
element ir stort. Eftersom y—x = A~'f sa kommer x att findras
mycket om A~! innehéller stora element.

Om matrisen inte dr diagonal far vi ett mer komplicerat
upptridande. Antag att § > 0 #r nira noll.

1 1 s _L1[146 -1
C_[11+5]=>C _5[—1 1]

Vi ser att C~! #r proportionell mot 1/4, s& inversen &r stor.
C ligger ocksa nira en singuldr matris. ty om vi subtraherar &
frdn cy 2 s& blir matrisen singulér. Detta géller allmént.

Om C har element av storleksordningen ett:

storlek pA C~' &~ 1 / avstandet till nirmaste singulira matris

For att gora riktiga satser krivs mer matematik, vektor- och
matrisnormer.
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Vektornormer

En vektornorm ir en funktion som ger ett méatt pa storleken
pPa elementen i en vektor. Om vektorn innehéller n element sa
sammanfattar vi storleken med ett ickenegativt tal, s& normer
kan vara trubbiga mé#tverktyg.

Det finns oindligt manga normer. Vi kommer att anvinda tre
sa kallade Ly-normer som vi betecknar med || - ||p:

n 3
[l||p = [lekl"} , p>0

k=1
ep=1,|lz|ls = >)_, ||, ettnormen

1
e p=2,|z|]z = [Yr_;*:]? tvinormen

® p = 00, ||2||ec = maxi<i<n |Tk|, maxnormen

Varfor ricker det inte med den “vanliga lingden” av en vektor,
dvs. det vi kallar tvanormen?

Det beror pa att olika problemstéllningar kriver olika sitt att
mita storlek. Dessutom kan det vara sa att det gar att skapa
starkare satser for en viss norm.

Exempel:

Antag att vi befinner oss i en stad dir kvarteren ligger i ett
rutniit. Vi vill ta oss den kortaste vigen fran A till B. Lat O
beteckna origo. Om vi kan flyga si #r avstandet ||B — Al|;. Om
vi méaste folja gatorna si &r avstandet ||B — Al|; (dvs. lingden
av OA plus lingden av OB).

||B — Al|e kan tolkas som den storsta forflyttning som vi gor
sidledes.

Dessa tre normer (liksom alla vektornormer) uppfyller: e e i

e

o x # 0= ||z|| > O (positivitet), ||0]| =0 T T T
o ||az|| = |a ||z|| for alla a € R (homogenitet)

o |lz +yll < ||zl + ||yl| (triangelolikheten) e s N e

Normer &r olika stora O | Y

-1 ~ A

z=1| 2|, |l#lli=6, [lz|lz=v14, ||z|lo=3 IO P e

-3 e e S B
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Innerprodukter Matrisnormer

Vi kan definiera en norm givet en innerprodukt (skalirprodukt).

n
z-y=(z,y) = kayk=$Ty
k=1

llz]l = VaTz

Notera att Ty &r en skalir men zyT &r en matris.

Exempel:
3 -1 -3 -2 -1
[-123]|2] =4, 2|[321]=| 6 4 2
1 3 9 6 3

Om z # 0 si s#ger vi att vektorn z/||z|| &r normerad (har lingd
ett).

Definition av vinkel

aTy = ||z[[2l|yl|2 cos ¢

Cauchy-Schwarz olikhet

l2Ty| < llell2llyll2
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Matrisnormer #r funktioner frdn R™*" till ® och uppfyller de
tre vektornormsvillkoren ovan.

Anvindbara matrisnormer ir dessutom submultiplikativa
(konsistenta):
[1AB]|| < [1A]l [|B]|

Tre olika normer kan vara inblandade ovan. Vi anvinder samma
beteckning || - || fér alla tre.

Vi kan bilda matrisnormer utgéende fran vektornormer.
En operatornorm norm méter hur mycket multiplikation med en
matris A kan forstora en vektor:

|| A||
[|A]| = max
a0 |||
Vi noterar att ||I|| =1 om || - || #ir en operatornorm.

Operatornormerna som svarar mot vara tidigare vektornormer:

ep =1, ||A|l; = maxi Y -, |ark|, ettnormen, stdrsta kolonn-
summan

1
o p =2, ||A||2 = max [A(ATA)]? tvanormen

e p = 00, ||A||lc = max, Y p_, |ark|, maxnormen, stérsta rad-

summan
Exempel:
1 -2 -3
A=|6 4 2|, [lAlh=16, |l ~11.9042, ||All- = 18
9 —6 3
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Konditionstal fé6r Az = b-problemet

Vi skall nu anvéinda normer for att studera konditionstalet for
Az = b-problemet. Vi vill alltsa studera vad som hinder med x
nir vi &ndrar A och b. Vi kommer endast att &ndra b.

Sats: Antag att A idr ickesingulir och att Az = b # 0.
Om Ay = b + f sa giller att

%s 4]l 147 %
Bevis:
Ay=b+f och Az =b= A(ly—z)=f=>
y—z=A"f = |ly— all = |A £l < 147 (151

Men Az =b sa att [|A]| [|z|| 2 [|b]] eller 1/]|z|| < ||A]l/][b]|- =

Man kan bevisa likartade satser for fallen nir A eller A och
b stors. Normalt betecknas konditionstalet med kappa, dvs.
w(A) = |[A]| [|A7Y].

Antag att || - || & en operatornorm, da giller:
o 5(4) > 1 for alla 4, ty 1= [|AA-T]| < [|A4]] |4~
o I ir perfekt konditionerad ty x(I) =1

o konditionstalet #r skalningsoberoende k(aA) = Kk(A)

® k(A) = 0o om A #r singulir

Om A ir singuldr kan det finnas ingen eller oiindligt manga
16sningar. Vi férvintar oss problem om A dr nistan singulir.
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Om k(A) dr stort sa finns en matris, E, med liten norm || E||, sa
att A + E #r exakt singulidr. A “ligger nira” mingden av
singuléra matriser, matrisen dr “niistan” singulir.

Om k(A) &r litet maste man &ndra A mycket (stor E) for att
A + E skall bli singulir.

Man kan visa att de E som gor A + E singuldr och som har
minsta norm uppfyller ||E|| = ||A]|/k(A).

Determinanten for A inte d&r ndgot bra matt pa néstan singulér.

Exempel:
det(al) = a”, k(al)=1
A=Y 0 det(a) =0.1, w(4)=10
~loo01]’ o -
10 0 O
001 0 O
A= |0 0 o1 o | det(4)=0.001, r(4)=10
0 0 0 0.1
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Exempel: Hur vil stimmer satsen?

A:[[l) 1(;),8], bz[(l)], w:[ﬂ, Koo(A) = 10%

Tag
10°° 10°] Iz = ¥Yllo _ 0.1
= —r = - ¥ = =0.1
! [10*9];”” e [10*1]’ olle 1"
1077
nco(A)% =108 =0.1
[16]]oo 1

Sa likhet i grénsen. Tag nu i stéllet

f=

10~° 10~° |z — Ylloo 1072 0
=Sy—x = _— = =10~
[ 0 ] Y [ 0 ] B 1

1l _ 107 _

Koo(A) bl = 0.1
vilket ger en enorm &Sverskattning.
Tolkning av satsen
Vi kan anta att  #r normerad, ty:
le=yll _|| & _ v HLHZI
el Il 2l 117 1] 1l

Antag att elementen i , y dr av samma storleksordning,
x =~ e, y = ne, dir e bestar av ettor.
llz—yll _ llge —mell _ |€—nl _ ‘1 _
|| [1€ell €l

:
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Vi kan latsas som om det exakta virdet &r ett, vilket underléttar
jamférelsen. S3 om £ =1 och n =14 0.5- 1073 si blir
|1 —n/¢] <0.5-1073.

Vi kan anviinda ungefir samma tolkning f6r ||f||/|||b]| (om vi
antar att elementen har samma storleksordning):

b=+ DIl _ A1l _ liéell _ 18]

loll el 1B ell 18I
Antag att x(A) ||£]|/||b]| = 0.5-1073. Det approximativa virdet
ligger da i intervallet 1 4 0.5 - 1073, si att vi har tre decimaler
(och fyra signifikanta siffror totalt).

Vi far féljande tumregel:

Om k(A) = 107 sa riskerar vi att tappa p siffror.

Antag nu att x innehaller element av olika storleksordning, t.ex.
z = [1,107%]T och att vi anvéinder || - || Det giller d& att:

max{|1 — y|,[107% — 3|} < 0.5- 1073

sa att
1-05-10°%<y <1+05-107°
och
103 -05-10°% <y, <102 +4+0.5-1073

Normer kan vara trubbiga instrument.

Lat oss se pa tva fall.

Exakta indata: i detta fall far vi eventuellt avrundningsfel nir
ajr och by lagras i datorns minne. Relativa felet (per kompo-

nent) #r ungefir €mah- Vi far ocksi avrundningsfel niir vi 16ser
Az = b-problemet.
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Vi kan nog tillita tiimligen stora x(A), men det beror givetvis
pa hur manga siffror vi behéver. Om vi har stora krav eller om
k(A) dr mycket stort, s kan vi minska €yacn genom att t.ex.
anviéinda Maple eller Mathematica (rikna med fler siffror). Att
rikna med manga siffror gar dock mycket lAngsammare
(mjukvara och inte hardvara).

Att 16sa ett osymmetriskt problem med n = 100 tar i Maple
pa en 900 MHz Sun.

Matlab tar 4.2 ms. Maple tar alltsa flera tusen ganger mera tid.
Hur stort problem klarar Matlab pa 10 sekunder? Jo, n = 2150.

Indata med osikerhet (mitdata): detta fall ger normalt stérre
begrinsningar pd hur stora k(A) som kan tillatas.

Felet i indata varierar beroende pa problem. Atomklockor kan
uppvisa mycket sma fel, kanske 10715 s.
http://www.boulder.nist.gov/timefreq/general/
precision.htm.

Ett elektriskt motstand kan ha fel pa 5% (finns bittre).
Att rdkna med mindre €macn ger normalt inte en béttre 16sning

eftersom k(A) dr mattligt stort och métfelen helt dominerar 6ver
avrundningsfelen.
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Hur kan vi uppskatta k(A)?

Att berikna A~ tar mycket tid och minne om A ir stor.

cond i Matlab anvéinder svd for || - ||z och explicit inv f6r
andra normer.

For stora matriser kan man anvinda condest som uppskattar
[|A7!|| genom att 15sa linjira ekvationssystem (+ listigheter).

Aven LAPACK kan ge en sidan uppskattning nir man 18ser
Az = b. Uppskattningen kostar niistan inget eftersom man
utnyttjar den LU-faktorisering som redan beriknats.

Antag nu att man inte har tillgang till nigot av ovanstiende.
Fungerar f6ljande? Tag en normerad slumpvektor, s, ||s|| = 1,
och 16s Az = s (dvs. beréikna z = A~'s). D4 giller:

llzll = [lA7s|| < [IA7"] lIsll = [|A7*|| = w(A) > [|A]l ||=Il

Test av || Als |I. —— exakt, — sorterade slumpresultat

10' ]

0 200 400 600 800 1000
test #
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Varfor stimmer det sa daligt? I exemplet dr n = 800 och
matrisen dr en osymmetrisk slumpmatris.
Det stimmer bittre for mindre n.

Om A = diag(1,...,1,107%) s maste slumpvektorn ha s, # 0
som é&r tillréckligt stort, for att vi ska se att A ar
illa konditionerad.

Om s har ungefér lika stora komponenter i varje riktning, och
||s]l1 = 1 torde s, = 1/n sa att uppskattningen kanske blir
||A||1108 /n. S& uppskattningen borde bli séimre nir n tkar.

Det existerar vektorer sa att man mirker det stora x(A), men
dessa vektorer (singulira vektorer) &r lika besvirliga att beridkna
som egenvektorer. condest, som f6rsSker uppskatta en singulir
vektor, fungerar mycket bra.

Att bilda z = A~'s kan ses som férsta steget i
“invers iteration”, en metod f6ér att berdkna en
egenvektor till egenviirdet ndrmast noll.

Egenvirden ir inte ritt verktyg for att méta konditionstal.
Ritt verktyg #r singulidra virden. Lat A,, av dimension n, vara
den 6vertriangulira matrisen med ettor pa diagonalen och —1
ovanfor diagonalen. Egenviirdena &r alla ett, men k;(A) = n2"71.
Vi noterar att det(A4,) =1,

Ovanstdende (att bilda z = A~'s) kan ses som experimentell
storningssanalys. Vi kan 16sa Ay = b+ s dir s &r en slump-
vektor med element av samma storleksordning som métfelen.
Eftersom A7'(b+ s) — A7'b = A~!s ser man att risken, &ven
hir, dr att man inte hittar stérningen, s, som ger den stérsta
storningen.

55

Vad séger residualen » = b — A%? & berdknad 16sning.
1 0 1 N 1 0
a=lo]s o= o] o= o] =]

Kan visa:
(A+ E)2=b, ||E|l2=|Irll2/II2|l
||E||2 = 1078 i exemplet.

Sa en liten residual betyder att vi 16st néstan ritt problem.

I framétriktningen kommer x(A) in (antag att A~! existerar):
r=b-— A=Az - Az =A(z—-2) Sz —3&=A"r

Alltsa giller:
lle — &[] < [|A7H] (||

Om b # 0 giller:

1 1A
6]l < Al =] < —— < T
llzll = lloll
Om vi kombinerar de tva olikheterna erhaller vi:
xr—& T
Il Il < K(4) (Il
[zl [18]]

Sa felet i 16sningen kan vara godtyckligt stort &ven om residualen
ar liten.
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Minstakvadratproblem

Ett ofta aterkommande problem &r att vi har en matematisk
modell och uppmitta virden, och vill bestimma parametrar i
modellen.

En mycket vanlig modell &r b = ce* (halveringstid, befolknings-
tillviixt, urladdning av kondensator). b kan vara befolkningen vid
en given tidpunkt t. ¢ &r befolkningsmiingden vid tiden ¢ = 0.

Antag att vi vill bestimma parametern A genom att méta b vid
m olika tidpunkter. Vi alltsd har m par (tx, br),k =1,...,m av
métvirden. Lat oss anta att vi kéinner c.

Hur ska vi beridkna A? Vi har ju m olika ekvationer

Aty Aty

by = ce™, by = ceM,..., b, =cetn

och vi ldr inte kunna hitta ett A som satisfierar alla ekvationer-
na. Det dr inte intressant att fa m olika A-virden.

En rimlig kompromiss ir att hitta ett A som approximativt
satisfierar alla ekvationerna, dvs:

by =~ ce*, by = ce*2,..., b, ceMm
Detta kan formuleras pa foljande vis:

Forsok att géra alla avvikelserna (residualerna)
ce’ — by, ce? — by,..., ce’™ — b,

sa sma (nir noll) som mésjligt.

Vi hade lika giirna kunnat studera avvikelserna b, — ce .
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Vi kan definiera “sma” pa oindligt manga sitt, till exempel:

m
mjn Z |cek — by,
et

m 1/2
. 2 .
min E [ce)‘tk — bk] min max |ce)‘t’° — bk‘ .
bl Pt A 1<k<m

Dessa forslag dr inte slumpvis valda, utan lat oss infora en
vektor, r, av alla residualerna (en residualvektor):

ceMt — by
ceMz — b,

r =
ceMm — b
Var tre matt kan da skrivas:

min [rlls,  min|lrll,  min ]l

Vi kommer normalt att fa olika virden pa A beroende pa vilken
norm vi utnyttjar. Varje A dr dock bést fér den givna normen.

Det finns o#éndligt manga fragor, varje fraga med sitt svar; varje
svar dr dock ett korrekt svar pa den givna fragan.

Det finns normalt inte ett bista A-virde.
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Man kan givetvis ha modeller med flera parametrar. Ett vanligt
problem ir att anpassa en serie méitpunkter till en rit linje.

Var modell kan da skrivas; b = x; + xat. Hir &r x; och x5 para-
metrar och (tg, bx) dr uppmitta virden.

Hur ser residualvektorn ut i detta fall?

T, + Tty — by 1t b,
r (E1+122t2—b2 _ 1 tz |::B1:| _ bz
: HE 2 H
1 + Totm — by 1ty | ¥ bm
T/ H’;—/

Dvs. r = Az — b. Vi vill alltsa 16sa minimeringsproblemet:
min ||Az — b||
x

i nagon lamplig norm.

Observera att detta normalt inte ir ett linjirt ekvationssystem.
Vi 16ser inte Ax = b, ty detta gar normalt inte, eftersom vi
far avvikelser i alla ekvationerna. Lite slarvigt kan man skri-
va Az = b. Om vi kan l6sa Az = b sa ir ju residualvektorn

r = Az — b nollvektorn, varfér mitpunkterna féljer modellen
exakt. Notera ocksa att matrisen A har fler rader &n kolonner.

Nir residualvektorn kan skrivas r = Ax — b séger vi att
problemet dr linjért. Modellen har utseendet:

b = uttryck, parameter; + ...+ uttryck, parameter,,
dér uttryck; beror av mitvirdena och inte beror av nagon

parameter.

Var férsta modell dr ickelinjir eftersom parametern A inte ingar
linjirt i modellen.
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I vissa fall kan vi via substitutioner eller andra transformationer
skapa en linjir modell utifrdn en ickelinjir saddan. Var forsta
modell dr enkel att transformera, férutsatt att b och ¢ har samma
tecken. Lat oss anta att bade b och ¢ &r positiva:

b=ce* < logb=logec+ At
A ingar nu linjért i modellen.
Om vi nu antar att c inte dr kiind (vi mitte aldrig b for ¢t = 0)
sd &r c en parameter som nu ingar ickelinjért i modellen. Om

vi séitter x; = log ¢ har vi dock en linjir modell som &dr identisk
med modellen f6r var réta linje, logb = a1 + At.

For att gora analogin &nnu tydligare sétter vi 3 = A och far:

1t log by

min ty [ xq ] _ log. by
x H ) H

1 t, logb,,

Efter att = dr beriiknad sitter vi sa ¢ = €®! och A = x».

Nér vi gor transformationer pa detta sitt &ndrar vi (ibland)
pa normen. Logaritmering, till exempel, har en utjimnande
verkan, och minskar de stora residualernas inflytande.

Detta kan jimféras med att minimera i en annan norm.

Vi stéller en annan fraga, men den kan ju vara lika relevant.

Ibland féster vi olika stor vikt vid de olika residualerna.

Mitapparaturen kanske miter olika noga i olika mitomraden.
Det &r da rimligt att ett osdkert virde far mindre inflytande dn
ett sikert. Vi kan astadkomma detta med en viktad norm, t.ex.

mmin ||V (Az — b)||, V = diag(vi,va2y.--,Vm)

Residual, 7, multipliceras alltsa med vikten wvy.
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Lat oss nu aterviinda till den rita linjen, b = x; + x5t.
Foljande bild visar anpassning i vara tre normer.

Anpassning med olika normer. 1 -., 2 —, inf ——

251 1
O
201 P
o ///
o 157 G 1
//O/
///O/
10f g 1
5 /,i, 4
o L L L L
2 4 6 8 10

Accentueras nir man har utliggare (outliers).

Anpassning med olika normer. 1 -., 2 -, inf ——

Vi studerar nu det linjira minstakvadratproblemet:
min ||Az — b]|»
T

Det édr enkelt att beskriva den optimala 16sningen till detta pro-
blem. Vi ser pa specialfallet nir A har tva kolonner, a; respektive
a2, men det kan enkelt generaliseras till ett godtyckligt fall.

For en godtycklig z € R? giller att Az = a1z + aszs ir en
linjirkombination av As kolonner. Nir « varierar §ver alla vek-
torer med tva element sa kommer méngden a;x; + a2z, att bilda
ett plan, As bildrum, R(A) (ty R(A) = {Az | z € R"}).

Om b tillhdr detta plan si existerar (minst) ett « si att Az = b
med likhet. Residualvektorn » = Az — b blir da noll. T.ex.

11 2
A=|01]|, b=|1
01 1

I exemplet &r z = [1, 1]T. Normalt bildar dock b en vinkel mot
planet, tag till exempel b = [2,1,2]T. Vektorn b kan d& inte
skrivas som en linjirkombination av As kolonner, men vi vill
minimera avvikelsen, lingden av residualvekorn Az — b.

Dela upp b i tva komponenter, by som ligger i planet och b
som dr ortogonal mot planet. Oavsett hur vi viljer  si kan vi
inte nollstélla nagon del av b, eftersom b, dr ortogonal mot alla
linjirkombinationer, Az. Diremot kan vi nollstélla by, eftersom
b4 ligger i planet och den dirmed &r en linjirkombination av As
kolonner, dvs. det existerar (minst) ett = sa att by = Ax. Detta
x dr det x vi soker.

Residualvektorn blir r = Az — b= Ax — by — b, = —b,.
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Hir foljer samma resonemang med normer:

Pythagoras sats: om y och z dr ortogonala vektorer giller:
1y + =113 = llyll3 + |I=I13
ty
lly+2|1; = (y+2)"(y+2) = yTy+yZZ+z:y +27z = ||y|[3+]]=I3

Det & som l6ser Ax = by dr optimalt. Ty om sa inte vore fallet
existerar z # 0 si att ¢ + z ger ett mindre virde pa normen. Vi
testar:

lA(z + 2) — bll; = [|A(z + 2) — (ba+ bu)[[; =
Il Az = ba+Az — b3 = [[Az][5 + (b3 = [[Bo]l3
Med minimum da z = 0 (om A har linjiirt oberoende kolonner).

Residualvektorn, » = —b,, &r ju ortogonal mot bildrummet.
Bildrummet utgérs av alla linjirkombinationer av a; och a. (i
vart specialfall) vilket medfér att a¥r = alr = 0.

Vi kan skriva dessa likheter pa féljande form:

T T
_[air] _[af . T  r .7 _
0—[(1;?]_[‘15]1'—[(11 ay| r=A"r=A"T(Az —b)

vilket ger oss normalekvationerna:

AT Az = ATb

rang(A) = n = AT A symmetrisk och positivt definit. Kan 15sa
normalekvationerna med hjilp av Choleskyfaktorisering.

Entydighet?

e om A har linjirt oberoende kolonner sa har minstakvadrat-
problemet en entydig 16sning. Matrisen har full rang.

e om A har linjirt beroende kolonner (ir rangdefekt) sa finns
det odndligt manga 16sningar som ger samma residualvektor,
ty tag z € N(A) da giller att A(z + z) = Az.

Om A har nistan linjirt beroende kolonner, sa ir problemet
illa konditionerat. Normalekvationerna forvirrar konditionen pa
problemet, ett elakt problem kan bli om#&jligt att 16sa. Det giller
att k(ATA) = k(A)2. Vi ska dérfor se pa en bittre metod
baserad pa QR-faktorisering.

x = A \ b i Matlab anvinder QR-faktorisering.

Observera att operatorn \ &r Overlagrad. Om A dr kvadratisk
sd anvinds LU-faktorisering, annars anvinds QR-faktorisering.
Matlabkoderna fér de tva fallen har ingen gemensam del.
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Kort om konditionstal fér LS-problemet (LS = Least Squares)
Antag att = resp. y 16ser foljande problem:
min ||Az —b||; resp. min||(A+ F)y—(b+f)|l

y 8r alltsa 18sningen till ett stort problem.

Vi vill begréinsa ||y — z||2/||z||z i termer av ||F||2/||A||z och
[1£112/11B]]2-

Att gora detta allméint &r svart. En forsta forenkling &r att anta
att A har full rang och att || F||; &r tillréickligt liten s att A+ F
har samma rang som A. Hirledningen #r nu avsevirt enklare,
men #nda lite smabesvirlig, sa pa dessa sidor antar vi att F = 0,
precis som vi gjorde nir vi analyserade Az = b-problemet.

Eftersom A har full rang kan vi anvinda normalekvationerna
och fir z = (ATA)*ATb resp. y = (ATA)*AT(b + f).

Losningen till ett vanligt linjirt ekvationssystem, Cx = b, kan
skrivas, £ = C'b, sa det verkar rimligt att betrakta (AT A)~1AT
som en generaliserad invers. Detta gér man, och denna invers
kallas pseudoinversen, beteckna At och kan beriknas med
Matlabkommandot pinv.

At &r ett matematiskt hjilpmedel och den brukar inte anviindas
for att 16sa minstakvadratproblem i praktiken. Vi ser att A* ir
en vinsterinvers, At A = (ATA)"'ATA = I. Diremot ir inte
A* en hégerinvers, si AA' # I. Man kan definiera A* #ven om
A ir rangdefekt (men da giller inte att AT = (ATA)71AT).

Vi ser att
y—z=AY(b+f) - Atb= ATf = |y — |2 < [|AT]|2 || f]]2
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Vi maste fa en undre begrinsning av ||z||; och anviinder sam-
bandet Ax = by, dir by dr den ortogonala projektionen av b pa
A:s bildrum. Antag vidare att bsy 7# 0 vilket medfér att  # 0.
Vi far

[[ballz = [|A2]l2 < ||All2 ||l]]2 = 1/|]l2 < ||All2/]|ball2
Slutligen:

—x
S A
r2(A)
Denna grins liknar den for linjira ekvationssystem. En viktig
skillnad &r att det inte star ||f]|2/]|b]|2-

Lat oss skriva om uppskattningen:

[1B][2 I £]l2
[1ballz 1[8]]2

Om modell och miitdata stimmer vil §verens s kommer ||b||2/||ball2
att vara n#ra ett (kvoten ir alltid > 1), men om modell och

data inte passar ihop si kan kvoten bli stor. Extremfallet &r att

b &r ortogonal mot A:s bildrum i vilket fall b4 = 0 och kvoten

ir odndlig.

lly — |l

< llAll2 [1A*]|2
[]|2

Skulle kvoten vara vildigt stor dr det kanske inte sa meningsfullt
att 16sa minstakvadratproblemet. Stér vi nu d&ven A med F sa
tillkommer ytterligare en term i feluppskattningen och det
visar sig att man &ven far en faktor k3(A) ||bL||2/||bal|2 gdnger
de relativa stérningarna.

Né&r vi studerade Az = b-problemet sa vi att ||A||/x(A) &r
normen pa den minsta storning, E, som gér A + E singulir.
Analogt giller for minstakvadratproblemet att ||A||2/k2(A) dr
tvanormen pa den minsta E som gor att A + E &r rangdefekt
(A + FE har linjirt beroende kolonner).
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Exempel: 1at €, 4 > 0 vara sma och antag att 0 < ¢ < 7 /2. Sitt;

11 cos 0
A=|0¢€e|, b= 0 , f=1un
00 sin ¥ 0

Det giiller att k2(A) = 2/e. Pseudoinversen blir:

At = (ATA)1AT =2 [ c-! 0]
€

0 10

varfér 16sningarna x och y ges av

o {cosd;] R [cosw—u/e]

0 ple
och
ly—zll_ - »
||z|]2 €cos
Det giller att
Ul _p_
o]l 1
och att
[B]]2 1

Var uppskattning stimmer bra i detta exempel:

—x b
lly — |2 < ra(A) [16ll2  [1£l2
[l|]2 = Uballa [1o]l2
V2 p/(ecosyp) 1/ cos¢p I

Om 1 = w/2 sa #r b niistan ortogonal mot A:s bildrum (¢ &r
i sjilva verket vinkeln som b bildar mot bildrummet) och felet
Skar med (den da stora) faktorn 1/ cos .
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Alternativ till normalekvationerna

Forst ett exempel som visar en nackdel med normalekvationerna.

11 11
A= |0 ¢ ,mede>0.ATA:[igg] 0 e =[11j€2]
00 00

Om 0 < € < \/€maen 54 dr fl(1+ €?) = 1 varfér AT A blir singulér
och AT Az = ATb har inte entydig l6sning. Minstakvadratproble-
met, min, || Az — b||» har dock entydig 16sning s linge som € # 0.

Idé: vi utnyttjar att tvanormen &r unitirt invariant, dvs.
[|IQAP||2 = ||Al|2, om QTQ =1, PTP =1

forutsatt att P &r kvadratisk (Q behéver dock inte vara
kvadratisk). Speciellt kan A vara en vektor, v sig, sa:

[1Qull2 = [|v]l2

En komplex matris, Q, #r unitir dd Q¥ Q = I. Si unitér &r mot-
svarigheten till ortogonal for reella matriser.

Bevis av ||Qv]|2 = ||v]|2. Utnyttja att || - ||2 > 0 och att
1Qu[l3 = (Q)"Qv = v"QTQu = v"Iv = v"v = ||v||;

Sats: Antag att A har linjirt oberoende kolonner. A har da en
QR-faktorisering: A = QR dir QTQ = I och R ir 6vertriangulir
med positiva diagonalelement.

Bevis: Beviset dr konstruktivt (men ger inte en limplig
algoritm). Lat R definieras av ATA = RTR, Choleskyfaktorise-
ringen av ATA. Denna existerar eftersom A har full kolonn-
rang, och R &r Overtriangulir med positiva diagonalelement.
Sitt nu Q@ = AR™!. Inversen existerar och Q blir ortogonal,
ty: (ART)YTAR'=RTATAR'=R T"R"TRR'=1.
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QR-faktoriseringen ovan &r av ”economy size”(som det star i
help qr i Matlab).

X X X X X X

X X X X X x| [x x X

X X X |=|x x x 0 X X

X X X X X X 00 x

X X X X X X |y
A Q

Féljande bild visar den fullstéindiga varianten:

X X X
X X X X X X X X
X X X X X X X X 0 x X
0 0 X
X X X | =]X X X X X
X X X X X X X X
0 00
X X X X X X X X

|
|
{o

S
Q
N

.—.
°x
R

eller mer kortfattat
R
a-10.2 [ §]

Varfor gar detta? Givet en bas, Q, for ett underrum, kan man
utvidga den (med Z) si att man fir en bas for hela rummet.

Vi anviinder nu den fullstindiga faktoriseringen for att 18sa
min, ||Az — b||2.

T(Ax — b
[lAz — bl = || [Q, Z]"(Az — b)||> = H {gTEA:_b;] 2:
Rz — Qb
{ 0 H = [ IRz — @bl +|Z7b|2 ]/ > 1270 |,
2

diir minimum antas nir Rz = Q7b.
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Vi behdver inte Z for att 16sa Rz = QTb. Vi behdver inte ens Q
utan endast QTb. Q i#r en matris men Q7b ir en vektor.

En av nackdelarna med normalekvationerna #r ju att
k(ATA) = k(A)2 Man kan visa att k(R) = k(A).

Hur ska vi berdkna QR-faktoriseringen pa ett bra séatt?
e Klassisk Gram-Schmidt (enkelt men inte si bra). GS.
e Modifierad Gram-Schmidt (mindre daligt). MGS. Lis sjilv.
e Householderspeglingar. Bra!

e Householderspeglingar med pivotering (énnu bittre; tar jag
inte upp). Standardmetoden, anvéinds i Matlab till exempel.

Klassisk Gram-Schmidt via exempel

Lat oss se pa ett exempel dir A har tva kolonner: Gér féljande

ansats:

[111 112] = [41 QZ} [Tl’l 7‘1,2]
T ———

0 72
R
Vi ser att a; = g171,1 sa att ||ay||2 = ||q1]|2 |r1,1]- Men ||gi]|z =1
och vi kan vilja 717 > 0 s& att 71,1 = ||a1]|2 och g1 = ai/T1.1-

Med andra ord: ry; dr lingden av a; och gq; dr den vektor man
far nir a; normeras.

Nu till nésta kolonn. a; = q171,2 + q272,2- Vi far:

qfas = ¢Tqim12 + g g2 22
\1’_/ Y
Alltsd &r r1p = qlTag. Notera att as — qi1712 = @ar2,2 och q; &r
ortogonal mot g;. Vi kan betrakta r;5 som det virde som gor
az — qi71,2 ortogonal mot q;. r22 ar lingden av az — q171,2.
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Hiér ett numeriskt exempel:

10 1/V2
A=100|, m1=v2, q=a/r,;= 0
11 1/Vv2
0
re=qa;=[1/vV2 0 1/v2]|0|=1/V2
1
0 1/V2 -1/2
a; —qir12= | 0| — 0 1/vV2= 0
1 1/4/2 1/2
Notera att denna vektor &dr ortogonal mot q,. Slutligen:
—1/2 —1/v/2
T2 =1/V2, = 0|/(1/v2) = 0
1/2 1/vV2

QR-faktoriseringen kan alltsa skrivas:
1/v2 —1/V2
O vz e
Ve 1vE L0V

Ség att vi vill 16sa min, ||Az — b||» dir b7 = [1, 1, 1].

10
00| =
11

(2= [ RS VR | = o= 3]

ar h

Z, som vi inte behdver, ges av

Z=|=41
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Householdermatriser (speglingar)

Lat u vara en kolonnvektor och definiera:
Ho1- 2"
uTu
Notera att uu” #r en ytterprodukt (matris) och uTu &r en
innerprodukt (skalir).

Ovning: visa att H = H~! = HT s H #r symmetrisk och
ortogonal och lika med sin egen invers.

H kallas spegling ty H speglar varje vektor i planet span(u)*,
ortogonala komplementet till span(u) (mingden av vektorer
ortogonala mot u). Ovning: visa detta. Lt a vara godtycklig och
sitt @ = au + v dir uTv = 0. Studera Ha.

Pastaende: lat a vara en godtycklig vektor med n element.
Vi kan hitta H sa att element 2,...,n i Ha &r noll.

Anvinder vi standardbeteckningen e; for j-te kolonnen i
enhetsmatrisens giller alltsa att Ha = « e; fér nagot a.

Vad &r a? Jo, ||Hal|: = ||aei||2 s& att a = %||a||2-
Hur ser H ut, dvs. hur skall u viljas?

I 2uuT 2ula

ae; = —4&a—F|a=a—1u

! uTu uTu
~———

H skalar

s& u méaste vara en multipel av a — ae; (observera att uu” /(uTu)
ar skalningsoberoende).

C')vning: visa att © = a — ae; faktiskt fungerar.
Vi tar o = —sign(a;)||al|» for att slippa kancellation.
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Det kriver lite minne och fa operationer for att bilda Ha. Sa
hir kan man gora:

1. a = —sign(a1)||al|2-

2. u; =a; — a, up = ag, k=2,...,n.

3. B8 = 2(uTa)/(uTu) en skalir.

4. Ha = a — Bu, en linjirkombination av tva vektorer.
Det enda extraminne vi behdver dr u, en vektor.
Punkt 3 kan alternativt skrivas: Skala om u, u = u/||u||2. Note-

ra att H = I — 2uu® med detta u. Ha = a — (2uTa)u. Notera
att vi aldrig bildar H.

Att applicera H pa en matris A dr heller inte svart. Antag att
A har tre kolonner. HA = Hlai, a2, a3] = [Ha1, Has, Has).

Vi dr nu redo att att berikna den fullstéindiga QR-faktoriseringen.

Nir vi riknade ut LU-faktoriseringen multiplicerade vi med Lj-
matriser sa att A overfordes till 6vertriangulir form, U. Sa,
Ly y---LoLiA=Usaatt A= (Lp_q1--- Lle)_lU som ger fak-
toriseringen. Nu gor vi ungefir pa samma sitt med L; ersatt av
Hj.. Lat oss anta att A har tre kolonner. Vi kommer att vilja
H,, Hs, H3 sa att

R

HyH,H: A = { o

1| R
], A= (H;H,H,)™! [ 0]
—
[Q.2]
Produkter av ortogonal matriser &r ortogonal sé att (HsHyH;) ™!
existerar och &r ortogonal.
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Vi antar att A dr en 5 X 3-matris. Vi boérjar med att vilja H; sa
att Hia; = a;e;, dvs. sa att H; applicerat pa O-vektorn blir en
multipel av e;. X, O etc. markerar godtyckliga element (som ej
behdver vara noll).

0O x X a; X X
O x x 0 A X
H,|Ox x|=|0 A x
O x x 0 A X
O x x 0 A X

A A

Tag nu Hy sa att H, applicerat pa A-vektorn blir en multipel av
e;. Observera att denna vektor har 4 och inte 5 element och att
H, &r en 4 X 4-matris. Vi multiplicerar givetvis inte med ettor
eller nollor utan arbetar endast med element under linjen och i
andra och tredje kolonnen. Jag har bytt beteckningar sa Hs och
Hj dr inte samma matriser som pa féregaende sida.

a; X X oa; X X
11 o 0 A X 0 a X
o & 0 Ax|=]0 0 o
2 0 A X 0 0 o
0 A X 0 0 ¢

A A1)

Vi véljer nu H3 som applicerat pa o-vektorn blir en multipel av
e;. Observera att denna vektor har 3 element och att H; dr en
3 X 3-matris.

a; X X a; X X
10 0 0 az X 0 ay X R
01| 0 0 0 X|=]0 0 o3| = [T]
00| H; 0 0 X 0 0 O
0 0 Xx 0 0 O
A®) AB)
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Vi sammanstéller och far:

10 0
01| 0 [[1) Ig]Hl A:[lﬂ
00| H; 2
H
sa att
| Rl _ | R| _ R
A=H [0 =H"| "=1Q,2]|

Q bestar av de tre férsta kolonnerna i HT och de resterande tva
bildar Z.

Om vi bara vill 16sa minstakvadratproblemet behdver vi

aldrig bilda Q (eller H) explicit utan det ricker att kéinna R och
QTb (vi l6ser ju Rz = QTb). Sa i vart exempel ges R av de tre
forsta raderna i A® och A® har vi ju bildat utan att explicit
bilda H.

QTb utgors av de tre forsta raderna i Hb. Varfér? H' = [Q, Z]

sa att: QT b

Men vi kan ju bilda Hb genom att applicera H;, H, och H; pa b
och sedan plocka ut de tre forsta elementen. Vi beh6ver saledes
inte @ hir heller.

Notera att vi inte maste spara alla u-vektorer som bildar H-
matriserna heller. I praktiken brukar man skriva 6ver A med R
(plus nollor) s& vi behdver inget extra matris-minne.
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Tllakonditionerade problem, regularisering

Tyvérr rdcker inte alltid ovanstdende metoder till. Antag att vi
har beriknat en QR-faktorisering och att R har utseendet (hart
avrundat):

24  —1.7 3.2
R=| 0 1.2-10°° 3
0 0 2.3.10710

I detta fall ir R (och dirmed A) mycket illa konditionerad.
K(A) =~ 7-10M.

Nir vi 16ser Rz = QTb kommer vi (implicit) att invertera R. De
sma diagonalelementen kommer da att bestimma hur 16sningen
ser ut eftersom R~! kommer att innehélla inversen av dessa
element (bland annat). T.ex. giller att (R ), = 1/7kg.

Fragan dr nu hur mycket man litar p4 de sma 7. Ar de sikra
vérden eller bestar de bara av mitfel och avrundningsfel?

Vi litar nog mycket pa ri;-elementet, det &r ju relativt stort.
r9o tror vi kanske r#tt mycket pa, men 733 = 2.3 - 10~1° kanske
vi tvivlar pa. Problemet &r att 1/r3; i stor utstrickning kommer
att bestimma utseendet pa 16sningen = (om inte b dr vildigt
speciell).

Det sikra viirdet, 2.4 bidrar knappast nagot till 16sningen,
eftersom 1/2.4 &r sa litet. Hur mycket vi litar pa virdena
beror pa miitfel och modell.

Om man tror att ett virde helt eller delvis bestar av brus &r
det ingen mening att bara rikna pa. Den 16sning man far fram
dr nog tdmligen meningslés. GIGO = Garbage In, Garbage Out.
Hur kan ett sadant illa konditionerat problem uppsta? Det finns

flera orsaker. Pa nista féljer nagra exempel.
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Exempel: En olimplig modell. Sig att vi har modellen
b=zt + x>sint

Problemet dr att sint ~ t fér t ~ 0. sint = t — t3/6 + ---.
Vi har dérfér ndistan modellen b = (z; + x2)t och motsvarande
minstakvadratproblem har inte entydig 16sning.

Valet av fysikaliska enheter kan orsaka problem. Antag att vi
har modellen b = z; + x3t + z3t? och att A = QR dir R ir
vilkonditionerad.

Ett enhetsbyte for ¢ svarar mot en skalning ot. Sambandet
A = QR 6vergar dad i AD = Q(RD), D = diag(1,0,0?).
Det giller att k(A) = k(R) = ||R||> ||[R7}||» varfor

k(AD) = k(RD) = [|RD|; |[(RD) |l <
IRz D2 [|R*]]2 [|D7||2 = £(R)s(D) = (R) max(c~?,5%)
Sa att byta fran t.ex. sekunder till ms kan 6ka konditionstalet
med 108. Lika illa &r att byta till ks.

Vissa problem &r illa konditionerade i sig (redan innan vi gjort
nigon olimplig matematik), det giller ménga sk inversa problem,
t.ex. bildrekonstruktion. Detta anvéinds inom bland annat
kriminologi och astronomi.

Framatriktningen dr da att vi tar ett fotografi, vi avbildar ett
motiv. Den omviinda riktningen (inversen) att rekonstruera mo-
tivet givet ett fotografi som &r suddigt (av rorelseoskirpa t.ex.).
Problemet #r illa konditionerat pga att flera motiv kan passa
ihop med ett suddigt fotografi. En annan viktig tillimpning &r
datortomografi.

Ett enkelt exempel: vi har punkter i planet som vi tror ligger pa
en cirkel och vi vill bestimma cirkelns centrum och radie.
Efter variabeltransformation kan problemet skrivas som ett linjéirt
minstakvadratproblem.

k4

Vi far en siker bestimning om vi har métpunkter férdelade 6ver
cirkeln. Om punkterna grupperar ihop sig utmed en liten del av
cirkeln, &r problemet att bestimma den illa konditionerat. Om
punkterna sammanfaller finns oéndligt manga 16sningar
(cirklar).

35 35
% =»
3 * 3
=
2.5 * * 25 ‘
2 * 2
=

15 15

* *
1 1
-5 0 05 1 15 2 25 -05 0 05 1 15 2 25

Ibland kan man inte vélja hur man ska miéta, utan man far néja
sig med de data man har. Fér att kunna fa ett vettigt svar maste
l6sningsprocessen stabiliseras med sk regularisering.

Antag att ||R||2 = 1 och [[b||; = 1. N&r R ir illakonditionerad
s& ar ||R7!||» stor vilket medfor att ||z||» blir stor. Ett indirekt
sitt att minska inflytandet av de sméa osdkra vérdena i R &r att
begrénsa lingden pa lésningen, en enkel variant &r:

min ||Az — b||; med ||z||; L«
T

ett annat sitt dr att &ndra direkt i R. o maste sdttas av den
som loser problemet. Hur man gor detta pa ett vettigt sitt tar
jag inte upp.
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Ickelinjéra ekvationer
f(z)=0, f: R R

Vi kan ocksa ha system av ekvationer:

f(z,y,2) =0
g9(z,y,2) =0
h(z,y,2z) =0

Exempel:
224+y2—2=0
z—y=20

med rétter (1,1) och (—1,—1).

En ickelinjir ekvation kan ha 0,1,2,3,...,00 16sningar.
Ett linjéirt problem (Az = b) har 0,1 eller co manga.

Det kan tinkas att f dr definierad via en procedur.

f(x) = /:(1 +t)e sint dt

Flertalet metoder:
e Startas med en (eller flera) approximation(er).

e Skapar en sekvens av approximationer som féorhoppningsvis
konvergerar mot nollstillet.

e Kan divergera.

e Forsoker att hitta ett nollstille at gangen.
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Halveringsmetoden (bisektionsmetoden)

Givet en kontinuerlig funktion f och p,n € ® med f(n) < 0,
f(p) > 0.

while |n — p| > tol do
m = (n+p)/2
if f(m) < 0 then
n=m
else

! borde ta hand om exakt likhet ocksa

p=m
endif
end
Om begynnelseintervallet har lingden 7 har intervallet lingden
T
2k

efter k iterationer.

Halveringsmetodens fordelar

e konvergerar alltid
e ricker att f &r kontinuerlig
e far ett intervall dir roten ligger

e deterministisk i antal steg

och nackdelar
e kan ej generaliseras till system
e langsam

e kan vara svart att hitta p och n

“langsam men siker”
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Snabbare metoder: 16s ett svart problem genom att 16sa en
sekvens av enklare problem.
Linjdrisering, approximera f med en linjar funktion.

ny approximation

f(x)

Sekanten (den réta linjen) har ekvationen

oy = 1O 1@

varfér ¢ ges av

(x—a)+ f(a)

b—a  af(b)—bf(a)
F(b) = f(a)  f£(b) — f(a)

c=a— f(a)

Iterera: givet tva startvirden zo, z1

LTr—1 — Tk

kTR k=1,2,...
F(zr—1) — f(zr)

Try1 =z — f(xk)

Om f ar linjir ger detta nollstéllet i ett steg.
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Exempel: f(z) = z® — 2z — 5.

Sekant och halvering. x®-3x-5=0. [0, 3]

10° :

|xk—root|
&

0 10

20 30 40 50
iteration

Sekantmetoden konvergerar i en iteration om funktion #r linjir,
ett faktum som anviints i flera hundra ar.
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‘A discussion of sheep’ is a problem taken from Robert Record’s
“Grounde of Artes” (London, 15427).

There is supposed a lawe made that (for furtheryng of tyllage)
every man that doth kepe shepe, shall for every 10 shepe eare
and sowe one acre of grounde, and for his allowance in sheepe
pasture there is appointed for every 4 shepe one acre of pasture.
Nowe is there a ryche shepemaister whyche hath 7000 akers of
grounde, and would gladlye kepe as manye sheepe as he myght
by that statute. I demaunde howe many shepe shall he kepe?

Fyrste I suppose he maye kepe 500 shepe, and for them he shall
have in pasture, after the rate of 4 shepe to an acre, 125 akers,
and in earable grounde 50 acres that is 175 in all, but this errour
is to litell by 6825. Therefore I gesse agayn that he maye kepe
1000 shepe, that is in pasture 250 akers, and in tyllage 100 akers,
which maketh 350, that is to lytle by 6650.

These bothe erroures with theyr positions I sette downe as you
see, and multiply in crosse 6825 by 1000, and it maketh 6825000.
Then I multiply 6650 by 500, and it doth amount to 3325000,
which sum I do subtract out of the fyrst, & there remaineth
3500000, as the dividende. Also I doo subtract the lesser errour
out of the greater, and so remayneth 175, by which I divide the
said dividende, and the quotient will be 20000, so that I see that
by this rate he that hathe 7000 acres of ground may keepe 20000
shepe: & therby I conjecture that many menne may kepe so ma-
ny shepe: for many men (as the common talke is) have so many
acres of grounde.

The ’equals’ symbol =’ appears in Recorde’s book “The Whets-
tone of Witte” published in 1557. He justifies using two parallel
line segments “bicause noe 2 thynges can be moare equalle”.
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Problem 12, kapitel 7 i “Nio kapitel om matematik”.

(1 ctin = 75 chi)

Two rats gnawing towards each other

Jin y6u héng hou wu chi,

lidang shi dui chuan.
Da sha ri yT chi,
xido shii yi ri y7 chi,
Da sha ri zi bei,
xiao shu ri zi ban,

Wen

ji hé ri xiang féng,
ge chuang ji hé.
D& yue:

er ri shi ¢t fen ri zht ér.
Da shi chuan

Now let there be a wall of

thickness 5 chi,

two rats gnawing towards (each other).
The big rat gnaws on the first day 1 chi,
the small rat also on the first day 1 chi.
The big rat gnaws everyday twice itself,
The small rat gnaws everyday half itself.

Question:
(In) how many days (do they) meet,
how much has each one gnawn?

The answer says:
(Tn) 22 days.
The big rat has gnawn

san chi si cun shi gt fén cun zht shi ér,

xiao shu chuan

3 chi 4% cun,
the small rat has gnawn

y1 chi wi cun shi g1 fén cun zht wa.

Shui yue:

Jia ling ér ri,

bl zi wu cun.

Ling zhi san ri,

you yu san chi T ctin ban.

1 chi 1% cun.

The rule says:
Assuming 2 days,
the deficit is 5 cun.

Let it (be) 3 days,

there is 3 chi 7% cun in excess.
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Newtons metod

Kan approximera med tangenten i stéllet f6r med sekanten
(Newton-Raphson, 1690).

tangent

startpunkt, (a, f(a))

f(x)

/c ny approximation

Tangenten har ekvationen:
y=f(a) + f'(a)(z — a)

Nirz=cédry=0

cea_d@
f'(a)
Tterera
LTr+1 = Tk — f(mk)
F(zw)

Kriver endast ett startvirde, men maste ha derivatan.
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Exempel: Newtons eget exempel 23 — 2z — 5 = 0.
Iterationen blir

z2—2zk—5

Let+1 = T — 322 — 2

I bilden nedan har vi testat med de tva startvirdena o, = 0
respektive zo = 3.

Newton, sekant, halvering. X -2x-5=0. [0, 3]

| X, = root |

iteration

Startvirdet viktigt! (roten = 2.0946)

Hur skall vi karakterisera de olika konvergenshastigheterna?
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x —z*
Om f(z*) =0 och lim [ — 2|
k— o0 |zk —_ m“|"

= C konstant < oo

sa siger vi att metoden har konvergensordning r

eom r =1 och C < 1 sa har vi linjir konvergens

e om 7 > 1 si har vi superlinjir konvergens

e om r = 2 si har vi kvadratisk konvergens

Vad innebér r» = 1?7 Om x, ligger tillréckligt nir z* sa géller att:
|z1 — z*| = Clzg — z*|, |z2 — z*| = C|z1 — 2*| = C?|zp — 2|
Dvs. |zr — z*| = C*|zo — z*|

Exempel: |zx41 — ¢*| = C|zr — z*|". Antag att |zo — z*| = 0.1
och C = 0.1, d& &r |z — z*|:

linjar superlinjar kvadratisk
k r=1 r = 1.618 r=2
0 le-1 le-1 le-1
1 le-2 2e-3 le-3
2 le-3 6e—6 le-7
3 le-4 3e-10 le-15
4 le-5 5e-17 le-31

Normalt (nira ldsningen for sekant och Newton) &r:
e Halveringsmetoden linjir med C = 0.5.
e Sekantmetoden superlinjir med r = (1 + v/5)/2 ~ 1.618

e Newtons metod kvadratiskt konvergent (om enkelrot)
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Exempel: 16s med Newtons metod och halveringsmetoden
mm—a:O, a = 10"

Anviind det urusla startviirdet a ([0, a] fér halveringsmetoden).
Uruselt eftersom z* = 10.

Halveringsmetoden och Newton
10% ; ; :

|10 - xkl resp. |pos - neg|

=
o

0 50 100 150 200 250
iteration
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Konvergensordningen dr definierad som ett grinsvirde. Det kan
krévas manga steg innan x;, ligger sa nira =* att den kvadratiska
konvergensen sitter igang.

Om den kommer igang. Bade Newtons metod och
sekantmetoden kan divergera. “Snabba men osikra.”

Hybridmetoder: anvind “dyra” Newton dir det lonar sig och
en billig metod fér Svrigt.

Vilken metod &r billigare, Newton eller sekant?

Sekantmetoden kriver ett funktionsvérde i varje steg.
Newton kriver bade ett funktionsvirde och en derivata men
konvergerar snabbare (nira nollstillet).

Vi dr normalt inte intresserade av att minimera antalet
iterationer. Det viktiga dr det totala kortiden och
minnesbehovet.

e fa komplexa iterationer

e manga enkla iterationer
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Den metodoberoende feluppskattningen

Givet approximationen & och det exakta virdet z* hur skall vi
uppskatta |& — x*|?
Det vi kan berikna &r “residualen” f(&).

Medelvirdessatsen:
f(@) =f(=@") + (@& —2")f'(§), € ()
Antag att f’(£) &r kontinuerlig med M = min|f'(£)|, ¢ € [&,z*].

Om da M > 0 giller att:
| —z*| < |f(@)|/M

M kan vara noll. Tag f(z) = x? (s& nollan ir dubbelrot).
D4 #r bade f(0) = 0 och f/(0) = 0.

Exempel:
f(x)=1/x —1/10, & =11, f(&)=1/11-—1/10= —1/110,

[1/11—1/10]

, _ 2 P
F© =1/€, |8 et < P =11

f dr stringt avtagande med f(9) > 0 och f(11) < 0 varfér (9,11)
innehaller precis en rot. Beloppet av derivatan &r 1/z2 som &r
stringt avtagande. Det minsta virdet pa derivatan, i intervallet,
#r darfor 1/112.
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Avbrottskriterium

I sekantmetoden far vi inte en sekvens av intervall som innehaller
roten. Metoden kan ju till och med divergera. Sa, hur vet vi nir
vi skall avsluta iterationen? Vi har ett avbrottskriterium som
kontrollerar:

e k, for att undvika oéndliga loopar (divergens, eller for sma
toleranser)

® |z; —xx_1|, borde ga mot noll vid konvergens, men litet virde
kan betyda att det gar langsamt

® | f(xx)|, noll i 18sningen (tidnk ocksa pa |f(xx)|/M)

Forsta forsoket: avsluta om (V = eller):

k> mazit V |or—xp_a| <tol, V |f(xx)| < toly

maxit (max antal iterationer), tol, och toly ges av anvindaren.
Man kan givetvis kriva att |z, — zp—1| < tol, & |f(zx)| < toly.
Inte skalningsoberoende: 10°f(xz) = 0 borde helst fungera lika
bra som f(z) = 0. Motsvarande fér f(10°z) = 0. Toleranserna
maste skalas efter problemet.

Andra forsoket: avsluta om:

k > mazit V |z — xp_1| < tolg|zg| V

|f (k)| < tols|f(wo)]

Fungerar inte om z, = 0. Vi skulle kanske kunna uppskatta
derivatan for att fa nagot i stil med |z — z*| < |f(2)|/M.

Det ir inte enkelt att utforma ett sikert och effektivt
kriterium. Ett kriterium gar alltid att lura eftersom vi endast
kidnner funktionen (och kanske derivatan) i ett &ndligt antal
punkter. Det finns odndligt manga funktioner som gar genom
dessa punkter.
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Newton for system

Repetition av Taylors formel.

|:f(a+h,b+k):|:|:f(a’b):|+ T y + =
g(a+ h,b+k) g(a,b) P+ 20 |

8f(a,b) 9f(a,b
[f(a’ ) ] [ 3f?wb) af?yb) } [h} +
g(a,b) alet) da(ed) | |

Matrisen av partiella derivator kallas Jacobianen.

£ (a,b) af(a,b)
g 4 L2

Vi star i (zj,y;) och vill hitta korrektioner, (h,k), si att
f(zj + h,y; + k) = 0 och g(xz; + h,y; + k) = 0.

8f(zjw;) B5(zi i)

[0] _ |:f(mj+h7yj+k):| ~ [f(mj’yj)}+ ol =g [

0 g(zj + h,y; + k) g(zj, ;) olegu) 7‘99(2{!"”")
J(zj,y;5)

Om Jacobianen, J, idr ickesingulir kan vi fa de approximativa

korrektionerna:
h 1 [ (=5 95) ]
~ —J (zj,y;
IR CRRl o
Iterera!
ziv | _ (@] _ pag [f(zj,y]—) ]
[yj+1] {yj] (@5>9;) 9(zj» y;)
Jamfor med det skaldra fallet:
zjp1 = z; — f(x;)/f ()

Vi rdknar naturligtvis inte ut inversen utan l6ser systemet:

S 1] = - [ e8]
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z24+9y2—-2=0

E 1:
xempe! {my—%:ﬂ

f(my)=a’+y* -2

Vara funktioner dr alltsa: { 1
g(z,y) =zy — 5

Newtons metod blir:
-1
oal=[n]-0m) [Pt
Yj+1 Yj Yi xj TiY; — %

Om vi startar med xop = —3 och yo = 10 sa far vi foljande
approximationer:

—-3.0000e+00 -1.4121e+00 -5.4236e-01 -1.4188e-02
1.0000e+01 5.1264e+00 2.8033e+00 1.8081le+00

2.7380e-01 3.5877e-01 3.6597e-01 3.6603e-01
1.4593e+00 1.3733e+00 1.3661e+00 1.3660e+00

3.6603e-01 3.6603e-01 3.6603e-01
1.3660e+00 1.3660e+00 1.3660e+00

>> fel =
—-3.3660e+00 -1.778le+00 -9.0838e-01 -3.8021e-01
8.6340e+00 3.7603e+00 1.4373e+00 4.4208e-01

-9.2230e-02 -7.2583e-03 -5.1931le-05 -2.6966e-09
9.3297e-02 7.2586e-03 5.1931e-05 2.6966e-09
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Om man arbetar med stora system kan man inte ha variabler
x,Y, 2, W, ... utan vi far anvinda vektorer, analogt for
funktionerna.

Exemplet kan skrivas pa féljande vis. « och y far vara elementen
a1 respektive x, i vektorn (kolonnmatrisen) .

24+ zZ—-2=0
E]ﬂz-%:ﬂ

Var funktion, f, med tva komponenter ir:

{ fi(@y, @) = 2} + 2 — 2
Fo(21, ®2) = 122 — %

Normalt skriver vi bara f(z) = 0 dér f, « och 0 ir vektorer.
f &r alltsa en vektorvird funktion som beror av en vektor.

Newtons metod blir (notera placeringen av iterationsindex):

. . - . -1 - .
[z?“)} _ [m?)} _ [mg’) 2z§’)} [(zP))Z +(af)? -2

xgjﬂ) ng) w;j) ng) ng)ng) _ %

Allmént:
20+ = 20 — J=1(2@) f(2))

94

Dyrt och komplicerat att berikna J(x). Alternativ?
Modifierad Newton: Bersikna J(z)) da och da
(inte i varje iteration).

Modifierad Newton

10° + . . ]

.
X —X.
1% x|

-10

5 10 15 20 25 30 35 40
iteration

Differensapproximation av J; slipper berikna de n? derivatorna
explicit. Om f &r given via en algoritm kanske det inte &r mojligt
att berdkna derivatorna. Vilj ett lampligt tal § (se 6vning):

f(z+ de;) = f(x) +dJTe;

eller
L F@+8e) — §(@)
T

J
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Fixpunkter och lite teori

Upprepade tryckningar pa cos-knappen. Tre olika startvirden.

-5.0000e+00 0 2.0000e+01
2.8366e-01 1.0000e+00 4.0808e-01
9.6004e-01 5.4030e-01 9.1788e-01
5.7349e-01 8.5755e-01 6.0750e-01
8.4001e-01 6.5429e-01 8.2108e-01
6.6745e-01 7.9348e-01 6.8143e-01
7.8540e-01 7.0137e-01 7.7667e-01
7.0711le-01 7.6396e-01 7.1325e-01
7.6025e-01 7.2210e-01 7.5624e-01
7.2467e-01 7.5042e-01 7.2742e-01
7.4872e-01 7.3140e-01 7.4689%e-01
7.3256e-01 7.4424e-01 7.3380e-01
7.4346e-01 7.3560e-01 7.4263e-01
7.3613e-01 7.4143e-01 7.3669%e-01
7.4107e-01 7.3751e-01 7.4070e-01
7.3774e-01 7.4015e-01 7.3800e-01
7.3999%e-01 7.3837e-01 7.3982e-01
7.3848e-01 7.3957e-01 7.3859e-01
7.3949e-01 7.3876e-01 7.3942e-01
7.388le-01 7.3930e-01 7.3886e-01

Sa, i varje kolumn har vi cos(cos(cos(cos(. .. cos(zg) .. .)))).
Detta kan skrivas pa formen zj1 = cos xg.

e Iterationen verkar konvergera
e Gor den alltid det?
e Hur snabbt konvergerar det?

e Kan vi anviinda detta till nagot?
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Om vi far konvergens giller, i vart exempel, att = cosz, dvs.
grinsvirdet dr 16sningen till en ekvation.

>> [x, cos(x), x - cos(x)]
ans = 7.3909e-01 7.3909e-01 0

LAt oss trycka x2-knappen istillet. Vi noterar forst att om zo < 0
sa dr alla efterfoljande virden ickenegativa. Det ricker att
studera ickenegativa virden med andra ord.

Tre olika saker kan intriffa:

1.om 0 < zp < 1, sd konvergerar virdena mot 0.
T.ex. 0.1,0.01,0.0001, ...

2. £y = 1 medfor att vi stannar i ett
3. g > 1 medfor att z; — oo

Punkten ett &r “repulsiv” i den meningen att oavsett hur nira vi
startar ett (om vi inte startar precis i ettan) si st6ts vi dirifran.

Nollan “attraherar”. Om |zo| < 1 sa konvergerar foljden mot
noll.

Vi kommer att studera iterationer av typen zy; = g(zx)
(inte enbart “knapptryckningsfunktioner”).

Om z;, konvergerar, x; — x*, giller att z* = g(z*).

Vi kallar g fixpunktsiteration och z* fixpunkt.

Startar vi i en fixpunkt far vi tillbaks den.

Vi har tva syften med de f6ljande sidorna:

e givet en ekvation, f(z) = 0, hitta en fixpunktsiteration, g,
som har en attraktiv fixpunkt, z*, sidan att f(z*) = 0.

e vi vill forsta vilka egenskaper hos g som ger konvergens
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Newtons metod dr en speciell fixpunktsiteration, ty

Tpy1 = Tk — M, Trt1 = g(zx) med g(z) =z — f(@)
F'(zx) f'(x)
Om Newtons metod konvergerar mot x* giller i grinsen att
e f@)
f'(z*)

dvs f(z*) = 0. S fixpunkten r en 18sning till vart problem.
Nér konvergerar en fixpunktsiteration?
Dvs om det existerar z* si att «* = g(z*), niir giller att

lim |z —ax*| =07
k—oo0

Idé: konvergens medfor att felet, |z, — x*|, minskar dvs.
|Zk41 — *| < |zp — z*|, sd 1at oss studera felet.

Tpr1 —x* =g(zg) —* =g(z* + a2 — x*) —z* =
9(z") + (zx — ©*)g' (6x) — «* = g'(6k) (zx — 2*), Ok € (T 37)
Sa,
[Zks1 — 27| = 19'(0n)| |ai — 2

Ett steg till:

*l_

[zkt2 — @ = 19’ Ors1)| |Thr1 — 2*] = 19" (6k41)| 19" (6k)| |y — 2
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Alltsa:
|z — 27| = 19'(6x—1)| - -~ |g'(61)] 19’ (B0)| o — 27|

Sa om det finns ett tal, A, dir alla |¢’(6x)] < X < 1 far vi
konvergens.
|2k — 2% < N|zo — 2|

Foljande villkor garanterar konvergens:
e x, tillrdckligt nira =*
e g kontinuerligt deriverbar med |g'(z*)| < 1
Den andra punkten medf6r att det existerar ett intervall,

I = [z* — §,z* + 4] sddant att |¢'(z)| < A <1,z € I.

Om vi ser till att starta tillrickligt ndra z*, sa stannar alla xy
kvar i intervallet. Detta medfor att alla 6, € I.

Forsta steget: Om xg € I sa giller att 6y € I, varfor |g'(6p)] < A
vilket medfor att x; € I. Induktion!

Normalt linjir konvergens; ju mindre |g’(z*)| desto snabbare
konvergens:
|zt — ¥

e O
Newton?
oo
m
g@)=1-— (@) = @) (@) _ 0, om z* enkelrot

(f'(z*))?
Innebir (minst) kvadratisk konvergens (inte att det konvergerar
i ett steg).
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Nagra exempel:

g(x) = x? har vi redan analyserat. 41 = g(zi) eller w1 = x2.
Fixpunkter? g(z*) = z* eller (z*)2 = z* s z* = 0 eller z* = 1.
Konvergens? g’(z) = 2z och g'(0) = 0 sa béttre &n linjir
konvergens g’(1) = 2 divergens.

2o =10"",2; = 1072, 2, = 1074,.. ..

g(z) = z/2. Fixpunkter: z* = z*/2 s * = 0. Konvergens?
g'(z*) = 1/2. Linjir konvergens: o = 1,z1 = 1/2,22 = 1/4,....

g(x) = cosz. Fixpunkter: z* = cosz* sa z* =~ 0.739.
Konvergens? g’(z*) = —sinz* och | — sinz*| = 0.674 < 1
sa linjir konvergens.

Lés 22 — 2 = 0. Vi kan ju anviinda Newtons metod, men 14t
oss testa med omskrivningen [z? — 2]/a + = =  och tag

g(x) = [z — 2]/ + z. Fixpunkterna dr rétterna till ekvationen.
Konvergens? g’(z) = 2z/a+ 1. Tar vi t.ex. o = —3 sa far vi riitt
snabb konvergens ty |g'(v/2)| = | — 2v/2/3 + 1| = 0.05719.

> x = 1; for k=1:9, x(k+l)=x(k)-(x(k)"2 - 2) / 3; end

>> d = x - sqrt(2) % editerat

d = -4.1e-01 -8.0e-02 -6.8e-03 —4.0e-04 -2.3e-05
-1.3e-06 -7.5e-08 -4.3e-09 -2.4e-10 -1l.4e-11

>> abs(d(2:end) ./ d(l:end-1))

ans = 1.9526e-01 8.4151e-02 5.9460e-02 5.7326e-02
5.7199e-02 5.7191e-02 5.719le-02 5.7191le-02
5.7192e-02
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Interpolation

Exempel:
Gymnasiet pad “den gamla goda tiden”, riknesticka och tabeller.

Vi vill berdkna +/1.245 och har en tabell 6ver
y = v/t dir t = 0,0.01,0.02, .. .,9.99,10.00.
y-virdena #r givna med fem siffror.

Mer realistiskt, nu foér tiden, vore en tabell, ti,yr, k = 1,...,n,
d&r vi av nagon anledning inte kan berikna y(t) for alla ¢
(méttekniska problem, gamla data).

Hur ska vi gi tillviga. I min skoltabell fanns réda tal mellan
y-virdena, differenser, for att underlitta linjir interpolation

t Y

1.22 1.104545

1.23 1.1091 4
1.24 1.1136.5
1.25 1.118044
1.26 1.1225,5

1.27 1.1269,4
44 i 1.1180,, ska tolkas som 10%(1.1180 — 1.1136). S&

1.245 — 1.24

V1.245 =~ 1.1136+
1.25 — 1.24

0.0044 = 1.1158, fel ~ —4.3.107¢

Andra tillimpningar som nyttjar interpolation dr kvadratur
(integration), 16sning av randviirdesproblem, férenkling av
funktioner, hiirledning av metoder (t.ex. sekantmetoden).
Allmént har vi (tx,yx), k=1,...,mmed t; < t2 < -+- < t, och
vill hitta en funktion (polynom i denna kurs), p, s att

p(tk) = yk, k = 1,...,m. Ibland ligger man dessutom krav pa
derivator, sk Hermite-interpolation.
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Lat oss anta att det finns en bakomliggande funktion, f,
(i exemplet Ve ) som vi vill interpolera. Denna funktion ir inte
alltid kind.

Vi kinner y;,y2 som &dr approximationer av f i tva punkter
t1 < ta, y1 = f(t1) + 61 samt yo = f(t2) + d2 och vi vill
approximera f(t) dir t; < t < ta.

Vi bestimmer nu interpolationspolynomet, p, som uppfyller
interpolationsvillkoren: p(t;) = y; samt p(t2) = y,. Tva villkor
bestimmer en konstant- eller en linjir funktion sa vi krédver att
p har grad < 1. Ansétt p(t) = x1+ x2t, vilket ger f6ljande linjéra
ekvationssystem:
{ T1 + Tats = Y1 { 1 = (t2y1 — t1y2)/(t2 — t1)
1+ xats = Yo z2 = (y2 — y1)/(t2 — 1)
sa att
by1 —tiy2 | Y2 — Y1 Y2 — Y1
t) = t= t—t
p(t) b +t2—t1 Y1+ ( 1)152_t1
Observera att den andra omskrivningen direkt svarar mot
tabellrikningen. Felet p(t) — f(t) kan skrivas enligt:

)f(ta) — f(t) + 62— 6y

P(6) — F(2) = () +61+ (¢~ 1 re) =
Flta) + (= tl)w—ﬂt) ot (t— tl)‘:2 _fl
2 — U1 S—

ps(t) ps(t)
Lat oss infora de tva polynomen py och ps; sddana att

Pr(t1) = f(t1), pr(t2) = f(t2) resp. ps(t1) = 01, ps(tz) = d2. DA
&r tydligen p = py + ps. Detta kan man direkt se fran det linjira
ekvationssystemet, 16sningen x beror ju linjirt pa hogerledet.

p(t) — () = ps(t) + ps(t) — F(t) = ps(t) — F() + Ps(?)
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De tva delarna i felet kan tolkas som fsljer: ps(t) — f(t) anger
hur vél py approximerar funktionsvirdena om de hade varit
utan fel. ps(t) svarar mot felet i tabellviirden.

Lit oss nu uppskatta felet e(t) = f(t) — ps(t) (denna hirledning
kan ritt enkelt generaliseras till polynom av hégre gradtal). Vi
antar att t # t1,t2 ty e(t1) = e(t2) = 0. Infor
—t —t
(z—t)(z —t) e(t)
(t—t)(t—t2)
dir vi betraktar ¢ som en fix punkt, g beror alltsa av z. Det giller
att g(¢t;) = g(t2) = 0 och dessutom #r g(t) = 0. g har alltsa tre
distinkta nollstiillen varfér, enligt medelvéirdessatsen, g’(z) har
tva distinkta nollstéllen. g”(z) har alltsi ett nollstélle, kalla det
0 € (t,t1,t2) (det minsta intervall som innehaller t,tq,t2). Vi
deriverar nu g (med avseende pa z) och far (ty grad py < 1):
2 e(t 2 e(t
N Y0 (1
(t—ta)(t — 1) (t —t1)(t — t2)
Eftersom g”(6) = 0 kan vi 18sa ut e(t) och far
_ 1"
T2

9(z) = e(2) —

= (=) -

e(t)

(t—t)(t —t2)

Antag att vi tar med fler punkter och interpolerar med ett
polynom av hégre gradtal. Kommer felet i approximationen att
minska?

Vi kan férst se pa den allménna satsen: Om p; interpolerar f
fér de n t-virdena t; < t2 < ... < t, sa giller att
F(6)

n!

F(@#) —ps(t) =

dar 6 € (t, t1,tay.eey t").

(t—t)(t—ta) -+ (t —tn)

n! ser lovande ut, men resten #r inte si litt att bedéma (6 kinner
vi inte t.ex.), s vi ser pa vart exempel i stillet.
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I exemplet kommer inte felet att minska eftersom det ser ut som:

p(t) — F(t) = ps(t) — F(2) + ps(t)

s& #ven om vi kan gora ps(t) — f(t) mindre, s kommer p;(t), som
svarar mot avrundningsfelet i tabellvirdena, att vara tdmligen
konstant, 105 — 1075,

Situationen #ndras om tabellvirdena hade givits med mindre
fel, anta att §; = 6 = 0. I exemplet hade da felet i approxima-
tionen varit 10~® med tva punkter (vart férstagradspolynom),
~ 10~® med tre punkter (andragradspolynom), ~ 107° med
fyra punkter och =~ 10~!2 med fem punkter.

Observera att felet beror pa hur t-punkterna ligger relativt den
punkt dir vi vill approximera f. I exemplet har jag lagt
punkterna symmetriskt kring detta virde.

Sa det kan I6na sig att h6ja gradtalet forutsatt att tabellvirdena
inte dr behiftade med for stora fel. Polynom av héga gradtal &r
dock inte sa ldtthanterliga, mer om detta senare.

Kan vi anvéinda polynomet f8r att extrapolera (ga utfor [t1,t,])?
Vi vet att |p(t)] — oo nir |t| — oo (om inte p &r konstant), sa
det kan vara vanskligt. Polynom kan vixa snabbt!

Hur passar minstakvadratanpassning in i detta sammanhang?
Antag att vi anpassar mer én tva (i, yx)-punkter till ett forsta-
gradspolynom. Kommer vi da att fa en bittre approximation av
det sokta virdet? Knappast. I bilden nedan har jag anpassat sex
punkter, t;, = 12.2 : 0.1 : 12.7, (“exakta” y-vérden) till poly-
nom av grader 1-5 (niir graden &r fem har vi interpolation). Den
lodrita axeln visar |pr(t) — f(t),k = 1,...,5 (grad px = k).
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MinKva med 6 punkter och grad 1-5

| fel |

12.2 12.3 12.4 12.5 12.6 12.7

Vi noterar att felet 8kar utanfér intervallet (extrapolation).
Dipparna i felen svarar mot att polynomen interpolerar f i
vissa punkter. I det sista fallet kriver vi detta, i de 6vriga fallen
“rakar” det bli sa. Approximationen ligger knappast helt pa ena
sidan om f eftersom felen kan minskas om approximationen skir
f. Vikan alltsa notera att minstakvadrapolynomet p; svarar mot
ett interpolationspolynom av grad ett. p; interpolerar dock inte
f indgot av tj-virdena.

Varfér anvinder man da minstakvadratanpassning?
Problemstéllningen ér ofta en annan. Modellen och antalet para-
metrar dr givna och man vill fa en sa siker bestimning av para-
metrarna som mdojligt. I polynomapproximationen ovan éndrade
vi antalet punkter och dirmed dndrades &ven antalet parametrar
(koefficienter i polynomet).
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Skulle man t.ex. ha tva parametrar och endast anvinda tva
métpunkter si fir man en mycket osiiker bestimning av
parametrarna.

Det finns en annan typ av approximation dir vi anvinder poly-
nom men inte kriver interpolation. Sig att vi vill approximera
sint (anviinds av olika programsprak, Java, Fortran, C/C++
etc.). P4 en Sundator dr approximationskoden skriven i C (och
atkomlig via www) och den kompilerade koden finns i libm-
biblioteket.

Forst gér man argumentreduktion, man reducerar t si att det
ligger i ett litet intervall kring origo (sin &r ju periodisk). Ju
kortare intervall man har desto enklare blir det att
approximera.

Man kan ocksa utnyttja att sin &r udda. Det visar sig (se min
FAQ pa www) att det ricker att approximera sint,t € [0, 7/4].

P& detta intervall anviinder man ett polynom, av grad 13, och
med enbart udda potenser. Koefficienterna, xy, dr valda sa att
sin ¢ 2 4 6 8 10 12
max | —— — (1 + z1® + @at? + 23t° + 24t° + 258" + 26t"?)
o<t<w/4| t
minimeras, ett sk minimax-problem. Man vill alltsd minimera
den maximala relativa avvikelsen.

Till skillnad fran Taylorutveckling férs6ker man sprida ut felet
over hela intervallet. Taylorutvecklingar har ett litet fel i den
punkt dir man gor utvecklingen. For att fa ett litet fel 6ver hela
intervallet maste man da ta med onoédigt manga termer.
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Nagra sétt att bestimma interpolationspolynomet

Det star polynomet i bestimd form, detta pga att det alltid
existerar och #r entydigt.

Interpolationsproblemet: hitta ett polynom p med grad hégst
n — 1 sddant att p(tx) = Yk, k = 1,...,n, dir alla (tx,yr) dr
givna och t; <ty < -+ < tp.

Lat oss anta att existensen dr given och studera entydigheten.
Antag att det finns ett annat polynom, g, av grad < n — 1 som
interpolerar data. Det giller da att p(tx)—q(tx) = 0,k =1,...,n,
vilket séger att polynomet p — g av grad < n — 1 har n distinkta
nollstillen. p — ¢ maste dérfér vara nollpolynomet och p = q.

Polynomet behgver inte alltid ha grad n — 1. Om vi t.ex. viljer
punkterna y; = t2,k = 1,...,10 sa klarar vi oss med p(t) = t>
fastéin n = 10.

Nu till existensen. Den gar att bevisa pa flera olika s#tt. Vi kom-
mer att anviinda ett konstruktivt bevis. Antag att vi har n = 3
punkter. Hér foljer interpolationspolynomet pa Lagranges form:

(t—t)(t—ts) ~ (E—t)(t—ts)  (t—t)(t—t)

p(t) =m (t1 — ta)(ts — ta) | y2(t2 —ti)(ta—ts) ' vs (ts — t1)(t3 — t2)
En férdel med denna form pa polynomet &r att det dr litt att
stilla upp och den kan vara anvindbar vid teoretiskt arbete.
Formen ldmpar sig dock inte sa vil fér numeriska berdkningar
(ménga operationer). Det finns ocksa risk for under- overflow
om man inte ténker sig for.
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Ett annat siitt att konstruera polynomet dr att sétta upp ett
ekvationssystem som vid gjorde i det linjira fallet. Sa vi ansétter
p(t) =1+ zot + x3t2. Interpolationsvillkoren ger da problemet:

1t t2 T Y1
1ty t2 T | = | Yo
1 t3 t2 3 Y3

I linjdralgebrakursen brukar man visa att en sadan matris, en
Vandermonde-matris, dr ickesingulir om alla ¢t-virdena dr
distinkta.

Detta system ir lidtt att formulera men relativt dyrt att 16sa
(kubisk kostnad) men det finns snabbare metoder som utnyttjar
matrisens speciella utseende. Det &r dock billigt och stabilt att
berékna p(t). Man anvéinder normalt Horners metod f6r detta.

Exempel med n = 4:

1 + $2t + $3t2 + :134t3 =T + t((E2 + t(IE;; + t(E4))

Detta skrivs lampligen i en loop, men har jag anviint sekventiell
kod: p = x4, p = @3 + tp, p = T2+ tp, p = x1 + tp. Detta kriver
n — 1 + respektive *.

Man kan se Vandermonde-hirledningen som ett speciallfall av
féljande. Vi ansitter

P(t) = 11(t) + @202(t) + -+ + Tn10n—1(t) + Tndn(t)
¢ kallas basfunktion och i Vandermonde-matrisen anvinde vi

or(t) = th1.

Ett problem med Vandermondematriser dr att de kan bli
illakonditionerade.
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Exempel: Antag att n = 4 och tag t-virdena 0.1,0.2,0.3,0.4.
Matrisen kan da skrivas:

1071 10~2 103
107t 4.1072 8-.1073
21071 9.1072 27.1072
.10~ 16-10"2 641073

o e
=W N

Konditionstalet &r ~ 2 - 10%. Anledningen till det stora kondi-
tionstalet &r att basfunktionerna liknar varandra (kolonnerna
blir niistan linjért beroende).

Ett sétt att fa ner konditionstalet dr att anvinda andra
basfunktioner. Lat oss ta bokens forslag.

t— (ts + t,,)/2>’“‘1

(tn - tl)/z

Pu(t) = (

Den transformerade variabeln ligger i intervallet [—1,1]:

et (titt)/2

= (t _ tl)/2 S 1’ te [tlvtn}

Denna transformation leder till det nya konditionstalet =~ 8
i vart exempel.

Det finns ytterligare en vanlig framstillning av interpolations-
polynomet, néimligen Newtons form. Den &r en kompromiss
mellan de tva tidigare. Det &r relativt billigt bade att konstruera
polynomet och att sedan evaluera det. Dessutom dr mdjligt att
ldgga till nya punkter utan att bérja om med polynomberikningen.
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Den allminna formen #r;
P(t) = @rt@a(t—t1)+as(t—t1) (E—t2)+- - -+xn(t—t1)(E—t2) - - - (E—tn_1)
Lat oss se pa specialfallet nir n = 3.

p(t) =1 + x2(t — t1) + z3(t — t1)(t — t2)

Vi far det undertriangulira ekvationssystemet:

1 0 0 E3 Y1
1 ta—t 0 T2 | = | Y2
1ts—t1 (B3—t)(ts—t2) | [ 23 Y3

som ju dr enkelt att 16sa (framatsubstitution). Vi ser ocksa att
det gar att ligga till en punkt (en rad underst i matrisen) och
vi behdver inte 16sa systemet fran bérjan.

Exempel: Finn p som interpolerar (1,1), (2,4) samt (3,11).

1) Vandermondes form. Vi ansétter p(t) = @1 + xat + x3t?.

1117 [z 1
124 |zx| =1 4
139]|as 11

som har 16sning =z = [2, —3, 2]T varfor p(t) = 2 — 3t + 2t? eller
p(t) = 2t2 — 3t + 2.

2) Lagranges form:
C=2(-3) | ¢-1DE-3) _ (¢-1)(t-2)
PO=1na-9 T e-ne-9 T - nE-2)
Forenklar vi detta uttryck far vi (givetvis) p(t) = 2t2 — 3t + 2.

3) Newtons form: p(t) = @1 + x2(t — 1) + x3(t — 1)(t — 2). Los:

1 0 0 @ 1
12-1 0 | = 4
13-13-1)(3-2)] |as 11

sd att ¢ = [1,3,2]T varfér p(t) = 1+ 3(t — 1) + 2(t — 1)(¢t — 2)
som ocksa kan férenklas till p(t) = 2t — 3t + 2.
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Problem med interpolation

I f6ljande exempel interpolerar p(t), f(t) = et i nio punkter.

Interpolation ave
1.2 T : . . .

Det stimmer inte bra och det dr stora fel i intervallets &#ndar.
For vissa funktioner accentueras detta fenomen (Runges feno-
men) nir vi 6kar antalet punkter (p behover inte alltid konver-
gera mot f utan felet kan 6ka med 6kande antal punkter).

Det dr inte ovanligt att polynom av hdgt gradtal sviinger
kraftigt nir man anvinder ekvidistant interpolation (samma
avstand mellan tx-viirdena).

Vi kan férs6ka att “halla nere” polynomet i &ndarna genom att
ligga punkterna titare dir. Hir har jag ocksa anvént nio punk-
ter, men de ligger tdtare mot intervallets indpunkter. Polynomet
svinger avsevirt mindre.
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Interpolation ave ~

Vad ir ett bra siitt att vilja punkterna (om vi far vilja)? Lat
oss studera felets utseende igen (vi kan tinka oss exakta data,
sd att py = p):

F(8)

n!

@) —p(t) =

dir 6 € (t,t1,t2,--.,t,). Antag att |f(™(8)] < M for alla
6 € (tyt1yt2y...,t,). Vi har da

(t—t)(t—t2) -+ (t —tn)

M
IF(#) —p®)] < 3 1(E = t1)(E = t2) - -+ (= tn)]
Lat oss specialstudera funktionen (t — t;)(t — t2) - -+ (t — t,)/n!.

Den viixer snabbt utanfér [t1,t,]. I bilden pa nista sida r n = 4
och sedan 11. Extrapolation &r farligt.
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(t-1)(t-2)(t-3)(t-4)/4

25 T

151

0.51

05 1 1 1 1 1 1
-1 0 1 2 3 4 5 6

Den kan vara orolig inom intervallet ocksa:

(t - 1)(t - 2) Mt - 10)(t — 11) / 11!

0.011
0.008
0.006
0.0041
0.002f

-0.002f
-0.004[
-0.006
-0.008[

-0.01f
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Den heldragna kurvan, i andra bilden pa féregaende sida,
svarar mot ekvidistanta punkter den streckade (béttre)
utnyttjar Chebyshevpunkterna. Dessa punkter har egenskapen
att géra det maximala virdet av [(t — t1)(¢t — t2)---(t — t,)| s&
litet som mdjligt.

Sats:
_max, [t —t1)(t —t2) - (t — tn)|
minimeras da
2k — 1)m
ty = — cos [!} , k=1,2,...,n
2n

Det maximala vérdet pa |(t —t1)(t —t2) - - - (¢t —t,,)| 4r d& 1/2"71.

Nar t ligger i ett annat intervall, [, 3] sig far vi gora en linjir
avbildning av Chebyshevpunkterna till detta intervall. Vi ser att

B—a a+ B
2 [_1’ 1]+ 2

sa de transformerade Chebyshevpunkterna blir

B—a [(Zk—l)w] a+pf
— cos —+
2 2n 2

= [, B

I bland &r det &nda problem. Det kan ténka sig att M,
begriinsningen av |f(™(0)| ej existerar. Exempel: f(t) = v/t pa
intervallet [0,3]. Redan f/(0) dr ju obegrinsad, man siger att
derivatan har en singularitet. I vissa fall visar sig singulariteten
forst i hogre derivator (ex f(t) = t%/2).

Pa nista sida visas felet vid interpolation av vt,t € [0,3] for
dkande n. Chebyshevpunkter ger obetydligt bittre resultat.
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Interpolation av sqrt(t). Iogm|p(t) - sqri(t)|

Hir inzoomat:

Interpolation av sqrt(t). log,g[p(t) - sart()]

-0.1 0 0.1 0.2 03 0.4
t

Anledningen till att det inte konvergerar vid ¢ = 0 #r att /% dir
har lodrit tangent, nagot ett polynom aldrig kan ha.
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Om en funktion har n 4+ 1 antal kontinuerliga derivator sa kan
den utvecklas i en Taylorutveckling:

f'(a) f"(a)

F(t) = f(a)+T(t_a)+T

£ (a)

n!

(t—a)’+-- -+ (t—a)™+R(t)
dir resttermen R(t) = c(¢)(t — a)"*', ¢ € (a,t) och |c(¢)| &r
uppat begrinsad. Detta innebér att en sddan funktion (som har
Taylorutveckling) liknar ett polynom pa ett tillriickligt litet
intervall.

Om inte alla f®)(a) = 0,k =0,...,n kan vi géra R(t)
godtyckligt liten jimfort med resten av Taylorutvecklingen,
genom att ta |[t—a| tillréickligt litet. Pa ett stort intervall behéver
inte funktionen likna ett polynom.

v/t har ingen Taylorutveckling kring @ = 0. Déremot har ju
v/t en utveckling kring alla @ > 0 och det &r inga problem att
approximera funktionen f6ér positiva t.

Man kan naturligtvis approximera med annat #n polynom.
Exempel: Approximera f(t) = (sint —1)/(cost — 1) kring ¢t = 0.
Problem, i detta fall har ju f (inte bara derivatorna) en
singularitet. Kan anvéinda rationell approximation (Padé).

sint —1 12 — 12t +t2 +¢3

R, Rt)= L e

cost—1 612 120
S4a for t ~ 0 och med r(t) = (12 — 12t + t2 + t3)/(6t?):
f@&)—r@®)| _|R@®)| _
F@) 1 lfm) T 240
Ett annat alternativ dr att anviinda en generaliserad potensserie:

f(t)_2 2+1+t+t2 + t3 + t4 +
T8 ¢t 6 6 120 360 3024
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Splinefunktioner

Polynom av héga gradtal dr svarhanterliga men har samtidigt
lokalt goda approximationsegenskaper. Dessutom &r ju polynom
“trevliga” funktioner. Enkla att beskriva, lagra, berikna, inte-
grera, derivera etc. Sa en vanlig kompromiss &r styckvisa
polynom av laga gradtal. Man behéller polynomens enkelhet
men slipper sviingningarna.

Y, 1 -TTes
Y3 + )
Y, 1

t1 l2 l3

I bilden ovan &r den heldragna linjen ett polynom och den
streckade ett annat. Heldragen plus streckad kurva tillsammans
utgdr dock inte (nédvindigtvis) ett polynom.

Def: En interpolerande splinefunktion av grad j dr en funktion
som interpolerar (tx,yx),k = 1,...,n och som bestdr av
styckvisa polynom, pa intervallen [tq,t2], [t2, t3], ...

Dessutom #r splinefunktionen j — 1 ganger kontinuerligt
deriverbar i knutpunkterna (dvs. i (&, yx))-

Det &r inga problem med kontinuiteten av derivatorna av varje
enskilt polynom (i varje delintervall).
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Om j = 1 sa har vi ingen kontinuerlig derivata utan bara
kontinuitet hos splinefunktionen.
Delpolynomen har hégst grad ett.

Om j = 2 sa dr delpolynomen (hogst) andragradspolynom.
Splinefunktionen dr kontinuerlig och &r kontinuerligt
deriverbar (férstaderivatan dr kontinuerlig).

Det vanligaste dr dock j = 3, kubiska splines, dir
delpolynomen &r kubiska (hdgst) och splinefunktionen #r
kontinuerlig liksom dess forsta- och andraderivator.

Lat oss se varfor detta verkar vara mdjligt att astadkomma och
varfor man inte kan kriva kontinuerlig tredjederivata.

En kubisk spline kan skrivas pi(t) = axt® + bit? + cxt + di, pa
intervallet [ty,tr41]. Antag att vi har n stycken t-viirden. Detta
ger n — 1 intervall (lika minga polynom), si antalet obestimda
koefficienter dr 4(n — 1). Hur manga villkor har vi?

Interpolationskravet ger 2(n— 1) villkor (ty varje polynom maéste
interpolera 2 knutpunkter). Detta ger oss kontinuiteten gratis.

Kontinuerlig férstaderivata ger n — 2 villkor (inre punkter) och
lika manga fér andraderivatan. S summa 2(n—1)4+n—2+4n—2 =
4n — 6 villkor.

Det innebéar att vi saknar tva villkor som maste bestimmas pa
nagot sitt. Hir dr nigra vanliga tilliggsvillkor

(s &r splinefunktionen):

8"(t1) = §"(tn) = 0 sk naturliga splines (minimerar fttl"(s”(t))2 dt)

s'(t1) = f'(t1) och §'(t,) = f'(t,) komplett spline
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§'(t1) = §'(t,) samt s”(t;) = s”(t,) periodisk forsta- och
andraderivata (kanske rimligt med y; = y,, i detta fall).

pi(t) = p2(t),t € [ti,t3] och ppa(t) = pa_i(t),t € [tn-2,ta],
not-a-knot; medfér att s” kontinuerlig i ¢ = ¢ och t = t,_4).
Det &r alltsa ett tredjegradspolynom i [t1,t3] (och ett (annat) i
[tn—27 tn])-

Om vi atervénder till e **-exemplet har vi inget problem att géra
en bra approximation med kubiska splines. Jag har ritat felet
snarare én de tva kurvorna, eftersom de ligger sa nira varandra.

:
) Interpolation av e™*
10 "mr T T T T T T

Is)-e™|

Om f® #r begrinsad (6ver intervallet) sa konvergerar spline-
funktionen mot f med hastigheten max; hj.
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Kvadratur - numerisk integration

Vill berikna: f: f(z) dz. Inte alltid méjligt att uttrycka en
primitiv funktion i elementiira funktioner (inte alltid bekvimt
heller).

Grundidé: approximera f(z) med en funktion p(z) som har bra
approximationsegenskaper, och som &r enkel att beridkna och
integrera.

Enkelt exempel: vi vill approximera fol e~ dz.

Facit: ) e " dz = 0.74682413281.

Approximera f(z) med en linjir funktion, p(z) = 1+ (e72—1)z.

Kvadraturexempel

0.9r ~

0.81 AN

0.7 RS

0.6 S

0.5F ~

0.4

0.3 i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fran bilden framgar att var approximation maste vara ritt dalig,
0.68394. Lat oss dela upp integrationsintervallet i tva
delintervall, [0, 0.5],[0.5,1] och approximera med en linjéir
funktion pa varje delintervall:
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Kvadraturexempel

0.9 NG

0.8f g T

0.7} >

0.6 >

05¢ hN

0.4

0.3 i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Den andra halvan borde stimma ritt bra, absoluta felet &r

= 0.001. Det ir fortfarande ritt stort fel i det viinstra intervallet.
Approximationen av integralen dr nu: 0.73137. Vi kan fortsitta
med att halvera intervallen, men det verkar lite bortkastat att
fortséitta med hoégra halvan. Vi vill ha en adaptiv metod som
forsoker anpassa sig till felet.

Fran bilden ser man att approximationen kommer att
konvergera mot det exakta virdet (om vi bortser
fran avrundningsfel).

Ett annat alternativ dr att approximera med ett polynom av
hogre gradtal. Om vi integrerar interpolationspolynomet, av grad
fyra, som interpolerar e for ¢ = 0,0.25,0.5,0.72, 1 blir felet i
integralen ~ 10~°.
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Mer om Trapetsmetoden

Trapetsmetoden: approximation av f med ett linjért
interpolationspolynom pa varje delintervall. P4 intervallet [a, b]
approximerar vi integralen med arean av en parallelltrapets (dirav
namnet):

b h
[ (@) dz = J(f(@)+ 10D, h=b-a
Vi delar nu in [a, b] i n—1 lika langa delintervall (en del férfattare
bérjar med x):
zy,=a+ (k—1)h, k=1,...,n, h=(b—a)/(n—1)

sa att ; = a och x,, = b.
Beteckna den approximation vi far med T,,(f). Den blir:

% [(f(@1) + f(@2)) + (F(@2) + f(@3)) + -« - + (F(@na) + fl2n))] =

h @'*’f(wa)+f(ws)+...+f(wn_1)+@

Go6r man ovanstaende i vart exempel verkar felet ha
utseendet ch?. Kan man bevisa det?

Fran interpolationsteorin vet vi att:
.f”(om)
f(z) — p(z) = —  (@—a)(z—b),

med ett intervall. Alltsa

[ 1@ o= [ v da= [T~ a)o - ) ao =

(6 _(b—a)® (&)
2 12 ’

6, € (a, b)

/E(a:—a)(z—b) do = ¢ € (a,b)
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Detta foljer av integralkalkylens medelvirdessats ((x — a)(xz — b)
byter inte tecken pa [a,b]). I det allminna fallet, med n — 1,
intervall far vi summera felen:

2 124

[ 1@ dety( = -3 @ T E) L BS pe,)

Om vi antar att f” &r kontinuerlig si antar f” min/max pa [a, b]
sa att
1 n—1
. " < " < "
i f"(2) < —— :; (&) < max, ()

sd att (en kontinuerlig funktion antar mellanliggande virden):
1 n—1
" — "
w6 =11
Alltsa:

_Rn-1f"€) _ _(b—a)h?’f(§)
12 12

b
[ #(@) da-T.() = , €€ la,b]

ty h(n — 1) =b — a.

Sa4 om andraderivatan #r begrénsad i [a,b] och om vi riknar
exakt giller att T,,(f) — f:f(z) dx, n — oo.

Observera att om man inte vet nigot om hur f” ser ut kan
man inte garantera konvergens.

Det ar enkelt att lura avbrottskriteriet i kvadraturprogram. Det
enda vi kinner &r ju (zg, f(zr)),k = 1,...,n men det finns
odindligt manga funktioner som interpolerar dessa punkter (med
olika viirden pa integralen).

Detta &r ett allméint berikningsproblem (éndliga punktmingder
fran odindliga punktmingder).
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Newton-Cotes-kvadratur

Man kan generalisera trapetsmetoden. Att integrera interpola-
tionspolynom ger Newton-Cotes metoder. Man skiljer mellan
oppna metoder dir dndpunkterna ej dr med resp. slutna, dir
dndpunkterna tas med.

Enklaste metoden &r mittpunktsmetoden (rektangelmetoden)
dir vi approximerar f(z) med f((zr + ®ky1)/2) i intervallet
[®ky Tk+1]- S& om vi bara ser pa intervallet [a,b] s har vi
approximationen:

[ 1@ de~ 0= ars (“3*)

Vi har tittat pa trapetsmetoden dir man anvinder en linjir
approximation. Anvinder man en kvadratisk approximation far
man Simpsons formel:

a

[ 1@ e @) +ar (C50) 4 1)

Om man hirleder felen for de sammansatta metoderna (mer #n
ett intervall) har mittpunktsmetoden felet

(b—a)h?f"(£)/24

vilket lustigt nog dr mindre &n fér trapetsmetoden som ju har
hogre ordning pa polynomet.

Dessutom har bade mittpunkts- och trapetsmetod

polynomiellt gradtal ett (exakt fér alla polynom upp till och
med grad ett). Detta beror pa att vi inte primiirt dr intressera-
de av att approximera f (da dr normalt en allmin linjir funktion
bittre &n en konstant) utan att vi vill approximera en integral.

En linjir approximation av t.ex. f(z) = & 6ver [—1, 1] ger felet
noll och en exakt integral. Approximationen av samma funktion
med f(0) = 0 ger stora fel i funktionsanpassningen men en
exakt integral pga att approximationsfelen i integralen precis tar
ut varandra.
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Simpsons formel, som ocksd har ett udda antal punkter (jimn
grad pa polynomet), har felet (b — a)h*f(4(€£)/180 som ocksa
uppvisar mindre fel &n férst férviintat (tre punkter ger h* och

£9).
Allmént kan en kvadraturmetod skrivas
b n
[ #@) do =Y wit(an
a k=1
wy, kallas vikter och x; abscissor.

Hur ser Simpsons formel ut pa mer &n ett intervall? Dela in
[a,b] i sex lika langa delintervall dir vi anvinder metoden pé:
[@1, z3], [x3, @s] Och [@s, z7].

/Ijzf(m) d$+/1:5f((1)) dz-{-/xjf(m) da =~

T3 — I

e {f(ml) +4f <

T+ a3
2
@) + f(ws)] +

2 fen) + 47 (BE) + o)

L;mﬂ = x5 etc. och h = 41 — T} si att approximationen blir:

)+ 1] +
o [f(ava) +af (

% [f (1) + 4f (w2) + 2f (w3) + 4f (4) + 2f (25) + 4f (w6) + f(7)]

eftersom &ndpunkterna i delintervallen sammanfaller parvis.
Testar man detta pa f(z) = e~=" och kréver ett absolut fel
< 1.2-107° tar trapetsmetoden 7150 funktionsevalueringar,

mittpunktsmetoden 5055 och Simpsons formel 52. Matlabs quad1l,
som #r adaptiv, tar 18.
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Det spelar alltsa stor roll vilken metod man anvinder och
h™-faktorn &r mycket viktig. Foér att exemplifiera, lat oss anta
att vi har en uppsittning metoder med feltermer:

e (b—a) K™ f(€)

dér c dr en konstant och m ett postivt heltal som varierar mellan

metoderna. h = 1/(n — 1) som vanligt. Om f(™)(¢) &r konstant

(inte sannolikt) kan felet skrivas Ch™ fér en annan konstant C.

For att feltermen skall bli = 7, en given tolerans, krivs alltsa:
1 1

n=x W’ n o« =y

Med 7 = 102 och C = 1 sa far vi denna tabell:

Ch™ = T,

Om nagon av f:s lidgre derivator har en singularitet i [a, b] kan
dock metoderna konvergera avseviirt langsammare.

Exempel:
Trapetsmetoden pa f(z) = 2?, 0 < p < 1, [a,b] = [0,1].

Vi kan ej anvinda feluppskattningen pa hela intervallet eftersom
f’ och f” har en singularitet i nollan. Vi kan dock rékna ut
skillnaden mellan integral och approximation fér € [0, h]:

/"m,, de PO+ RT_ (A-p) 4y,

0 2 2(1+p)

Man skulle kunna anvéinda feluppskattningen pa [h,1] fér att
visa konvergens (felet gar mot noll niir h — 0), men det blir ett
vildigt svagt resultat.
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Anvénder man uppskattningen pa [h, 2h], [2h,3h] etc. far man
ett bra resultat som visar att felet uppfor sig som h'*P.

Det férvintar man sig dven for de 6vriga metoderna. Antag att
feltermen over det forsta intervallet (som innehaller nollan) har
utseendet ch™t1f(™)(¢) dir ¢ dr en konstant och € > 0 #r en
multipel av h, £ = ph sig (f). Med var funktion si blir

ch™ 1 M (£) = ey (u)h™F*hP~™ = ¢;(p)h P

fér ndgon annan konstant ¢; som beror av p. Denna konstant &r
givetvis viktig, s detta resonemang visar bara hur vi férvintar
oss att beroendet av h #ndras. Vi fir alltsd bara h'*? som kan
kriva manga funktionsberikningar (enligt var tabell).

Tar vi p = 0.3 med samma tolerans som i féregdende
exempel, s kridver Simpson inte 52 funktionsberikningar
utan 1 697 157.

Problemet dr visentligen av samma slag som nér vi
interpolerade /% kring ¢ > 0.

Vad kan man goéra? I enkla fall kan man kanske byta
parametrisering av f och betrakta  som funktion av y (givet-
vis férutsatt att f~! existerar lokalt) och sedan integrera i y-led
(lite mer fixande krévs for att fa ritt integral).

y = /z 6vergdr da i triviala £ = y?. Man kan skaffa sig ett
interpolationspolynom genom att anpassa x-virden till y-virden
(sk invers interpolation).

(1) Pa varje intervall [§, k], & > 0 giller feluppskattningen.
Under svaga villkor pa f och metod kan skillnaden mellan
integralen &ver [0, §] och metoden begrinsas av konstant - 4,
vilket gor att feltermen bestéimmer utseendet pa felet.
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Adaptivitet

Normalt vill vi inte ha ekvidistanta punkter, utan vi vill att
metoden automatiskt ska anpassa sig efter funktionens utseende
och anviinda titare med punkter dir sa behsvs. Vi behéver da
en uppskattning av felet.

Att direkt uppskatta feltermen gér man normalt inte.

En vanlig metod &r att rdkna ut resultatet med tva metoder (en
med mindre fel) och jimfora resultaten. Kostnaden bér vara som
for en metod. Man kan ocksa anvinda samma metod men med
olika antal punkter.

I boken anviinds den senare varianten med trapetsmetoden
(Simpson, eller béttre, dr vanligare). Hir fljer en genomgang. Vi
bérjar med intervallet [a,b], riknar ut trapetsapproximationen
med tva punkter. Vi liigger sedan till mittpunkten, m = (a+b)/2
och riknar ut en ny approximation, nu med tre punkter.
Observera att detta kréver ett nytt funktionsviirde, f(m).

Vi fortsiitter nu si rekursivt pa intervallen [a,m] och [m,b].
Nir felet 6ver ett intervall &r tillrdckligt halverar vi inte detta
intervall vidare.

Antag att vi har kommit ner till ett delintervall av lingd h.
Approximationerna kan skrivas (I dr det exakta virdet
av integralen &ver detta delintervall)

I=T, — h¥f"(€)/12 resp. I =Ty, —h(h/2)*f"(6)/12

Antag att ¢ = —f"(€) = —f"(0) (behdver inte vara sant).
Da giller

0= T, — Ty2 + ch®(1 — 1/4) /12 = Ty, — Ty, )2 + 3ch®/(4 - 12)
Men felet i Ty, &r ju ch(h/2)?/12. Alltsd

T2 — Th

IzTh/2+ 3
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Sa hir kan det se ut (med riitt stor tolerans):

En rekursiv trapetsmetod. Skalad |f’(x)| ——, f(x) —.

1.2F 1

0.6H : B . g

0.41 : . : 4

.

A

]

T

0 1 2 3 4 5 6 7

o

Man kan notera att formeln ovan dven ger upphov till en ny
metod. Om vi lidgger till feluppskattningen far vi

I = (4T, — Tr)/3

och bakom denna formel doéljer sig Simpsons formel.

Man kan betrakta hirledningen vi har gjort som ett specialfall
av sk Richardsonextrapolation.
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Man kan visa att det existerar en serieutveckling av felet

(/bf(m) dx :)I:Th+a1h2+a2h4+a3h6+---
Vi halverar nu h och far
I =Ty2 + a1h*/4 + a2h*/16 + a3h®/64 + - - -
Genom att kombinera de tva uttrycken kan vi bli av med
h?-termen (och dirmed minska felet):
4I — I = 4T, — Th + (4a1h*/4 — a1h®) + (4a2h*/16 — axh*) +-- -

sa att
I= 4Th/2 - Th _ a2h4
- 3 4
Detta kan man nu upprepa (med T}/4) for att bli av med
h*-termen. Denna process (upprepad Richardsonextrapolation)
kallas Rombergkvadratur.

Richardsonextrapolation kan anvindas nirhelst man har en
utveckling av felet. Exempel, approximation av derivata.

F@+h) = f@) _ 13RO @) () & 1k 0 (a)

h ﬁg k! ho fl(msz:; k!
sa att
pay = TEXWZT@ gy n @y 6
(@) = TEEEZTE 2y g0 2 (270
och
’ _‘)f(w+h/2)—f(:c)_f(w+h)—f(:v)L " .
£ = 2T G
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Gausskvadratur

Antag att vi vill beridkna f: f(z) dz och tillats gora

tre funktionsberikningar, f(z;), f(z2) samt f(x;).

Om vi viljer ¢; = a, 3 = (a + b)/2 samt x; = b sd kommer
Simpsons formel att vara optimal nir det giller polynomiellt
gradtal. Dvs om vi vill att metoden ska vara exakt fé6r polynom
av grad 0,1,...,m fér sa stort m som mdjligt sd &r Simpsons
metod det bista valet (m = 3).

Det visar sig dock att vi kan fa stérre m genom att vilja
andra xg-virden. Detta dr kdrnan i Gausskvadratur, att vilja
bade xi-virden och vikter for att maximera m.

Lat oss ta intervallet [—1, 1]. Vi ska nu vélja @1, 22, 3 samt vikter
w1, W2, w3 sa att

1
/ z* de =w1:c’1“+w2m’2°+w3m§,k =0,1,...,m
-1
for maximalt m. Integralens virde blir 0 om k &r udda och
2/(k + 1) annars. Vi far f6ljande ickelinjira ekvationssystem att
16sa:

2 = wq + w2 + w3 k=0
0 = w1y =+ WoTo =+ w33 k=1
2/3 = wiz? + wyxl + wizi k=2
0 = wizd+ wszd+wsz} k=3
2/5 = wiri + wozy + wiz; k=4
0 = wizd+wsal+wszl k=5

Det verkar inte rimligt att ta med en ekvation till. Vi har ju
343 = 6 obekanta och vi kan da kanske satisfiera sex ekvationer.
For att 16sa systemet kan man anvinda “brute force”, men det
verkar rimligt att punkterna méaste uppvisa viss symmetri. Vi
antar silunda att x; < 3 < 3 med 2 = 0 och x; = —a3.
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Detta val leder (k = 1) till att w; = w; och satisfiering av fallen
k = 3,5. Kvarstar di ekvationerna 2 = 2w; + w», 2/3 = 2w1z§
samt 2/5 = 2w;z}. Vi far &y = —/3/5 och w; = 5/9. Metoden
blir alltsa:

/_llf(z) dz =~ gf (—\/3%) + gf (0) + gf (\/%)

Man ser att metoden inte &r exakt for m = 6 sa det
polynomiella gradtalet &r 5 (det var 3 for Simpsons metod).
Eftersom integration dr en linjir operation sa dr metoden exakt
for alla polynom av grad hogst 5.

For en Gausskvadraturformel har vi gradtalet 2n — 1 med n
punkter. Vi har dock offrat i enkelhet. Hirledningen kan dock
forenklas (man anviinder teorin for ortogonala polynom och kan
blanda in egenvérdesproblem for tridiagonala matriser).

En annan nackdel dr att virdena maste skrivas in i ett
program (stora tabeller). Det allvarligaste problemet &r dock att
man inte kan ateranvinda funktionsvirden nir man gor
adaptiva metoder.

Det finns dock varianter, Gauss-Kronrodkvadratur dir man har
en kompromiss mellan optimaliteten i Gausskvadratur och
kravet pa ateranvindning av funktionsvirden, se boken.

Hur ser var metod ut pa intervallet [a, b], f: f(z) dz?

Sitt z = aw + B dir o = (b— a)/2 och B = (a + b)/2.
z € [a,b] =& z € [—1,1]. dz = a dz. Alltsa:

b 1 3
[ 1) dz= [ faw+p)a do =Y (aw)f(am+H)
a -1 k=1
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Ordin#ra differentialekvationer
Vi kommer enbart att studera begynnelsevirdesproblem, t.ex.
y'(t) =t* +siny(t), 3<t<10, y(3)=4

Derivatan, y'(t), &r tagen med avseende pa t (“tiden”).

3 < t < 10 anger det intervall dir vi vill berikna 16sningen
(approximativt). y(3) = 4 &r ett begynnelsevirde som anger y:s
virde, 4, vid tiden ¢ = 3. Normalt (i Svningar och anteckningar)
skriver vi aldrig ut ¢, i y(t). Vi struntar fiven i intervallet (tiden
i begynnelsevirdet dr vinster &ndpunkt, och Du far anta nagot
lampligt slutvirde). Problemet kan da formuleras:

Yy =t +siny, y(3)=4
Normalt vill vi studera ett generellt problem, vi skriver:
Y = f(ty), y(t) =m0

S&, i exemplet ovan dr f(t,y) = t?> + sin y. Begynnelsetiden &r tp
(3 i exemplet) och y vid detta virde #r y, (4 i exemplet). Bade
to och yo maste vara kinda.

Lésningsmetoderna genererar approximationer till 16sningen for

en uppsittning tidpunkter: (¢o, o), (t1, Y1), (E25Y2)s -+ (tnsYn),
dér t,, dr slut-tiden och y;. = y(ti).

Yi dr en approximation av l6sningen vid
tiden ¢ = t;. Det exakta viirdet #r y(t).

Senare kommer system av ekvationer. Sddana behdovs for att vi
skall kunna 16sa problem som innehéaller hégre derivator, t.ex.

y” =t+2y"+ (¥')> +siny, y(0)=2, y'(0)=-3, y”"(0)=4

133

Exempel: lat oss studera problemet: y’ = 1. Detta &r inget be-
gynnelsevirdesproblem (eftersom vi saknar y(tp) = yo). Ett pro-
blem av detta slag har normalt oéindligt manga l6sningar, i detta
fall y(t) =t + ¢ dér c dr ett godtycklig reellt tal. Nir vi ger ett
begynnelsevirde viljer vi ut en av alla dessa o#ndligt manga
18sningar. y(3) = 4 ger oss l8sningen y(t) =t + 1.

Med grafiska verktyg kan vi skaffa oss en bild om 16sningsméingden
dven for problemet y' = f(t,y). Lat oss géra detta for problemet
y' = sin(ty).

I bilden nedan har jag skapat ett gitter i (en begrénsad del av)
(t,y)-planet. I varje gitterpunkt har jag avsatt en pil vars rikt-
ning 6verensstimmer med derivatan av den 16sningskurva som
gar genom punkten. Detta &r enkelt eftersom y’' = f(¢,y), sd
derivatan &r f(t,y).
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I n#sta bild har jag ritat i tva 18sningskurvor (jag har gett tva
begynnelsevirden).
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Det finns begynnelsevirdesproblem som saknar, eller har
flera 16sningar. Det kan ocksa vara si att y(t) inte existerar for
alla t > to.
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Foregaende bild antyder en enkel 16sningsmetod. Vi startar i
(to, yo) (som vi kiinner). Vi tar sedan ett litet steg utmed tan-
genten till 16sningen (tangenten kan vi berikna med hjilp av

f(t,y))-

(ty Yo)

Antag att vi stegar med fix steglingd, h, i t sa att:
tl =t0+h, t2 =t1 +h, t;} =t2+h,.... Allméant tk =t0+kh.

Vi far Eulers metod:

Yre+1 = Yk + hf(trsyr)s k=0,1,2,...

eller utskrivet

Y1 = Yo+ hf(to, Yo), Y2 = Y1+ hf(t1,¥1), ys = y2 + hf(t2,42), - - -
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Exempel: y’ =sin(ty), y(—1)=1.
Sa tg = —1, yo = 1 och f(t,y) = sin(ty).

Om h = 0.1 far vi approximationerna:

Y1 = Yo + hf(to; Yo) = Yo + hsin(toyo) =
1+0.1sin(—1-1) = 0.9159

Y2 = y1 + hf(t, y1) = y1 + hsin(tiy1) =
0.9159 + 0.1 sin(—0.9 - 0.9159) =~ 0.8425

ys = Y2 + hf(t2, y2) = ya2 + hsin(tay2) =
0.8425 + 0.1sin(—0.8 - 0.8425) = 0.7801 osv.

h=0.125,0.25,0.5,1

137

Alternativa hirledningar av Eulers metod

Taylorutveckling:

y(tx +h) = y(t) + b y'(t) + h; Y (k) + -
Nu &r y'(tx) = f(tk, y(tx)) och tg11 =t + h sa att:
Y(te+1) = y(te) + h f(te, y(te))
Vi approximerar nu yi = y(tx), Yr+1 = Y(tr+1) och far:

Yrt+1 = Yk + kb f(tr, Y)

Nu till en hérledning som anvénder kvadratur (integration).

(tesn) = u(te) = | ") dt = / " p k() dt

k k

Vi approximerar nu integralen med arean av en rektangel;
T+
t —y(te) = t t)) dt = (i —t t t
Y(trt1) — y(tr) /tk F(ty(®) ( k+1h &) f(tes y(tx))
Sa:
Yrr1 = Y+ b F(trs Yr)
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Felkillor

e trunkeringsfel; i Eulers metod trunkerar vi
Taylorutvecklingen (approximerar med tangenten)

e avrundningsfel; normalt inte sa viktigt

Lokalt fel: felet som uppstar i ett steg nir man
betraktar startpunkten, (tx—1,yr—1), som exakt.
Programvara forséker begrinsa detta fel.

Globalt fel: felet mellan approximativ och exakt 16sning,
yr — y(tx)

Lokalt och globalt fel
6 .

5.5r 1

1.5F 1
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Ordning

Olika metoder har olika ordning: en metod har ordning p om det
lokala felet #r av storleksordningen hP*! nir h — 0. Vi skriver
O(hP*1).

Vilken ordning har Eulers metod?

Antag att vi star i punkten (tx—1,yx—1). Vad blir felet i niista
steg forutsatt att (tx_1,yr—1) betraktas som exakt?

Lat oss titta pa det speciella problemet y’' = Ay, y(0) = yo.
Eulers metod ger, som vanligt, approximationerna yg, y1, Y2, . . -.

Den exakta 18sningen som gir genom (tx_1,Ykx—1) betecknar vi
med z(t) och den ldser foljande problem:
Z =Xz, z(te-1) = Yr1

Dvs.
2(t) = eXt—t)y, |

sa ndr t = t; &r

2(t) = SO lDy, = My

Eulers metod ger:
Yk = Ye—1 + hf (tk—1, Yk—1) = (1 + Ah)yp—1
Det lokala felet blir:

Yk — z(tk) = (1 =+ )\h)yk_l — e’\hyk_l =
(Ah)? (Ah)?
|:l+)\h— |:l+)\h+T+...:|:| Yp—1 = — [T—i—..] Yk—1

som dr O(h?), si Eulers metod har ordning ett (4r en forsta
ordningens metod).
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Nu till det globala felet, y — y(tx), dér y(t) dr den exakta
I8sningen till ¥’ = Ay, y(0) = yo och y; &r approximationen av
y(te).
Tydligen &r
y(tr) = eMyo och y = (14 Ah)*y,,
Varfor?
Y1 = Yo + hAyo = (1 + hA)yo-
Y2 = y1 + hAys = (1 + hA)y: = (1 + hX)2y, etc.
Eftersom t;, = kh, far vi féljande uttryck fér det globala felet:

yr — y(tr) = (1 + Ah)kyo — eMiyg = (1 + Ah)Fyo — eMhy, =

k(k—1) ) (kXh)?
1+k,\h+T(,\h) + .o yo— |1+ kAR + 5 +...y
—k 2 1.5 1.,
7(Ah) Yot ... =N (hk)y0h+...=—§)\tkyoh+...

Sa det globala felet uppfér sig som h.
Tumregel: det globala felet dr O(h?).

Vi tappar alltsd en potens mellan lokalt och globalt fel.
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0 =

Vi kan férstka skapa metoder av hégre ordning, t.ex. genom att
anvinda tidigare punkter; en sa kallad flerstegsmetod.

T.ex. h
Yk = Ykt o [3F (tky yi) — F(th—15Yr—1)]

som har ordning tva.
For att starta metoden kan vi ta ett Euler-steg.

En annan metod av andra ordningen &r Heuns metod:

h
Yr+1 = Yr + 5 [f(tesyr) + F(tx + hyyr + A S (trs yr))]

Detta ir en enstegsmetod.

Fel i Euler och Heun.y' =y, h=0.1
0
10 T T T

-2
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System av ekvationer

u(3) = 2
u® =" — 2w +u? —t+1, u'(3) = -1
u”"(3)= 0
Infér nya funktioner
Y1 =u
Y=u = ya=1y;
ys=u" = ys =y}
Vi far
Y=Y yi(3) = 2
Yy =Ys ’ ¥2(3) = -1
Yy =ys—2tya +yi —t+1 y3(3)= 0

Detta problem kan fortfarande skrivas, y' = f(t,y), om vi inf6r
vektorerna y och f, dvs.

y1(t)
y2(t)
ya(t)

y(t) =

Y2 2
.f(t7y): Ys
ys— 2ty +yf —t+1 0

y® =
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Alla metoder vi har sett kan enkelt generaliseras till systemfallet.
Skalira y; byts mot vektorn y*). f(tx,yx) gar 6ver i f(tx,y®).
Tiden t; och steglingden h dr fortfarande skaldrer.

Eulers metod fér exemplet ovan blir, med ¢, = 3, h = 0.1:

2
yO=| -1, ¥ =9y +hf(to,y?)
Dvs.
T ©
el " va
v | = |u) | +h| W »
1 0 0 0 0

il B ol = 2ty + (47) —to+1

197 [ 2 -1

~1| = |[-1]|+01]0

o8] | o 0-2-3(-1)+22-3+1
Oosv.
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Problemets stabilitet

Hur #ndras 16sningen vid sma dndringar i problemet?

I f6ljande bild visas hur l8sningen (till y' = sin(ty)) varierar
med y(to). y(to) = 0.89,0.90 respektive 0.91.

Om lésningskurvorna gar ihop eller gar isiir avgors av det
lokala utseendet pa riktningsféltet.
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En l6sning &r stabil om tva 16sningar kan fas att ligga godtyckligt
nira varandra (f6r t > ;) givet att vi stor tillriickligt lite.
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I nedanstdende bild har jag 16st y' = Ay + s(t), for ett positivt
och ett negativt virde pa A.
s(t) dr en liten stérning som intréffar omkring ¢t = 1.

Den exakta Iosningen till ¥’ = Ay dr y(t) = e y(0).

y' =Ay + storning
6 .

Vi ser att storningen ddmpas ut nir A < 0.

Om A dr komplext med negativ realdel sa &r
differentialekvationen stabil; felen ddmpas ut.
Om realdelen &r positiv &r differentialekvationen instabil.

Detta kan generaliseras till ickelinjira problem och
system av sadana.
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Adaptivitet

De flesta ODE-lésare dr adaptiva, dvs. de férséker att anpassa
steglingden sa att det lokala felet underskrider en tolerans given
av programmets anviindare.

I vissa fall bestar programmet av en familj av metoder av olika
ordning. Programmet kan da &ven variera ordningen.

I figuren nedan har jag 16st ett problem med ode45 (den hel-
dragna l6sningen) och ode23, med stor tolerans, (ringarna).

Adaptivitet: y' = exp(3 sin t) sin(5t)
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Styva problem och 18sarens stabilitet

Det #r vanligt med si kallade styva problem (stiff).
Dessa uppkommer t.ex. nir man har snabba transienter.

Om vi anviinder en vanlig ode-lésare pa ett styvt problem tving-
as l6saren ta mycket korta steg for bibehalla stabiliteten.

Det visar sig att vi kan lira oss mycket om metoders stabilitet
genom att studera den skalira testekvationen, y' = Ay, y(0) = 1.
Normalt har vi dock styva system (och inte skaliira ekvationer).

Antag att A < 0, den exakta l6sningen ir da avtagande.
For vilka h ger Eulers metod y; — 0 da k — oco?

Yk+1 = Yk + b (te, Yk) = Y + hAYr = (1 4+ hA)ys
sa att

v = (1+ hA)k

Nir giller att y, — 07 Jo da:

1+hAl <1
dvs, om A € R (och A < 0),

0< h|A| <2

Antag nu att A dr ett mycket negativt tal, sig A = —20000.
For att vi 6verhuvudtaget skall fa en 16sning som gar mot noll
maste h < 1/10000.

Vi noterar att e’ = €mnaen om t = (10g €mach) /A =~ 2 - 1073 i
vart exempel.
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Vad skall vi géra? Losningen #r implicita metoder.

Bakat-Euler:
Yit1 = Yi + A (brr1s Yrt1)
Stabilitet? Testa pa y' = Ay

Yk+1 = Yk + AAYr41

sa att
Yrs1 = (1 — hA) Ty
och
yu=1-hrN)" ty yo=1

Nar ar |[(1 — hA)7!| < 17 Antag A < 0 (reellt)
da ar [(1 — hA)7Y| < 1 for alla h > 0!

Detta innebér givetvis inte att vi kan ta godtyckligt langa steg.

Tar vi for langa steg blir felet for stort.

Implicita metoder har den nackdelen att vi maste 16sa en
(normalt ickelinjéir) ekvation f6r att bestimma yj.

I en explicit metod, som Eulers metod, ér detta inte
noédvindigt.

Det finns mer komplicerade implicita metoder, t.ex.
4 1 2h
Ykt1 — Uk + Yk = ?f(tk+17 Yk+1)

som &r ett exempel pa en flerstegsmetod.
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Ett exempel:

e 2?/2)/6] » 30 = [_ul)]

Ett styvt problem
10 T T

-2 i i i i 1

Med Matlabs ode23 (en Runge-Kutta-16sare ordning 2 och 3)
krivs 11989 steg for att 16sa problemet di e = 0.0002. Toleran-
serna #r relativt 1073 och absolut 1075,

Matlabs ode23s (s for stiff) 16ser problemet i 192 steg. 140 av
dessa steg tas for t < 0.01.
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Andra problemklasser

Tvapunkts randvirdesproblem:

Yy =F(t9,9), cy(a) + By’ (a) =7, c2y(d) + B2y’ (b) =2

Egenvirdesproblem (vibrerande string):
(pY) +Apy =0

y(a) = y(b) = 0, fixerade indpunkter
y'(a) = y'(b) = 0, fria indpunkter
y(a) = y(b), y'(a) = y'(b), periodiska randvillkor.

Ickelinjiirt egenvérdesproblem (bifurkationsproblem).
Knickning, roterande kedja, Taylor-Couette.
" Ay

V't e

= 0 samt randvillkor

Tidsfordrojningsproblem (delay equations)
Yt)=y®) —yt-1)+...

Inkubationstid; dndlig utbredningshastighet...

Differentialalgebraiska problem: differentialekvation med
algebraiska “bivillkor”.
Specialfall, implicita problem: g(t,y)y’ = f(t,y).
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