I numerisk analys har man dessutom varianter av en
faktorisering beroende pa matrisens egenskaper.
Detta for att spara datorminne och berdkningstid.

Nagra exempel for LU-faktoriseringen.

Om A ir symmetrisk, AT = A, si behdvs halva minnet och
berikningstiden. Om A dessutom ir positivt definit (positiva
egenvirden) kan man férenkla metoden ytterligare.

Det finns motsvarande varianter om matrisen &r komplex.
e AH = A, A ir Hermitsk (A¥ = AT)
e AT = A, A #r komplexsymmetrisk

Manga element i en matris kan vara noll, en gles matris. Detta
kan man utnyttja fér att spara minne och berikningstid. Det &r
viktigt eftersom glesa matriser brukar vara stora, med en dimen-
sion om 10* — 10° kanske. Ett specialfall av en gles matris &r en
sk bandmatris, hiir tvad sma exempel:

cococ X X
o o X X X
o X X X X
X X X X ©
X X X oo
cococ X X
o o X X X
o X X X o
X X X oo
X X oo o

Den hégra matrisen &r ett exempel pa en sk tridiagonal matris.
Den kan vara osymmetrisk, symmetrisk, symmetrisk positivt
definit, Hermitsk, komplexsymmetrisk etc. Dessutom brukar det
finnas stéd for enkel- och dubbel precision liksom fér komplex
och dubbel komplex.

Man inser att det kan bli ménga varianter av LU-faktoriseringen
(manga olika rutiner i programbiblioteken, t.ex. Lapack).
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LU-faktorisering

Now [let] there be

hemp 1 dou, wheat 3 dou, beans 2 dou, peas 8 dou, millet 5 dou,
worth 95 coins.

hemp 2 dou, wheat 5 dou, beans 3 déu, peas 9 déu, millet 4 dou,
worth 112 coins;

hemp 3 dou, wheat 5 dou, beans 7 déu, peas 6 dou, millet 4 dou,
worth 116 coins;

hemp 7 dou, wheat 6 dou, beans 4 déu, peas 5 déu, millet 3 dou,
worth 128 coins;

hemp 9 dou, wheat 7 dou, beans 3 doéu, peas 2 déu, millet 5 dou,
worth 140 coins;

Question: how much is 1 déu [of each] worth?

The answer says:
hemp 1 déu 7 coins,
wheat 1 dou 4 coins,
beans 1 dou 3 coins,
peas 1 dou 5 coins,
millet 1 déu 6 coins.

En dou = 2 liter.

Detta exempel dr himtat ur kapitel 8 i den cirka 2000 ar gamla
boken “The Nine Chapters on the Mathematical Art (Jiuzhang
Suanshu)” Boken behandlar 246 problem i 9 kapitel. Boken &r
den mest betydelsefulla kinesiska matematiska klassikern.

13285]|[h 95
25394 |w 112
35764 |86 |=]|116
76453 |p 128
97325 |m 140
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T Matlab:

> x=A\b

X =
7.0000
4.0000
3.0000
5.0000
6.0000

Kineserna utnyttjar det som vi kallar Gausselimination (= 1800).
Kombinera rader sa att vi till slut har en triangulir matris.

(13285 95 | 1 3 2 8 5 95 |
25394 112 0 -1 -1 -7 —6 —78
35764 |z=|116|<|0 -4 1 —18 —11 |z = | —169
76453 128 0 —15 —10 —51 —32 —537
97325 140 0 —20 —15 —70 —40 —715

(1 3 2 8 5 [ o5 1 3 2 8 5 95 |
0 -1 -1 -7 —6 —78 0-1-1-7 —6 —78
0 0 5 10 13|z=| 143 |&<|0 0 5 10 13 |z =| 143
0 0 5 54 58 633 0 0 0 44 45 490
0 0 5 70 80 845 0 0 0 60 67 702

1 3 2 8 5] [z 95
0 -1 -1 -7 —6| | a» —78
0 0 5 10 13| |23 = 143
0 0 0 44 45| | a4 490
0 0 0 0 2| |as 372/11

Vi l6ser det trianguléra problemet med sa kallad bakatsubstitution:

x5 = (372/11)/(62/11) = 6

x4 = (490 — 45z;)/44 =5

z3 = (143 — 1024 — 1325)/5 = 3

@y = (—78 — (~1)zs — (~T)zs — (~6)w5)/(~1) = 4
z1 = (95 — 3xy — 223 — 8xy — Hw5) /1 =17
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Kan formulera eliminationen som en serie
matrismultiplikationer.

1 0000 13285 1 3 2 8 5

—21000 25394 0o -1 -1 -7 —6

-30100 35764 =|0 —4 1 —18 —11

70010 76453 0 —15 —10 —51 —32

—-90001 97325 0 —20 —15 —70 —40
L A

Elementen —L¢(2 : 5,1) (dvs. 2,3,7,9) kallas multiplikatorer.

1 0 ooo][1 3 2 8 5 1 3 2 8
01 000|f|0 -1 -1 -7 —6 0 -1 -1 -7
0 -4100[|]0 -4 1-18-11|=|0 0 5 10
0-15010]||0—15 —10 —51 —32 0 0 5 54
0-20001||0—20—15 —70 —40 0 0 5 70
L2
[10 0 00][1 3 2 8 5] 1 3 2 8 5|
01 0 00| [0 -1-1-7—6 0-1-1-7 —6
001 00|/|0 0 510 13|=|0 0 5 10 13
00-110||0 0 5 54 58 0 0 0 44 45
00-101||0 0 5 70 80 0 0 0 60 67
L3
(100 0 0][1 3 2 8 5] 1 3 2 8 5|
010 0 0|0 —-1-1-7—6 0-1-1-7 —6
001 0o0||0o o 5 10 13[=[0 o 5 10 13
000 1 0||0 0 0 44 45 0 0 0 44 45
[0005F1|]|0 0 0 60 67 0 o 0 0o &
Ly U

Vi far
L,L;L.L.A=U
eller
A = (LyL3L,Ly)"'U
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Vi noterar (se dvningarna):
e L; dr inverterbar

e L;! ser nistan ut som L

-1

1000 1000
o100 _|o 1 00
0al10| ~|[0—-a1lo0
0801 0-B801

e det dr enkelt att multiplicera Li-matriser:

Om vi sammanstiller allt detta far vi med andra ord

13285 10000|[1 3 2 8 5

25394 21000((0-1-1-7-6

35764(=|34 1000 0 5 10 13

76453 7151 10((0 0 0 44 45

97325 92013 1(|o o o o &
A U

—1,-17;-1,-1
Ll L2 Lﬂ L4

Detta kallas LU-uppdelning. L &r undertriangulidr och U
dvertriangulir.

Ll = For att konstruera L plockar vi alltsd in multiplikatorerna fran
de olika L; pa respektive plats i L.
1 0 0 0
2 1 0 0 Vad ir det f6ér fordel med detta jamfért med vanlig GE (Gausseli-
3 0 1 0 mination)? Svar: enklare att hantera vid teoretiskt arbete. Gor
4 0 0 1 det mdjligt att 16sa problem av typen Az = by dir bgy;
L2 = beror av z;. (Om alla hégerleden ir kinda pa en ging kan
givetvis vanlig GE utnyttjas).
1 0 0 0
0 1 0 0 Sa normalt 16ses Az = b i de tre stegen
g ig ; 2 1. berdkna L och U sa att A = LU
for att 16sa LUx = b infor vi beteckningen z = Uz och far
>> L1*L2 da problemet Lz = b
1 ] 0 0 2. 16s Lz = b (framatsubstitution)
2 1 0 0 3. 18s Uz = z (bakatsubstitution)
3 20 1 0
4 30 0 1 Framatsubstitution gar till pA samma vis som bakatsubstitutionen
fast man tar raderna i omvind ordning.
>> L2*L1
1 0 0 0 Kostnad?
2 1 0 0 A = LU tar ungefir n3/3 vardera av + och *
43 20 1 0 Lz = b kostar n2/2 vardera av + och *
64 30 0 1 (Uz = z kostar lika mycket).
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Ett numeriskt exempel Ar detta en stabil algoritm?
1 -1 2 3 Hir f6ljer en grov skiss som visar vad som kan ga fel.
A=|4-212|, b=|6
3 _7 1 9 Lat € sta for ett litet tal. a;,as och a3 markerar “medelstora”

Vi startar med en “tom” L = I och fyller i multiplikatorerna
eftersom under diagonalen.

[ -1 2 1-1 2 1 -1
A= |[4 —212| > |0[2] 4 | > |0 2
00

B -7 1 0 [-4] —5

WA
|

Sa, det som skall sta i L dr symboliskt % och U &r det som

blir kvar av A efter trianguleringen.

Alltsa:
1 00 1 —-12
L= 10| och U=|0 24
[-2] 1 0 03
Lés Lz = b, ger:
3
z = —6
—12
Lés Uz = z, ger:
16
= 5
—4

Kontroll:

1 -1 2 16 3
Az = |4 —2 12 5|=|6|=5b OK!
3 -7 1]|—4 9
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tal. LU-faktorisering blir da:

[ael Zi] - [thl/e 2] [(El a3—:22(a1/e)]

A L U
ai/e blir ett stort tal, vilket ger utskiftning i berikningen av
U = ag — az(ay/€). Lat oss anta att hela ag skiftas ut och att
allt annat riknas ut exakt. Hur stort blir bakatfelet?

1 0 € as _ € az
ai/e 1| |0 —az(ai/e) | a; 0
N e e e
ber. L ber. U faktoriserad matris

Vi har alltsa faktoriserat en matris som avviker mycket fran A i
(2,2)-elementet. Algoritmen behéver inte vara stabil.

Det kan vi dock litt fixa. Kasta om raderna i systemet (byt
ordning pa ekvationerna), dvs. studera matrisen B = P A:

_]01 _ | a1 a3
IR P
N——

P
LU-faktorisering blir nu:

[ael ZZ] - [5/1‘11 (1)] [%1 112—;33(6/01)]

Notera att €/a, ir ett litet tal. Vi far alltsa inte farlig utskiftning
i U2,2.
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Lat oss anta att az(e/a;) skiftas ut:

1 0 ay a3 | _ |a as —B+0 0
e/a; 1 0 az| | € az+azef/a; | 0 aze/a:

ber. L ber. U

faktoriserad matris Fel

Detta forfarande kallas partiell pivotering och det far utféras
i varje eliminationssteg. Hér foljer ett exempel:

—0.01 0.80 3.8 001
A= —0.10 —2.06 78|, Pp=|010
1.00 20.00 20.0 100

|-1 0 0-| |— 1 20.00 20.0-| |-1 20.00 20.0-|
0.1 10 —0.1 —2.05 7.8J = lO —0.05 9.8J

Lo.m 0 1J L—o.m

0.80 3.8 0 1.00 4.0
Ly P1A L1P1A
100 10 0 1 20.00 20.0 1 20 20
P,=]|001]{, 01 0 0 100 40| =0 1 4
010 0 0.05 1 0 —0.05 9.8 0 0 10
Ly PL1PLA U

Sa LyP,LP;A = U. Kan visa att vi berdknat P,P;A = iv.

1.00 20.00 20.0 1 0 0 1 20 20
—0.01 0.80 3.8| = |—0.01 1 0 0 1 4
—0.10 —2.05 7.8 —0.1 —0.05 1 0 0 10

PPA L=[PLy'P]|L;! U

Vi bildar givetvis aldrig permutationsmatriserna utan rader
flyttas via tilldelning eller pekare.
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LDU-faktoriseringen

L har ettor pa diagonalen. Kan fa ettor pa U:s diagonal genom
att “bryta ut” U':s diagonal (antar A ickesingulir).
D = diag(u1,15---,Unn); A= LU= LD(D'U)

S#tt U = DU s& blir A = LDU dir bade L och U har ettor
pa diagonalen.

Vi struntar i pivotering fér att slippa brak.
26] [10][26] _[10][20][13
415 |21 03| |21 03 01

Vi kan utnyttja detta for att titta pa tva viktiga fall:

A symmetrisk: A = AT = U = LT si att A= LDLT.

Innebir halva antalet operationer for faktoriseringen (forutsatt
att vi utnyttjar symmetrin i var algoritm).

Kréver halva lagringsutrymmet.

24] [10][2 4] _[10][2 o][12
45| [21 0-3| |21 0 -3 01
Problem med pivotering och symmetri ty partiell pivotering

férstor symmetrin (finns andra pivoteringsalgoritmer).

Det andra viktiga fallet intriffar nir D i A = LDL” har
positiva diagonalelement.
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Forst ett exempel:

A L U L D T
T
10 20 20 12| 10 20 10 20
21 03 03 01| 21 03 21 03
e — e e e — ———— N — ——— N —
L pl/2 pl/2 T L DL/2 L pl/2
C cT
Sa
4 8] [20][24
825| |43 03
~—— ~——
A c cT
Detta kallas Choleskyfaktorisering och den existerar nir A #r
symmetrisk och positivt definit: £ # 0 = 2T Az > 0. I denna
kurs kr#ver vi ocksd symmetri, AT = A.
D har i detta fall positiva diagonalelement. Man kan visa att
LU-faktorisering for en positivt definit matris &r stabil &ven om
vi inte pivoterar.
Positivt definita matriser &r vanliga i tillimpningar.
Exempel: vi har partiklar med massorna m;, m2, m3 och farterna
v1, V2, v3. Den totala kinetiska energin, Ey;, &r
miv? + myv? + mav? 1 mi 00 v vITMv
=-lv,v2,v3] | Oma 0| |v2| =
2 25— 2
oT 0 0 mg V3
M v

Ejin > 0 om nagon massa ror sig, dvs. v # 0 = ”Tzﬂ > 0 sa att
M &r positivt definit.

For ett ickediagonalt exempel, se FAQ, Positivt definita matriser
och fysik (ett mass-fjider system).
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Exempel: en symmetrisk, positivt definit matris har positiva
egenvirden.

Bevis: En reell och symmetrisk matris har reella egenvirden och
egenvektorer.

T Ax

xzTx

Az =z = 2TAz = AT = A = >0

ty Tz = >_p_, =2 > 0 eftersom z inte &r nollvektorn. B

Omviindningen giller ocksa: en reell, symmetrisk matris &r
positivt definit om den har positiva egenvérden.

Exempel: en positivt definit matris har positiva diagonalelement.
Tag « = ej, kolonn j i I, enhetsmatrisen.
D4a dr (med Matlabnotation)
Aej = A(:7j)7 e]TA = A(.77 :)a eJT"Aek = A(]7k) = Qjk
Sa
e?AeJ- =a;;>0,j=1,...,n
Observera implikationen. Positiva diagonalelement dr nédvindigt

fér att vi skall ha en positivt definit matris. Det &dr inte ett
tillriackligt villkor.

12 1
il
Matrisen #r indefinit med egenvirden —1 och 3. B
Diagonalelementen maste ocksa vara tillrdckligt stora jamfort

med de utomdiagonala, fér att matrisen skall vara positivt
definit.
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Slutligen ett exempel fran flervariabelkursen. Lat z = f(z,y)
vara en reellvird funktion av tva variabler. Vi vill underséka
om f har ett stringt lokalt minimum i punkten (a,b). Om f ir
tillréickligt sniill (har tillriickligt manga kontinuerliga derivator)
giller att:

fla+h,b+k) = f(a,b) + f.(a,b)h + f,(a,b)k+

7/ (a,b)h? + 2f;’y(a, b)hk + f;’y(a, b)k? +
2
Ett nddvéndigt viilkor for minimum &r att gradienten &r noll-
vektorn, ty annars kan vi gora f mindre genom att ga i negativa
gradientens riktning. Alltsa giller:

Flath,b+k) = f(a,b)+ 5

Nu dr (dér vi inte skriver ut (a, b))
2 2 _ 2 2 _
FUh? + 280, hk + Fk® = FUh® + fo,hk + kb + £k =
o :| |:h:| - |:h:| o
[h k]| 3= oy = v"Hv, medv = , H=|"22 "2y
il ; fic 1in
H &r den sk Hessianen. Om H &r positivt definit s har f ett
stringt lokalt minimum i (a, b).

Detta giller allmént. Om w = f(z,y, 2) dir Vf(a,b,c) dr noll-

vektorn, sd har f ett stringt lokalt minimum i (a, b, c) om

Fow Toy Jou
T Ty 5.
" ” "
f zx f zy -f zz

4r positivt definit (alla derivator #r beriknade i (a, b, c)).

Notera ocksa att om A dr en n X n-matris och  en kolonn-

fas(a,b)h? + 27 (a, b)hk + f; (a, b)k®
+...

|

Konditionstalet for Az = b-problemet
“Proof by example”

Lat oss se hur I6sningen x &ndrar sig nir vi stér hogerledet b.
Vi studerar ett numeriskt exempel dir A ar diagonal.

2 0 e 1
01072 |T= 1| TT= g0

Vi st6ér nu b med f och far da 18sningen y, dvs. Ay = b+ f.
Hur mycket #ndras x, dvs. hur stor &r y — x?

y=Ab+f)=A"b+ A f =z + A7f

s att

y—a::A_lfz [162 1[?10} [;;] = [1?0150'?2]

Det dr dr inte alltid sa hir illa. Om vi i stillet tar

koefficientmatrisen
B = 2 0
~]00.1
sa blir
. _[0B A
y—x=B f= [ 10 f,

Slutsats: om A har ett eller flera diagonalelement nira noll, sa
kommer x att vara kinslig fér dndringar i hégerledet.

A &r “nistan singuldr” i féljande mening:

2 0 ] [0 0 20
0 10710 0—-107| " |oo
—_— Y—— S——

A E singulér

vektor sa giller att: g

n n

ISP IR

ajrx; T = AT
=1 k=1
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Den lilla stérningen E (sma element jimfort med det stdrsta Vektornormer

elementet i A) gér A singuliir. A ligger alltsi nira en singulir
matris.

B ir inte nistan singulir eftersom E maste innehalla ett stort
element, —0.1.

Allmént géller att x dr kénslig for stérningar i b och A om A &r
nistan singuldr. Om A &r langt fran att vara singulir, sa &r x
relativt okénslig fér stérningar.

En nistan singulir matris har en invers dir atminstone nagot
element ir stort. Eftersom y—x = A~'f sa kommer x att #indras
mycket om A~! innehéller stora element.

Om matrisen inte dr diagonal far vi ett mer komplicerat
upptridande. Antag att § > 0 #r nira noll.

1 1 a_L1[146 -1
C_[11+5]=>C _5[—1 1]

Vi ser att C~! #r proportionell mot 1/4, s& inversen &r stor.
C ligger ocksa nira en singuldr matris. ty om vi subtraherar &
frdn cy 2 s& blir matrisen singulér. Detta giller allmént.

Om C har element av storleksordningen ett:

storlek pA C~' &~ 1 / avstandet till nirmaste singulira matris

For att gora riktiga satser krivs mer matematik, vektor- och
matrisnormer.
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En vektornorm #r en funktion som ger ett matt pa storleken
pa elementen i en vektor. Om vektorn innehaller n element sa
sammanfattar vi storleken med ett ickenegativt tal, s& normer
kan vara trubbiga métverktyg.

Det finns o#ndligt ménga normer. Vi kommer att anvinda tre
s kallade L,-normer som vi betecknar med || - ||,:

n H
lellp = [Dmm} . p>0
k=1

ep=1,||lz|]s = Y}_, |zk|, ettnormen

1
e p=2,|z|] = [Yh_,®:]? tvanormen

® p = 0, |||l = Maxi<k<n |Tx|, maxnormen

Dessa tre normer (liksom alla vektornormer) uppfyller:
e x # 0 = ||z|| > 0 (positivitet), ||0]| =0
o ||az|| = |a| ||z|| for alla & € R (homogenitet)
o ||z + y|| < ||z|| + ||y|| (triangelolikheten)

Normer &r olika stora

-1
z=1| 2|, |l2lh=6, |lz|lz=v14, |[z|lo=3
-3
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Varfor ricker det inte med den “vanliga lingden” av en vektor,
dvs. det vi kallar tvidnormen?

Det beror pa att olika problemstillningar kriver olika sétt att
mita storlek. Dessutom kan det vara sa att det gar att skapa
starkare satser for en viss norm.

Exempel:

Antag att vi befinner oss i en stad dir kvarteren ligger i ett
rutniit. Vi vill ta oss den kortaste vigen fran A till B. Lat O
beteckna origo. Om vi kan flyga si #r avstandet ||[B — A||;. Om
vi méaste folja gatorna si &r avstandet ||B — Al|; (dvs. lingden
av OA plus lingden av OB).

||B — Al|c kan tolkas som den storsta forflyttning som vi gor
sidledes.

Innerprodukter

Vi kan definiera en norm givet en innerprodukt (skalirprodukt).

n
z-y=(z,y)=) smy=2a"y
k=1

x|l = VaTz

Notera att Ty #r en skalir men zyT ir en matris.

Exempel:
3 -1 -3 -2 -1
[-123]|2] =4, 2|[321]=| 6 4 2
1 3 9 6 3

Om x # 0 sa séger vi att vektorn z/||x|| &r normerad (har lingd

e e ett).
e
o | BT EEmm Definition av vinkel
T | o oo 2y = ||z||2||yl]2 cos ¢
T LT e Cauchy-Schwarz olikhet

(6 A
T e e lz"yl < llzll2]yll2
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Matrisnormer Konditionstal fér Az = b-problemet

Matrisnormer ir funktioner fran R™*" till ® och uppfyller de
tre vektornormsvillkoren ovan.

Anvindbara matrisnormer ir dessutom submultiplikativa
(konsistenta):
[1ABJ|| < [1A]l [|B]|

Tre olika normer kan vara inblandade ovan. Vi anvinder samma
beteckning || - || fér alla tre.

Vi kan bilda matrisnormer utgaende fran vektornormer.
En operatornorm miter hur mycket multiplikation med en ma-
tris A kan forstora en vektor:

| Az||
[|A]| = max
w0 ||z]|
Vi noterar att ||I|| =1 om || - || & en operatornorm.

Operatornormerna som svarar mot vara tidigare vektornormer:

ep =1, ||A||; = maxi Y -, |ark|, ettnormen, stdrsta kolonn-

summan
1

o p =2, ||A||2 = max [A(ATA)]? tvanormen

e p = 00, ||A||l = max, Y ;_, |ark|, maxnormen, stérsta rad-

summan
Exempel:
1 -2 -3
A=|6 4 2|, [lAlh=16, ||l ~11.9042, ||Al|l- =18
9 -6 3
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Vi skall nu anvinda normer for att studera konditionstalet for
Az = b-problemet. Vi vill alltsa studera vad som hinder med
nir vi dndrar A och b. Vi kommer endast att éindra b.

Sats: Antag att A #r ickesingulir och att Ax = b # 0.
Om Ay = b + f sa giller att

220 i a0
Bevis:
Ay=b+f och Az =b= A(ly—z)=f=>
y—z=A"f=[ly—zl = |[ATf]| < ||ATY] (£l

Men Az = b sa att [|A]| [|z|| > [|b]| eller 1/]|z|| < ||A]l/|[]|. =

Man kan bevisa likartade satser for fallen nir A eller A och
b stérs. Normalt betecknas konditionstalet med kappa, dvs.
w(A) = ||A]| [|AY].

Antag att || - || & en operatornorm, da giller:
o k(4) > 1 for alla 4, ty 1= [[AAY| < [|A]| [|lA~1]|
e I &r perfekt konditionerad ty x(I) =1

o konditionstalet #r skalningsoberoende k(aA) = k(A)

® k(A) = co om A #r singulir

Om A ir singulédr kan det finnas ingen eller oéndligt manga
I6sningar. Vi férvintar oss problem om A &r néstan singulér.
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Om k(A) dr stort sa finns en matris, E, med liten norm || E||, sa
att A + E dr exakt singulir. A “ligger nira” mingden av
singuléra matriser, matrisen dr “niistan” singulir.

Om k(A) &r litet maste man &ndra A mycket (stor E) for att
A + E skall bli singulir.

Man kan visa att de E som gér A + E singulidr och som har
minsta norm uppfyller ||E|| = ||A||/k(A).

Determinanten fér A inte dr nagot bra matt pa nistan singulir.

Exempel:
det(al) = a”, k(al)=1
A=Y 0 det(a) =0.1, w(4)=10
~loo0a1]’ o o
10 0 O
001 0 O
A= 10 0 01 o |o det(a)=0001, x(4)=10
0 0 0 0.1
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Exempel: Hur vil stimmer satsen?

_ |1 o0 |1 |1 108
A_[O 10_8], b_[o], w_[o], Koo(A) = 10
Tag

10° 107? [lt = yllo 0.1
f—[w*]:’y‘“[lml]’W—T—‘”

10~°
oyl _ s

=0.1
118]oo 1

Sa likhet i grinsen. Tag nu i stéllet

f=

[ 10~°

107° lle —yllo  107°
0 9

= =10""?
0

=>Yy—Tr= [
] l1Z]o0 1

10~°
1Flle _ 10107 _ o4
[16]|oo 1

HOO(A)

vilket ger en enorm &Sverskattning.
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Tolkning av satsen

Antag att elementen i  (resp. y) dr ungefir lika stora. Da giller
att ¢ = x e, dir e dr vektorn av ettor.
Analogt giller att y = y; e. Alltsa:

lle—yll __ lI(zx —wye)ell _ 12 — yil

~
[l llzxell ||

Sa normen uppskattar da det elementvisa felet. Felet kan da, i
detta speciallfall, begrinsas enligt:
T —
|z — Yl < k(4) [£1l
|| [Bl]
Detta séger att relativa felet i varje 16sningskomponent begrénsas
av det relativa felet i indata multiplicerat med x(A).

Om t.ex. ||f||/]|b]| = 0.5 -107% (k decimaler) och x(A) = 10?
sa &r
|zx — Yl
||
sa vi har tappat p siffror i svaret, vilket ger foljande tumregel:

$10°-0.5-107% = 0.5- 1077

Om k(A) = 107 sa riskerar vi att tappa p siffror.

Antag nu att z innehaller element av olika storleksordning, t.ex.

2 = [1,1073])T och att vi anviinder || - ||oo. Om p — k = —3 giller
att:
max{|1 — y],[1073 — y»|} < 0.5-1073
sa att
1-05-10°%<ygy; <1405-107°
och

103-05-10%<y,<10%40.5-103

Normer kan vara trubbiga instrument.
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Hur stora fel har vi i indata? Lat oss se pa tva fall.

Exakta indata: i detta fall far vi eventuellt avrundningsfel nir
aj och by lagras i datorns minne. Relativa felet (per kompo-
nent) #r ungefir €m,n- Vi far ocksd avrundningsfel niir vi 16ser
Az = b-problemet.

Vi kan nog tilldta timligen stora x(A), men det beror givet-
vis pa hur manga siffror vi behver. Om vi har stora krav eller
om k(A) dr mycket stort, si kan vi minska €nach genom att t.ex.
anviéinda Maple eller Mathematica (rikna med fler siffror). Att
rikna med manga siffror gar dock mycket langsammare
(mjukvara och inte hardvara).

Indata med osiikerhet (mitdata): detta fall ger normalt stérre
begrénsningar pa hur stora x(A) som kan tillatas, eftersom vi
normalt inte méter sa véldigt noga.

Att rikna med mindre €, ger normalt inte en béttre 16sning
eftersom k(A) dr mattligt stort och métfelen helt dominerar &ver
avrundningsfelen.

Hur kan vi uppskatta k(A)?

Att berikna A~! tar mycket tid och minne om A #r stor.

cond i Matlab anviinder svd for || - ||2 och explicit inv foér
andra normer.

For stora matriser kan man anvinda condest som uppskattar
[|A7Y|| genom att 16sa linjiira ekvationssystem (+ listigheter).

Aven LAPACK kan ge en sadan uppskattning nir man l6ser

Az = b. Uppskattningen kostar niistan inget eftersom man
utnyttjar den LU-faktorisering som redan beriknats.
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Vad siger residualen r = b — A#? & beriknad 16sning.
1 0 1] . [1 [ o
a=lown]o=lofs o=l =[]

Kan visa:
(A+E)& =b, ||B|l2= |lrll2/I|2]l2
||E||2 =~ 1078 i exemplet.

Sa en liten residual betyder att vi 16st néstan ritt problem.

I framéatriktningen kommer x(A) in (antag att A~! existerar):
r=b—Ai=Az—Ai=A(z—32) S zrz—3a=A"r

Alltsa giller:
Il — 2| < [JA7"]] [I=]]
Om b # 0 giller:

1 _l4]
el < Al llel] & —— < 7=
[zl = il
Om vi kombinerar de tva olikheterna erhaller vi:
e =2l _ gy Il
[zl [18]]

Sa felet i 16sningen kan vara godtyckligt stort #ven om residualen
ar liten.
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Minstakvadratproblem

Ett ofta aterkommande problem #r att vi har en matematisk
modell och uppmitta virden, och vill bestimma parametrar i
modellen.

En mycket vanlig modell iir b = ce* (halveringstid, befolknings-
tillviixt, urladdning av kondensator). b kan vara befolkningen vid
en given tidpunkt ¢. ¢ dr befolkningsméngden vid tiden ¢ = 0.

Antag att vi vill bestimma parametern A genom att méta b vid
m olika tidpunkter. Vi alltsd har m par (tx, br),k =1,...,m av
métvirden. Lat oss anta att vi kéinner c.

Hur ska vi berdkna A? Vi har ju m olika ekvationer

Aty Aty

by = ce™, by = ceM,..., b, =cetn

och vi ldr inte kunna hitta ett A som satisfierar alla ekvationer-
na. Det dr inte intressant att fa m olika A-virden.

En rimlig kompromiss ir att hitta ett A som approximativt
satisfierar alla ekvationerna, dvs:

by =~ ce*, by = ce*2,..., b, =~ ceMm
Detta kan formuleras pa foljande vis:

Forsok att géra alla avvikelserna (residualerna)
ce’ — by, ce? — by,..., ce’™ — b,

sa sma (nir noll) som msjligt.

Vi hade lika giirna kunnat studera avvikelserna by, — ce .
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Vi kan definiera “sma” pa odndligt manga sétt, till exempel:

m
m}n Z ‘ce)‘t’c — bk|
k=1

m

1/2
2 .
[ce)‘t’“ — by } min cetr — by,

min max
PN e A 1<k<m

Dessa forslag dr inte slumpvis valda, utan lat oss inféra en
vektor, r, av alla residualerna (en residualvektor):

ceM — by
ceM2 — b,

i
|

cerm — b,
Var tre matt kan da skrivas:

min [l min|lrlly  min|rlle

Vi kommer normalt att fi olika virden pa A beroende pa vilken
norm vi utnyttjar. Varje A dr dock bist fér den givna normen.

Det finns osndligt manga fragor, varje fraga med sitt svar; varje
svar #r dock ett korrekt svar pa den givna fragan.

Det finns normalt inte ett basta A-virde.
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Man kan givetvis ha modeller med flera parametrar. Ett vanligt
problem ir att anpassa en serie méitpunkter till en rit linje.

Var modell kan da skrivas; b = x; + xat. Hir &r x; och x5 para-
metrar och (tg, bi) dr uppmitta virden.

Hur ser residualvektorn ut i detta fall?

T, + Tty — by 1 b,
r (E1+l'2t2—b2 _ 1 tz |::B1:| _ bz
: HE 2 H
1 + Totm — by 1ty | ¥ bm
T/ H’;—/

Dvs. r = Az — b. Vi vill alltsa 16sa minimeringsproblemet:
min ||Az — b||
x

i nagon lamplig norm.

Observera att detta normalt inte dr ett linjirt ekvationssystem.
Vi 16ser inte Ax = b, ty detta gar normalt inte, eftersom vi
far avvikelser i alla ekvationerna. Lite slarvigt kan man skri-
va Az = b. Om vi kan l6sa Az = b sa ir ju residualvektorn

r = Az — b nollvektorn, varfér mitpunkterna féljer modellen
exakt. Notera ocksa att matrisen A har fler rader &n kolonner.

Nir residualvektorn kan skrivas » = Axz — b séger vi att
problemet dr linjért. Modellen har utseendet:

b = uttryck, parameter, + ...+ uttryck, parameter,,
dir uttryck; beror av mitvirdena och inte beror av nagon

parameter.

Var férsta modell dr ickelinjir eftersom parametern A inte ingar
linjirt i modellen.
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I vissa fall kan vi via substitutioner eller andra transformationer
skapa en linjir modell utifran en ickelinjir siddan. Var forsta
modell dr enkel att transformera, forutsatt att b och ¢ har samma
tecken. Lat oss anta att bade b och c &r positiva:

b = ceM & logb =logc + A\t
A ingar nu linjért i modellen.
Om vi nu antar att ¢ inte &r kiind (vi mitte aldrig b for ¢ = 0)
sa dr ¢ en parameter som nu ingar ickelinjirt i modellen. Om

vi sétter #; = log ¢ har vi dock en linjir modell som #r identisk
med modellen f6r var réta linje, logb = a1 + At.

For att gbra analogin d&nnu tydligare siitter vi £z = A och far:

1t log by

min 1 t.z [ T, ] _ log‘ b,
x : : To :

1 tm log by,

Efter att « &r berdknad sétter vi s ¢ = €™ och A = z».

Nir vi gor transformationer pa detta sitt &ndrar vi (ibland)
pa normen. Logaritmering, till exempel, har en utjimnande
verkan, och minskar de stora residualernas inflytande.

Detta kan jimforas med att minimera i en annan norm.

Vi stiller en annan fraga, men den kan ju vara lika relevant.

Ibland faster vi olika stor vikt vid de olika residualerna.

Mitapparaturen kanske méter olika noga i olika m&tomraden.
Det dr da rimligt att ett osiikert virde far mindre inflytande dn
ett sikert. Vi kan astadkomma detta med en viktad norm, t.ex.

mmin ||V (Az — b)||, V = diag(vi,va2y.--,Vm)

Residual, 7, multipliceras alltsd med vikten vy.
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Lat oss nu aterviinda till den rita linjen, b = x; + x5t.
Féljande bild visar anpassning i vara tre normer.

Anpassning med olika normer. 1 -., 2 —, inf ——

250 4
[o)
201 P
o ///
o 15f e 1
//O/
///O/
10t A ]
97 o
5 /,i, . 4
= o} L L L L
2 4 6 8 10

Accentueras nir man har utliggare (outliers).

Anpassning med olika normer. 1 -., 2 -, inf ——

Vi studerar nu det linjira minstakvadratproblemet:
min ||Az — b||,
T

Det &dr enkelt att beskriva den optimala 16sningen till detta pro-
blem. Vi ser pa specialfallet nér A har tva kolonner, a; respektive
az, men det kan enkelt generaliseras till ett godtyckligt fall.

Foér en godtycklig z € R? giller att Az = @121 + aaz2 &r en
linjirkombination av As kolonner. Nir x varierar 6ver alla vek-
torer med tva element sa kommer mingden a;x;+ asx, att bilda
ett plan, As bildrum, R(A) (ty R(A) = {Az | z € R"}).

Om b tillhér detta plan sa existerar (minst) ett z si att Az = b
med likhet. Residualvektorn 7 = Az — b blir da noll. T.ex.

11 2
A=|o1]|, b=|1
01 1

I exemplet & z = [1, 1]7. Normalt bildar dock b en vinkel mot
planet, tag till exempel b = [2,1,2]T. Vektorn b kan d& inte
skrivas som en linjirkombination av As kolonner, men vi vill
minimera avvikelsen, lingden av residualvekorn Az — b.

Dela upp b i tva komponenter, b4 som ligger i planet och b,
som #r ortogonal mot planet. Oavsett hur vi viljer z sa kan vi
inte nollstilla ndgon del av b, , eftersom b, #r ortogonal mot alla
linjirkombinationer, Az. D&remot kan vi nollstélla b4, eftersom
b4 ligger i planet och den didrmed &r en linjirkombination av As
kolonner, dvs. det existerar (minst) ett = si att by = Az. Detta
x dr det x vi s6ker.

Residualvektorn blir r = Az — b= Az —bs — b, = —b,.
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Hir foljer samma resonemang med normer:

Pythagoras sats: om y och z dr ortogonala vektorer giller:
lly + (13 = llyll3 + |I=I13
ty
lly+2|1; = (y+2)T(y+2) = yTy+yZZ+z:y +27z = ||y|[3+]]=I3

Det & som l6ser Ax = by dr optimalt. Ty om sa inte vore fallet
existerar z # 0 si att ¢ + z ger ett mindre virde pa normen. Vi
testar:

lA(z + 2) = bll; = [|A(z + 2) — (ba + b1 |5 =
Il Az = ba+Az — b3 = [[Az[[; +[[bL][3 = [bo]]3
Med minimum da z = 0 (om A har linjirt oberoende kolonner).




