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Vad &ar numerisk analys?

Numerisk analys handlar om hur man l6ser berikningsproblem pa
ett sikert och effektivt sitt med hjilp av dator.

Nagra viktiga komponenter:
e Problemets egenskaper
— Problemen kommer fran naturvetenskap, teknik,
matematik etc.
Existerar det nagon 16sning?
Ar den entydig?
— Vad hdnder med l6sningen nér man dndrar indata nagot?

e Algoritmens egenskaper:

— Hur snabb ir metoden, implementationen?

— Hur mycket minne gar at?

— Vilka fel introduceras av algoritmen (avrundningsfel etc)?
e Berikningsredskapets egenskaper:

— Datorarkitektur. Mdjligheter /begrinsningar.
— Parallellitet.

— Programsprak och kompilatorer.

Pa foljande sidor kommer nigra korta exempel pa ovanstaende,
men forst nagra ord om skillnaderna mellan ren matematik och
numeriska berikningar.

I grundliggande matematik-kurser ser man normalt endast
problem som kan 16sas exakt och med handrikningsmetoder.
Det dr darfor enkelt att dra den felaktiga slutsatsen att alla
problem kan 16sas pa detta vis.

Flertalet verkliga problem ir dock fér komplicerade att 16sa
exakt och dven om det gar sa ir det kanske inte intressant.
Maple kan berikna:

(3628800 — 3628800 x + 1814400 > — 604800 z°+
/ac“‘ez de = 151200 2% — 30240 25 + 5040 25 — 720 27 + 90 28—
: 102° + :1:10] e® + konstant

och 1
/ 21%% dx = 1334961 e — 3628800
0

Jamfor i Matlab

>> | = quadl(@(x) x.~10 .
i = 2.280015154878251e-01

* exp(x), 0, 1)

med ett fel mindre f#in 4 - 10710, I en verklig tillimpning duger det
kanske med fyra siffror.

1
/ arctan(e®) dx
0

kan ej uttryckas pa nagot enkelt sitt. Dock
>> | = quadl(@(x) atan(exp(x)), 0, 1)
i =

1.017430583002258e+00

Dessa problem ir enkla jamfoért med manga verkliga problem. Ett
system av differentialekvationer kan normalt endast 16sas approxi-
mativt och dven det kan vara svart (viderprognoser).

Hur manga siffror behéver man i tillimpningar?
Nagra exempel:

Ség att vi skall tillverka en stalstav med lingden 1m. Hur manga
siffror 4r det rimligt att ange? De finaste passbitarna (dyra och
mycket noggrant polerade mitblock) har en avvikelse pa

omkring +10~%m. En viiteatom har en storlek =~ 10~!'m.

Typen double i Java, C etc. tar 64 bitar, drygt 16 decimaler.

Vanliga elektriska motstand har en osikerhet om
5-10%, 0.1% for precisionsmotstand.

Fran NIST (National Institute of Standards and Technology) Spe-
cial Publication 333, 2001 Edition, The International System of
Units (SI) http://physics.nist.gov/Pubs/pdf.html

The unit of mass, the kilogram, is the mass of the international
prototype of the kilogram kept at the BIPM (Bureau International
des Poids et Mesures). It is a cylinder made of an alloy for which
the mass fraction of platinum is 90 % and the mass fraction of
iridium is 10 %. The masses of 1 kg secondary standards of the
same alloy or of stainless steel are compared with the mass of the
international prototype by means of balances with a relative un-
certainty approaching 1 part in 10°.

The mass of the international prototype increases by approxima-
tely 1 part in 10° per year due to the inevitable accumulation of
contaminants on its surface. For this reason, the CIPM (Comité
International des Poids et Mesures) declared that, pending further
research, the reference mass of the international prototype is that
immediately after cleaning and washing by a specified method (PV,
1989, 57, 104-105 and PV, 1990, 58, 95-97). The reference mass thus
defined is used to calibrate national standards of platinum-iridium
alloy (Metrologia, 1994, 31, 317-336).




In the case of stainless-steel 1 kg standards, the relative uncertainty
of comparisons is limited to about 1 part in 10® by the uncertainty
in the correction for air buoyancy. The results of comparisons made
in vacuum, though unaffected by air buoyancy, are subject to addi-
tional corrections to account for changes in mass of the standards
when cycled between vacuum and atmospheric pressure.

Mass standards representing multiples and submultiples of the ki-
logram can be calibrated by a conceptually simple procedure.

Slutsats: det ricker oftast med nagra fa siffror.

Att forsta sitt problem

Ett generaliserat egenviardesproblem: Ax = ABx.
A och B ir stora och glesa matriser.

Saab: Ditt program gor fel. Vi far olika egenvirden varje gang.

Vi ser att

for varje komplext tal A. Singulidrt matrisknippe.

Lat oss stora matriserna:
2 € 16
a=[5) o= 150)

Sekularekvationen, det(A — AB) = 0, blir:
(06X — 6)2 =0

s& att det dubbla egenvirdet dr A = €/ for alla § # 0 och € oavsett
hur sma de &r.

>> A % Ett linjart ekvationssystem
A =
-0.1537 0.8538 0.6535 0.1342
0.6678  -0.1268 -0.1732  -0.1248
1.5560 -1.0140 -1.0986  -0.5522
-0.1248 0.0686 0.3664 0.3467

% los A x = b

>> f % matfel kanske

f =
1.0e-10 =
0.3399
-0.8218
0.4035
0.2154

% OBS: 1e-10

>> A\ (b + f)
ans =
1.0e+04 =
-0.1257
-2.1861
3.5091
-3.3217

% OBS: le4

Mal med kursen: numerisk allménbildning.

Kunna svara pa fragor som (f6r nagra problemklasser):
o Hur fungerar numeriska algoritmer?
o Hur ser typisk numerisk programvara ut?

e Vilka typer av problem, inom problemklassen, dr mdjliga att
16sa?

e Ar problemet svart eller enkelt?

e Vilken programvara kan jag vilja bland?
o Kan jag lita pa resultatet?

e Tog berikningen rimlig tid?

o Gick det at for mycket minne?

e Hur stort problem av denna typ kan jag 16sa?

Malet &r inte att Du skall kunna skriva numerisk programvara.
Vi kommer att studera principer, inte verkliga implementationer
eftersom dessa ar alltfor tekniskt komplicerade.




Kursinnehall
. Konditionstal, stabilitet
. Flyttalsaritmetik
Ax =b
. Minstakvadratproblem
. System av ickelinjidra ekvationer
. Interpolation
. Kvadratur

. Ordinéra differentialekvationer
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. HPC (High Performance Computing)

Laborationer:
1. Flyttalsaritmetik, Az = b
2. Minstakvadratproblem samt f(z) = 0
3. Kvadratur och ODE

ODE-avsnittet kan vara av intresse for fysikerlinjens studenter
redan nu (var det 2009 i alla fall).

Diverse felkiillor
Fel som vi som numeriker inte kan géra si mycket at
e modellfel, bortser fran luftmotstand, friktion

e miitfel, vigar etc. dr inte exakta mellanavrundningar

Vi ar intresserade av olika typer av beridkningsfel:

Avrundningsfel:

>> 49 = (1/49) -1
ans = -1.1102e-16

k
Trunkeringsfel : e” =

M=

T
k!

=~
I

0

f(@+h) — f(z)

Diskretiseringsfel : f/(z) = h

Viktigt att vilja “lagom stort” h.

Om stort och smatt

Lat & vara en approximation av det exakta virdet x.

e absoluta felet = & — «

e relativa felet = 5”%, omx # 0

Absoluta fel dr ointressanta om vi inte vet ungefir
hur stort x &r.

Ar 1.4 ett stort absolut fel? Ja, om det exakta virdet #ir 2, men
inte om det exakta virdet dr 10°.
De relativa felen iir 0.7 respektive 1.4 - 1077,

P3 samma sitt kan det absoluta felet 10720 vara stort eller litet.
Det dr viktigt att kiinna till problemets skalning.
Vilken storleksordning har de tal vi arbetar med?

Relativa fel siger nagot dven om vi inte kinner till problemets
skalning. Vi kommer darfér att vara mer intresserade av relativa
fel &n av absoluta fel.

Tema: nollstéllen till polynom

Beriikna rotterna till (x — 1)° = 0 i Matlab (dér vi riknar med 16

siffror). Matlab vill ha en vektor med koefficienter:

(z—1)° =2 -52*+102* - 102> + 52 — 1

>> r = roots([1 -5 10 -10 5 -1]) % koefficienter

r = 1.0008 + 0.0006i % rotterna
1.0008 - 0.0006i
0.9997 + 0.0009i
0.9997 - 0.0009i
0.9990

>> abs(r - 1) % felen?
ans = 1.0e-03 =

0.9625

0.9625

0.9625

0.9625

0.9625

Varfor? Los
(x—1)P°=€¢ = z=1+¢/°

Om e = 10~"% s &r €/5 = 10~3. Nollstillena till polynomet (z—1)°

ar tydligen kinsliga for storningar i koefficienterna.




Ar det alltid svart att berikna nollstillen?

>> ¢ = [1 -15 85 -225 274 -120]; % koefficienter
>> r = roots(c); % de exakta rottena = 1, 2, 3, 4, 5
>> fel = sort(r) - (1:5)
fel =
-4.9960e-15
6.6613e-14
-1.5010e-13
9.6811e-14
-8.8818e-16

Rétter hos ett komplext 6-egradspolynom niir vi stér x°-termen.
m6+(c5+k 6)m5+~--+c0, k=0,1,2,3...
Ringarna visar rotternas begynnelsepositioner, k = 0.

Rotvandring
3 T

251 1

151 /\ T
1 X

imag
™

-15 -10 -5 0 5 10 15

Vi kan betrakta rétterna som funktioner av koefficienterna.

INDATA UTDATA

r =f(c)

¢ = koefficienter r = rétter

Vad hénder nir vi stor koefficienterna (indata i det allménna fal-
let)? Det &r viktigt att kiinna till om vért problem ir kiinsligt eller
ej.

ﬁ

Om liten relativ dndring av indata ger en liten relativ &ndring av re-
sultatet siger man att det aktuella problemet &r villkonditionerat.
Om resultatet &ndrar sig mycket dr problemet illakonditionerat.

Konditionstalet ir kvoten mellan de relativa férindringarna, dvs.

[9:1/I7]
[del/lel

konditionstalet =

Att berikna konditionstalet dr inte alltid mojligt; det kan

vara lika svart som att l6sa det egentliga problemet. For vissa
problemtyper ir det 6verkomligt. Ibland dr det dock mdjligt att
konstruera en uppskattning k si att

o, LB
8.1 18

[l = el

Det ricker att kiinna till storleksordning pa k.
Ar k = 10 eller ir x ~ 1087

Exempel:
Hur Kiinsliga iir rétterna, till ekvationen x? 4+ ax + b = 0, for ind-
ringar i a och b?

Rotterna 7y och 7, dr funktioner av a och b; r1(a, b), r2(a, b).

Lat r beteckna en av rotterna och lat r + §, beteckna den storda
roten nir vi dndrar koefficienterna med 8, respektive d,. Vi har
sambandet:

(r+6)+(a+8)(r+8)+b+38 =0

Detta kan skrivas

r2+¢;r+b+5T(2r+a)+6G,r+6b+53+6aér:0

~0
Vi far det approximativa sambandet:
o7 + 0 dor| + |0
PP O L
2r +a |27 + a

Eftersom 7; och ry dr rotter sa giller att:

(z—r)(z—r)=2’+az+b = —(ri+mr)=a
alltsa ar 2r; + a = r1 — 7o, gapet. Lat g = |ry — r3, da géller:
[6ar| + |8b]

LAPS

Slutligen vill vi ha relativa stérningar:
lal + [b/7| |:|5a| |5b|}
max —

g loll~ g lal” |b]
~ konditionstalet

18- 1 [I7llal|dal | 10]10]

Irl ¥l L g lal

Observera att detta dr en uppskattning av konditionstalet. Det
ar inte heller berikningsbart eftersom vi maste kiinna r; och ra.
I praktiken kan man (kanske) uppskatta 7y och r, med de berik-
nade rotterna. En viktig lirdom &r att vi nu vet att gapet mellan
rotterna ar viktigt.




Bakatanalys
Vi har sett s.k. framatanalys: givet . vad blir
Fle+dc) — f(c)

Detta kan, som vi har sett, ge vildigt pessimistiska svar.

Ett alternativ dr foljande: givet approximationen # till det
exakta virdet r hur mycket maste vi dndra c fér att # skall bli en
exakt 16sning till det stérda problemet? Vi soker alltsi d. sddant
att

fletd) =+
Man kallar detta bakatanalys. Detta pa grund av att vi tittar pa
indatasidan i stillet fér pa resultatsidan.

Exempel: Lat

p(z) = (x — 1)(z — 1.0001) = z* — 2.0001 = + 1.0001
Vi vet sedan tidigare att konditionstalet har storleksordningen 1/(1.0001
1) = 104

Antag att vi pad nigot sitt har producerat de daliga approxima-
tiva rotterna 1.11 och 0.895. De relativa felen dr ungefiar 11%.

Det stérda polynomet (som har rétterna 1.11 och 0.895) ér:

|64 <5-107

— — = 2_ . . 4
(£—1.11)(z—0.895) = 2>—2.005z+0.99345 = {|6b|§7-10—-‘

Detta innebér att vi har 16st “néstan ritt problem”; vi har gjort
ett relativt bra jobb med att berikna rétterna. Att vara rotter ar
daliga approximationer beror pa att problemet &r illakonditionerat.

Stabila algoritmer

Man kan ofta 16sa ett berdkningsproblem péa olika sétt.

a a\?
22 + ax + b = 0 har rtterna _Ei (§> —-b

Far vi ett bra program om vi skriver in ovanstaende formler i ko-
den? Nej, inte alltid. I en dator rdknar vi med begrinsat antal
siffror. Om a ar mycket storre dn b si kanske inte b kommer med
nir vi berdknar (%)* — b. Detta svarar mot att b = 0 s& att en
berdknad rot blir noll. I detta fall ir gapet stort si att rétterna ar
vilkonditionerade.

Det &r algoritmen det dr fel pa! Det dr i allmidnhet ingen bra idé
att kopiera formler direkt ur bocker.

Det finns béttre algoritmer; se 6vningarna.

En stabil algoritm genererar resultat som ir exakta for ett
lite stort problem.

Algoritm

ursprungs

Exakt
stérning berékning

Om vi l6ser ett problem med en stabil algoritm far vi da ett resultat
med ett litet fel?
Det beror pa om det lilla bakatfelet forstoras eller ej.

Vilkonditionerat problem + stabil algoritm =
litet fel i resultatet.

Om vi applicerar en stabil algoritm pa ett illakonditionerat
problem léser algoritmen fortfarande néstan ritt problem.
Det lilla felet i indata kan dock ge upphov till ett stort

fel i resultatet.

Flyttalsaritmetik

Flyttal (tal med flytande decimalpunkt):

d  dy di—
z:i(d°+ﬁ+§+"'+ﬁt—1
3 bas (vi kommer att ha 8 = 2)

t precision
[L, U] exponentomfang
dod; - - - d;_1 mantissa

)ﬁe’ Ogdksﬁ_la L<e<U

1IEEE 754 (Institute of Electrical and Electronics Engineers, Inc.)
definierar enkel och dubbel precision (bland annat).
Vi antar att 3 = 2 fran och med nu:

bas t L U
2 24 -126 127 32 bitar
2 53 -1022 1023 64 bitar

Ett tal # 0 dr normaliserat om dy # 0.
Om (3 = 2 sd dr dy = 1 varfér man inte lagrar dy.

I minnet lagras ett 64-bitars flyttal med en teckenbit, en exponent
till vilken man adderat 1023 (fér att slippa tecken pa exponenten
bl.a), samt mantissan (utom den inledande ettan).

Exempel: -3.25 dr (—1)' . 1.101 - 2! i binir form.

Teckenbiten iir ett, exponenten (ett) lagras som 1 + 1023 = 210
och av mantissan lagrar vi 101, varfér vi bor hitta féljande bitar i
minnet:

1 100 0000 0000 1010 0000 ... 0000 0000
s exponent 11 bitar mantissa 52 bitar lagras

Hexadecimalt (bas 16) gruppera fyra bitar / hex-siffra
c00a000000000000 (a <-> 1010, ¢ <-> 1100)
a=10, b=11, c=12, d=13, e=14 och f=15.




I Matlab

>> format hex
>> -3.25
ans = c00a000000000000

Det finns speciella bitformat for diverse specialfall, t.ex.:

>> [0, -0]

ans = 0000000000000000  8000000000000000

Antalet olika tal &r: 2(8 — 1)8""Y(U — L+ 1) +1

dvs 4.2614 - 10° i enkel precision och 1.8429 - 10'° i dubbel.

Att testa en funktion for alla flyttal i dubbel precision dr nistan
omdjligt. 10° tester per sekund ger 584.4 ar.

Minsta positiva representerbara normaliserade
talet = 2F &~ 1.17 - 10738 i enkel och ~ 2.2 - 1073 i dubbel.

Det storsta representerbara talet har stérsta exponenten och ettor
i hela mantissan. I enkel precision ~ 3.4 - 103, i dubbel 1.8 - 103%8,
Tal storre dn denna grians ger overflow.

Ett enkelt talsystem med 8 = 2,t =4,L = —-3,U = 3.

Samma system inzoomat kring nollan.

Att ligga mirke till: ett minsta positivt tal, ett storsta tal,
ej kontinuerligt, grupperat, gap kring nollan, 6kande avstand
mellan talen.

Vad ar avstandet, gapet, mellan tvi grannar?

Det absoluta gapet 6kar med talets storlek.
1 dubbel precision dr det absoluta gapet ~ 2.2 - 10716 kring ettan,
men = 2 - 10%2 kring overflowgriinsen.

Den relativa skillnaden, gapet dividerat med talet, varierar
nagot med talet, men ir ungefir 1.1- 10716 till 2.2 - 10716 i dubbel
precision.

>> 1e-200"2 % har INGET 0
_e 00 6 e har ING med exp att gora Vi riknar med ungefir 16 decimala decimaler i
ans = 0 % underflow .
dubbel precision.
>> 1e200"2 % overflow
ans = Inf % Infinity
>> log(0)
ans = -Inf % -Infinity
>> sin(1/0)
ans = NaN % Not a Number
21 22
Exempel: Om z ir ett godtyckligt reellt tal betecknar vi det avrundade

for vilka k > 0 kan 10* lagras exakt i dubbel precision?

10?2 kan representeras exakt.
1023 lagras som 99999999999999991611392.

Det absoluta felet verkar “stort”:
99999999999999991611392 — 10%® = —8388608.

Det dr nu inte sa farligt som det verkar, eftersom det
relativa felet &r:

8388608,/10% ~ 8.3 - 10717,

Negativa exponenter dr “svirare”, 0.1 kan t.ex. inte lagras exakt
i bindrt format med &ndlig mantissa.

i 1 1 31 31 31 1
>[5+ 53] =22 =32 ¢~z 161 116" "
k=1 k=1 k=1

varfor den bindra framstéllningen av 0.1 kan skrivas;

0.000110011001100110011...

Detta dr inget konstigt. 1/3 = 0.3333--- i basen 10 men 0.1 i
basen 3.
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flyttalet med fl(x) (floating). Normalt (kan &dndras) dr fl(x) det
flyttal som ligger nirmast x.

Exempel: Lat oss anta att vi rdknar decimalt med fyra siffror.
Fl(m) = F1(3.141592653589...) = 3.142.
f1(31415926.53589...) = 3.142 - 107.

Hur stort kan det absoluta felet bli vid avrundning till ndrmas-
te flyttal? Maximalt en halv enhet i fjirde siffran. S& om vart tal
Ar £51.828384...+10¢ (dir sq, S2, ... betecknar decimala siffror) ar
absolutbeloppet av absoluta felet maximalt 0.0005 - 10¢.

Relativa felet 4r maximalt (for ett normaliserat tal)

0.0005 - 10°¢
— 1.0000...-10¢

= 0.0005

'fl(a:) —x

Denna begriansning kallas relativa maskinnoggrannheten och
betecknas med €4, Denna kvantitet bestims av hur manga siff-
ror vi har i mantissan. Manga siffror ger ett litet €,,4ch-

Observera att €40, INTE HAR NAGOT med exponentomfing-
et att gora (hur stora eller sméa tal vi kan arbeta med).
Exponentomfanget ges ju av parametrarna L, U.

Om vi antar att vi riknar decimalt och U = 100 &r det stdrsta
talet vi kan lagra 9.999 - 10'°,

Om L = —100 &r det minsta positiva representerbara talet 1.000 -
10719, Det minsta representerbara talet ir INTE 0.0005.

1 dubbel giiller att €nqen = % ~ 1.11 - 107! (16 siffrorna!) och
i enkel precision €,,qcn & 6 - 1078,




Vi kan skriva

‘fl(w)—w

< €mach
pa ett annat sitt. Det giller att:
fliz) =1+ ez =z+ex med |e| < €mach

OBS OLIKA e.

Varfor giller detta? Antag x # 0.

() —x
fllz) =1+ ez < fl(z) —z=ex = ‘L = |¢|
oz
<€mach
OK édven om x = 0 ty fI(0) = 0.
Enligt IEEE skall en enstaka +, -, *, / avrundas korrekt.

Lat ® beteckna nagon av dessa operationer och 1at x och y vara
tva flyttal. Da giller att:

flzy) =1+ (z®y) =20y +e(zQy), le < emach

forutsatt att vi inte far Inf eller NaN

Beloppet av absoluta felet vi denna berdkning &dr alltsa:
[fllz®y) — (zQ@y)| = |e(xr @ Y)| < émacnlr @ Yl

och det relativa felet (om = ® y # 0):

fllz®y) — (z®y)

@y = |€| S €mach

25

Nagra vanliga problem med flyttalsrikning:
Utskiftning

Antag att vi riknar i dubbel precision:

>> a = lel6;

>> b = g

> a=a+1

a = 1.000000000000000e+16

% spara

>>a-b

ans = 0

ger ingen fordndring, ettan “trillar 6ver kanten”.
>> a = lel6;

>> a = a + 123

a = 1.000000000000012e+16

>> a-b

ans = 124

Inte hela 123 kommer med.
Man bor undvika att addera eller subtrahera tal av mycket oli-

ka storleksordning.

a + (b + c¢) behover inte vara lika med (a + b) + c.
En kompilator far inte optimera fér mycket.

>> 1 + (lel6é + (-1el6))
ans = 1

>> (1 + 1lel6) + (-1lel6)
ans = 0

Kancellation - subtraktion av tvi nistan lika stora tal

Antag att vi subtraherar foljande tva tal:

1.03678947f f betecknar ett fel, en osaker siffra
1.03678935g g betecknar ett fel, en osaker siffra

0.00000012t t nytt fel

I de tva forsta talen kommer felet i tionde siffran. I skillnaden finns
felet redan i tredje siffran. Vi har alltsd mycket stérre

relativ osidkerhet i skillnaden &n i nigon av de ingdende
termerna. Vi kiinner alltsi termerna mycket béttre dn

skillnaden; vi har forlorat information.

Vi far denna osikerhet dven om vi utfor subtraktionen exakt.

Ett fl-exempel

Antag att a, b och ¢ dr (redan avrundade) flyttal och att vi vill
berdkna a + be. Vi far inféra en e-term for varje rdkneoperation:

fl(a+be) = fl(a+fl(be)) = fl(a+be(l4€1)) = (at+be(1+€1))(14€2)

dir |ex] < €mach, kK = 1,2. S&, om vi multiplicerar ihop faktorerna
fl(a + be) = a + be + beey + (a + be)es + beere; =
|fl(a + bc) — (a + be)| = |beer + (a + be)es + beeyes|
Vi kan nu ge en dvre begrinsning av det absoluta felet:
|fl(a + be) — (a + be)| < |belemach + |a + belemacnh + |bel€2, ., =
(1 + €macen) [be] + |a + be]) emacn
For det relativa felet observerar vi (om a + bc # 0):
|Ifl(a+be) = (a+be)| _ (1+ €macn) Jbe| + |a + bel
|a + be| - la + be|
(1 + €macn) |be|
la + be|

€mach =

+ 1| €mach
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Sé det relativa felet dr litet om |bc/(a + be)| inte dr for stort. Om
diremot bc = 1, a+bc = 0, till exempel, kan vi fa ett stort relativt
fel.

Observera att ett uttryck som |ae; — bez| < (|a| + |b|)€mach dven
om a och b har samma tecken (e; och e; kan ju ha olika tecken).
Att uppskatta |(a 4+ b)e1| < (|a] 4 |b|)€macn dr dock onddigt
pessimistiskt, ty a och b kan ju ha olika tecken (notera att

det 4r samma €, for bada termerna).

Om man inte kriver en strikt grins utan endast en uppskattning
kan man tillita sig att slinga t.ex. €;e;-termer (produkter av ter-
mer) ty efnach <K €mach- Du kan ldsa mer om hur man férenklar
sadana och andra e-uttryck pa sista sidan i dvningsmaterialet.

For att se att analysen stimmer ritt bra kommer hir ett
numeriskt exempel i fyrsiffrig decimal aritmetik:

a = 10.70, b = —4.567, ¢ = 2.344. a + bc = —0.005048, exakt.

fl(a + be) = fl(a + fl(be)), be = —10.705048
Eftersom fl(bc) = —10.71 far vi fl(a + (—10.71)) = —0.010.
Beloppet av absoluta felet dr | —0.010 — (—0.005048)| = 0.004952.
Notera att detta fel &r ungefir lika stort som det exakta virdet.

Det relativa felet ar
0.004952

0.005048
Relativa maskinnoggrannheten, som &ar 0.0005, har alltsi forstorats
0.98/0.0005, en faktor 2000. Vi har inte en siffra ritt i resultatet.
Forstoringsfaktorn 2000 stimmer vil med var analys, som ger:

(1 + €macn) [be|
|a + be|

~ 0.98.

+ 1~ 2123




Om vi byter tecken pa b, si far vi ingen kancellation, och berdknar
en mycket bra approximation av det exakta virdet.

a =10.70, b = +4.567, ¢ = 2.344. a + bc = 21.405048 exakt.
fl(a + be) = fl(a + fl(bc)), be = 10.705048

fl(bc) = 10.71, och fl(a + 10.71) = 21.41,
som ir ett korrekt avrundat virde av det exakta resultatet.
Det relativa felet ar

21.41 — 21.405048 ~2.3.10°" = 0.46 €0
21.405048

Aven detta result stimmer vil med vir uppskattning som ger vir-
det 0.5 (ungefir).

Talsystemet igen:

Lucka kring nollan. Offra “decimaler” for att fa storre
exponentomfing. Vi anvinder denormaliserade eller subnormala
tal.

1.010010011100 ... * 20e normaliserat
0.000010100011 ... * 2°(-1022) denormaliserat

Har firre bitar i mantissan. Man talar om “gradual underflow”.
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Matrisfaktoriseringar

Vanligt i tillimpningar och teoretiskt arbete att skriva matriser
som produkter av andra matriser (kallas matrisfaktoriseringar el-
ler uppdelningar). Nagra exempel illustrerade med sméa
“kryssmatriser”:

X X X x 0 0 X X X

X X X|=|xXx0 0 x X

X X X X X X 0 0 x
A L U

L for “Lower triangular”, undertriangulir och
U for “Upper triangular”, 6vertriangulér.

Kallas LU-faktorisering. Anvinds fér att l6sa Ax = b-problem.
Matlab-kommando lu .

For att approximativt 16sa 6verbestimda ekvationssystem
(minstakvadratproblem) anvinder vi QR-faktorisering
(gr i Matlab).

X X X X X X

X X X X X x| [x x x

X X x| =]x x x 0 x x

X X X X X X 0 0 x

X X X X X X |y
A Q

dér Q ir ortogonal, dvs. QTQ = I.

Om A ir en sk diagonaliserbar matris kan vi anvinda
Matlabs eig -kommando for att beridkna:

X X X X X X A 0O X X X

X X X | =X X X 0 X O X X X

X X X X X X 0 0 A3 X X X
A X x-1

A1, A2, A3 dr A:s egenvirden och de tre kolonnerna i X ar
motsvarande egenvektorer. Om A &r en reell och symmetrisk matris
s kan egenvektorerna viljas ortonormerade varfor X &dr ortogonal
och X' = X7,

Singuliravirdesfaktoriseringen (i Matlab svd) &r en slags
generalisering av egenviardesuppdelningen till ickekvadratiska
matriser.

X X X X X XX x| [eg 00

X X X X X X X X 0 o, 0 X X X

X X X|=|x x X X x 0 0 o3| | x x x

X X X X X X X X 0 00 X X X

X X X X X X X X 00 0|7
A U )}

dir UTU =1, VIV =TI och o1 > o3 > o3 > 0. Faktoriseringen
existerar dven for liggande matriser.
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I numerisk analys har man dessutom varianter av en
faktorisering beroende p& matrisens egenskaper.
Detta for att spara datorminne och berikningstid.

Nagra exempel for LU-faktoriseringen.

Om A dr symmetrisk, AT = A, si behovs halva minnet och beriik-
ningstiden. Om A dessutom &r positivt definit (positiva egenvir-
den) kan man férenkla metoden ytterligare.

Det finns motsvarande varianter om matrisen dr komplex.
e AH = A A &r Hermitsk (A7 = AT)
o AT = A, A ir komplexsymmetrisk

Manga element i en matris kan vara noll, en gles matris. Detta kan
man utnyttja fér att spara minne och berikningstid. Det &r viktigt
eftersom glesa matriser brukar vara stora, med en dimension om
10* — 10° kanske. Ett specialfall av en gles matris dr en sk band-
matris, hir tvd sma exempel:

X X X 00 X x 0 00
X X X X 0 X X x 0 0
0 X X X X 0 X X X 0
0 0 X X X 0 0 X X X
0 0 0 X X 0 0 0 X X

Den hégra matrisen dr ett exempel pa en sk tridiagonal matris.
Den kan vara osymmetrisk, symmetrisk, symmetrisk positivt
definit, Hermitsk, komplexsymmetrisk etc. Dessutom brukar det
finnas stdd for enkel- och dubbel precision liksom for komplex och
dubbel komplex.

Man inser att det kan bli manga varianter av LU-faktoriseringen
(manga olika rutiner i programbiblioteken, t.ex. Lapack).




LU-faktorisering

Now |[let] there be

hemp 1 dou, wheat 3 dou, beans 2 dou, peas 8 dou,
worth 95 coins.

hemp 2 dou, wheat 5 dou, beans 3 dou, peas 9 dou,
worth 112 coins;

hemp 3 ddu, wheat 5 dou, beans 7 ddu, peas 6 dou,
worth 116 coins;

hemp 7 dou, wheat 6 dou, beans 4 dou, peas 5 dou,
worth 128 coins;

hemp 9 dou, wheat 7 dou, beans 3 dou, peas 2 dou,
worth 140 coins;

Question: how much is 1 dou [of each| worth?

millet 5 dou,
millet 4 dou,
millet 4 dou,
millet 3 dou,

millet 5 dou,

The answer says:
hemp 1 dbu 7 coins,
wheat 1 dou 4 coins,
beans 1 dou 3 coins,
peas 1 dou 5 coins,
millet 1 dou 6 coins.

En dou = 2 liter.

Detta exempel dr himtat ur kapitel 8 i den cirka 2000 ar gamla
boken “The Nine Chapters on the Mathematical Art (Jiuzhang Su-
anshu)” Boken behandlar 246 problem i 9 kapitel. Boken ir den
mest betydelsefulla kinesiska matematiska klassikern.

13285 h 95
25394 w 112
35764 b | =116
76453 p 128
97325 m 140
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I Matlab:
>>x =A\b
X =
7.0000
4.0000
3.0000
5.0000
6.0000

Kineserna utnyttjar det som vi kallar Gausselimination (= 1800).
Kombinera rader sa att vi till slut har en triangulir matris.

13285 95 i 3 2 8 5 95
253094 112 0 -1 -1 -7 —6 —78
35764 |x=|116|<|0 —4 1 —18 —11 |z = | —169
76453 128 0 —15 —10 —51 —32 —537
97325 140 0 —20 —15 —70 —40 —715

[1 3 2 8 5 95 1 3 2 8 5 95
0-1-1-7 -6 —78 0—-1-1-7 —6 —78
0 0 5 10 13 |z=| 143 |<|0 0 5 10 13 |z =| 143
0 0 5 54 58 633 0 0 0 44 45 490
0 0 5 70 80 845 0 0 0 60 67 702

1 3 2 8 5| |z 95
0 -1 -1 -7 —6]||x —78
0 0 5 10 13| || = 143
0 0 0 44 45| | =y 490
0 0o 0o o0 & s 372/11

Vi léser det triangulidra problemet med sa kallad bakitsubstitution:

x5 = (372/11)/(62/11) = 6

x4 = (490 — 45z5)/44 =5

z3 = (143 — 1024 — 13z5)/5 = 3

x2 = (=78 — (—l)xz — (—=T)@s — (—6)x5)/(—1) = 4
x1 = (95 — 3x2 — 23 — 8xy — Ba5) /1 =7

Kan formulera eliminationen som en serie
matrismultiplikationer.

1 0000 13285 1 3 2 8 5

—21000 25394 0O -1 -1 -7 —6

-30100 35764 =10 —4 1 —18 —11

-70010 76453 0 —15 —10 —51 —32

—-90001 97325 0 —20 —15 —70 —40
I A

Elementen —L;(2 : 5,1) (dvs. 2,3,7,9) kallas multiplikatorer.

1 0 ooo0|[1 3 2 8 5 1 3 2 8
0 1 000[]|0 -1 -1 -7 —6 0 -1 -1 -7
0 -4100[|0 -4 1-18-11|=[0 0 5 10
0-15010(]|0 —15 —10 —51 —32 0 0 5 54
0-20001(|0 —20—15 —70 —40 0 0 5 70
Ly
(10 0 00][1 3 2 8 5] [1 3 2 8 5]
01 0 00||0-1-1-7-6 0 -1 -1 -7 —6
001 00||0 0 510 13|=|0 0 5 10 13
00-110||0 0 5 54 58 0 0 0 44 45
00-101||0 0 5 70 80 0 0 0 60 67
L3
[100 0 0o][1 3 2 8 5] [1 3 2 8 5]
010 0 0|0 —-1-1-7 -6 0-1-1-7 —6
001 0 0[]0 0 5 10 13|=|0 0 5 10 13
000 1 0[|0 0 0 44 45 0 0 0 44 45
|[000=°1]|0 0 06067 |0 O 0 0 &
Ly U

LuLsLoI1A=U

A = (L4L3;L,L,))"'U

35

5
—6
13
58
80

Vi noterar (se 6vningarna):
o L; ar inverterbar

. L,;l ser nistan ut som Ly

-1

1 000 1 0 00
0100 |01 00
0Oal1l0 T |10 —-a10
0301 0-501
e det dr enkelt att multiplicera Lj-matriser:
L1 =
1 0 0 0
2 1 0 0
3 0 1 0
4 0 0 1
L2 =
1 0 0 0
0 1 0 0
0 20 1 0
0 30 0 1
>> L1xL2
1 0 0 0
2 1 0 0
3 20 1 0
4 30 0 1
>> L2*L1
1 0 0 0
2 1 0 0
43 20 1 0
64 30 0 1




Om vi sammanstéller allt detta far vi med andra ord

13285 100001 3 2 8 5

25394 2100 0 -1 -1 -7 —6

35764(=[34100[[0 0 5 10 13

76453 7151100 0 0 44 45

97325 920181(|lo 0o 0o o £
A U

—1p—1p—17-1
Ly Ly Ly Ly

Detta kallas LU-uppdelning. L dr undertriangulir och U
Overtrianguldr.

For att konstruera L plockar vi alltsd in multiplikatorerna fran
de olika Lj pa respektive plats i L.

Vad ir det for fordel med detta jimfort med vanlig GE (Gauss-
elimination)? Svar: enklare att hantera vid teoretiskt arbete. Gor
det mojligt att 16sa problem av typen Az = by dir by

beror av x;. (Om alla hégerleden dr kinda pa en gang kan
givetvis vanlig GE utnyttjas).

Sa normalt 16ses Ax = b i de tre stegen

1. berdkna L och U sa att A = LU
for att 16sa LUx = b infor vi beteckningen z = Ux och far da
problemet Lz = b

2.16s Lz = b (framétsubstitution)
3.16s Uz = z (bakatsubstitution)
Framatsubstitution gar till pA samma vis som bakatsubstitutionen

fast man tar raderna i omvind ordning.

Kostnad?

A = LU tar ungefir n3/3 vardera av + och *
Lz = b kostar n?/2 vardera av + och *

(Ux = z kostar lika mycket).
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Ett numeriskt exempel

1-1 2 3
A=|4-212|, b=|6
3 -7 1 9

Vi startar med en “tom” L = I och fyller i multiplikatorerna ef-
tersom under diagonalen.

—-1 2 1 -1 2
A= —212|— 1|0
-7 1 0
Sa, det som skall sta i L i4r symboliskt % och U &r det som blir
kvar av A efter trianguleringen.
Alltsa:
1 00 1 -12
L=|[4 10 och U=|0 24
1 0 03
Los Lz = b, ger:
3
z = —6
—12
Los Uz = z, ger:
16
T = 5
—4
Kontroll:
1 -1 2 16 3
Ax = |4 —2 12 5(=[6|=>b, OK!
3 -7 1 —4 9

Ar detta en stabil algoritm?

Hér foljer en grov skiss som visar vad som kan ga fel.

Lat e sta for ett litet tal. a;, as och as markerar “medelstora” tal.
LU-faktorisering blir da:

[oi ZZ] - {all/é (1)] [(E) ag,—t:zz(al/e)]

A L U

ay /e blir ett stort tal, vilket ger utskiftning i berdkningen av us, =
a3 — az(ai/€). Lat oss anta att hela aj skiftas ut och att allt annat
riknas ut exakt. Hur stort blir bakatfelet?

1 0 € as . € ay
ai/e 1| |0 —az(ai/e) | a; 0
| —————
ber. L ber. U faktoriserad matris

Vi har alltsa faktoriserat en matris som avviker mycket fran A i
(2,2)-elementet. Algoritmen behéver inte vara stabil.

Det kan vi dock litt fixa. Kasta om raderna i systemet (byt ordning
pa ekvationerna), dvs. studera matrisen B = P A:

_ |01 _ | a1 a3
IR
N—_——

P
LU-faktorisering blir nu:

E I

Notera att €/a; dr ett litet tal. Vi far alltsd inte farlig utskiftning
i U2,2.
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Lat oss anta att az(e/a;) skiftas ut:

1 0 ay a3 | _ |ap as —B+ 0 0
e/a; 1 0 az| | € as+asze/ar| 0 aze/a;
—— ————

ber. L ber. U faktoriserad matris Fel

Detta forfarande kallas partiell pivotering och det far utféras i var-
je eliminationssteg. Hir foljer ett exempel:

—0.01 0.80 3.8 001
A= —0.10 —2.05 78|, Pb=[010
1.00 20.00 20.0 100
1 00 1 20.00 20.0 1 20.00 20.0
0.1 10 —-0.1 —2.06 7.8| =0 —0.056 9.8
0.01 0 1 —0.01 0.80 3.8 0 1.00 4.0
Ly PA L1P A
100 10 0 1 20.00 20.0 1 20 20
P,=]001{, 01 0 0 1.00 40| =|0 1 4
010 0 0.05 1 0 —0.05 9.8 0 0 10
Ly PyL1PA U

Sa L,P,L,PiA = U. Kan visa att vi berdknat P,PA = LU.

1.00 20.00 20.0 1 0 0 1 20 20
—0.01 0.80 38| =| —0.01 1 0 0 1 4
—0.10 —2.05 7.8 —0.1 —0.05 1 0 0 10

PP A L=[RLy'P|L;" u

Vi bildar givetvis aldrig permutationsmatriserna utan rader
flyttas via tilldelning eller pekare.
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LDU-faktoriseringen

L har ettor pa diagonalen. Kan fa ettor pa U:s diagonal genom att
“bryta ut” U:s diagonal (antar A ickesingulir).

D = diag(u11,.--,Unn), A= LU= LD(D'U)

Sitt U = DU sa blir A = LDU dir bade L och U har ettor pa
diagonalen.

Vi struntar i pivotering for att slippa brak.

)= Lavllee] =[] (6l o3]

Vi kan utnyttja detta for att titta pa tva viktiga fall:

A symmetrisk: A = AT = U = L7 sa att A = LDL".

Innebir halva antalet operationer for faktoriseringen (férutsatt att
vi utnyttjar symmetrin i var algoritm).

Kréiver halva lagringsutrymmet.

FHE e I P Y

Problem med pivotering och symmetri ty partiell pivotering
férstér symmetrin (finns andra pivoteringsalgoritmer).

Det andra viktiga fallet intréiffar nir D i A = LDL” har
positiva diagonalelement.
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Forst ett exempel:

A L U L D T

L D1/2 Dl/2 T L D1/2 L D1/2

C cT

)= Lis] o5

A C cr

Sa

Detta kallas Choleskyfaktorisering och den existerar nir A ar sym-
metrisk och positivt definit: x # 0 = zTAz > 0. I denna kurs
kriiver vi ocksa symmetri, AT = A.

D har i detta fall positiva diagonalelement. Man kan visa att LU-
faktorisering for en positivt definit matris ar stabil &ven om vi inte
pivoterar.

Positivt definita matriser dr vanliga i tillimpningar.

Exempel: vi har partiklar med massorna m;j, my, m3 och farter-
na vy, v2, v3. Den totala kinetiska energin, Ey;, ir

myv? + movi + myvl 1 mi 00 U1 T Mo
3 _ _
= — [v1, v, v3] 0ms O vy | =
2 2 T 0 0m v 2
v 3 3
_—
M v
oI My

Eyin > 0 om nigon massa ror sig, dvs. v # 0 = =5 > 0 si att
M ar positivt definit.

For ett ickediagonalt exempel, se FAQ, Positivt definita matriser
och fysik (ett mass-fjider system).
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Exempel: en symmetrisk, positivt definit matris har positiva egen-
virden.

Bevis: En reell och symmetrisk matris har reella egenvirden och
egenvektorer.

T Ax

Tz

Az = e = 2TAz = aTa = A = >0

ty 2Tz = Y)_, @ > 0 eftersom z inte &r nollvektorn. W

Omvindningen géller ocksa: en reell, symmetrisk matris ar
positivt definit om den har positiva egenvirden.

Exempel: en positivt definit matris har positiva diagonalelement.
Tag x = ej, kolonn j i I, enhetsmatrisen.
Da dr (med Matlabnotation)
Ae; = A(:,7), e?A = A(j,:), e;rAek = A(J,k) = aji
Sa

e;‘.rAej =a;; >0,j=1,...,n
Observera implikationen. Positiva diagonalelement &r ndédvindigt
for att vi skall ha en positivt definit matris. Det &r inte ett tillrick-

ligt villkor.
12 1
e[
Matrisen dr indefinit med egenvirden —1 och 3. B

Diagonalelementen méaste ocksa vara tillrickligt stora jaimfort med
de utomdiagonala, fér att matrisen skall vara positivt definit.
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Slutligen ett exempel fran flervariabelkursen. Lat z = f(x,y) vara
en reellvird funktion av tva variabler. Vi vill unders6ka om f har
ett stringt lokalt minimum i punkten (a,b). Om f ar tillrickligt
snill (har tillrdckligt manga kontinuerliga derivator) giller att:

fla+h,b+k) = f(a,b) + fi(a,b)h + f,(a,b)k+

F (a,b)h® + 2fg'b’y(a, b)hk + f;'y(a, b)k? N
2
Ett nédvindigt villkor for minimum ar att gradienten dr nollvek-
torn, ty annars kan vi géra f mindre genom att ga i negativa gra-
dientens riktning. Alltsa giller:
f2 (a,b)h® + 2f;’y(a, b)hk + f;’y(a, b)k?

f(a+h,b+k) = f(a,b)+ 5 F.o..

Nu ér (dar vi inte skriver ut (a, b))
Fih® + 20k + Sk = FLR2 + L hk + flkh + fK =
foo £y | [h h Fou T
[h k] {f;'m f;’: | =v'Hv, medv=| |, H= 7 f;,z

H &r den sk Hessianen. Om H &r positivt definit si har f ett
striangt lokalt minimum i (a, b).

[E—

Detta giller allmint. Om w = f(z,y, 2) dir Vf(a,b,c) ar noll-
vektorn, si har f ett stringt lokalt minimum i (a, b, ¢) om
18
'’ /)
Ty Ty Ty
fzm fzy fzz

dr positivt definit (alla derivator &r beriknade i (a, b, c)).

Notera ocksa att om A dr en n X m-matris och  en kolonnvek-
tor sa giller att:

n
_ T
E ajLx;Ty =T AT

n
=1 k=1

J
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Konditionstalet for Az = b-problemet
“Proof by example”

Lat oss se hur 16sningen x dndrar sig nér vi stor hogerledet b. Vi
studerar ett numeriskt exempel dir A ir diagonal.

oot o= 1] = o= o]

Vi stér nu b med f och far da 16sningen y, dvs. Ay = b+ f.
Hur mycket dndras «, dvs. hur stor dr y — x?

Yy = A’l(b+f) =A%+ A f=c+ Af
sa att

s s B [4]-[54]

Det dr dr inte alltid sa hér illa. Om vi i stéllet tar
koefficientmatrisen
2 0
B= {0 0.1]

0.5 fi
10 fo

sa blir

y—:c=B’1f=[

Slutsats: om A har ett eller flera diagonalelement nira noll, sa
kommer x att vara kinslig fér dndringar i hogerledet.

A ar “néstan singulir” i féljande mening:

2 0 7. o o0 _J20
0 10710 0 —-107] " |00
—_— S Y=

A E singulir
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Den lilla stérningen E (smi element jimfért med det storsta ele-
mentet i A) gor A singulir. A ligger alltsi néra en singulir matris.

B ir inte nistan singulir eftersom E maste innehalla ett stort
element, —0.1.

Allmént géller att x ar kinslig for stérningar i b och A om A
ar nistan singulir. Om A dr langt fran att vara singulidr, sa dr x
relativt okénslig for stérningar.

En niistan singulidr matris har en invers dir atminstone nagot ele-
ment dr stort. Eftersom y — z = A~'f sa kommer z att éndras
mycket om A~! innehaller stora element.

Om matrisen inte dr diagonal far vi ett mer komplicerat
upptridande. Antag att 6 > 0 &r néra noll.

ERE L 1[146 -1
C‘[11+5]:>C _3[—1 1]

Vi ser att C~! iir proportionell mot 1/4, s inversen &r stor.
C ligger ocksa néra en singulidr matris. ty om vi subtraherar § fran
C2,2 54 blir matrisen singulér. Detta géller allmént.

Om C har element av storleksordningen ett:

storlek paA C~! &~ 1 / avstandet till niirmaste singulira matris

For att gora riktiga satser krivs mer matematik, vektor- och
matrisnormer.
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Vektornormer

En vektornorm &r en funktion som ger ett matt pa storleken pa
elementen i en vektor. Om vektorn innehaller n element sa sam-
manfattar vi storleken med ett ickenegativt tal, s& normer kan vara
trubbiga mitverktyg.

Det finns oéindligt manga normer. Vi kommer att anvinda tre si
kallade Lp-normer som vi betecknar med || - ||p:

n
llzllp = {Z |2k [”
k=1

ep=1,|lz||y =X ;_, |zk|, ettnormen

1
P

, p>0

1
ep =2, |lz|l = [>,_, ®}]?, tvinormen

® p = 00, ||T||ec = maxi<i<n |Tk|, maxnormen

Dessa tre normer (liksom alla vektornormer) uppfyller:
e x # 0= ||z|| > 0 (positivitet), ||0]| =0
o ||az|| = |a| ||z|| for alla @ € R (homogenitet)

o ||z + y|| < ||z|| + ||y|| (triangelolikheten)

Normer ir olika stora

-1
z=| 2, |[z|i=6, [lz[l=Vv14, |[|z[lo=3
-3

men de dr ekvivalenta (“jamf6rbara”). Det existerar positiva tal a
och B som inte beror pd x utan bara pa n si att t.ex.

allz|ly < ||zl < Bzl
1 detta fall ir @« = 1/4/m och 8 = 1. Olikheterna #r skarpa, det

existerar x # 0 dér likhet antas.
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Varfor ricker det inte med den “vanliga lingden” av en vektor, dvs.
det vi kallar tvanormen?

Det beror pa att olika problemstillningar kriver olika sidtt att mé-
ta storlek. Dessutom kan det vara s att det gar att skapa starkare
satser for en viss norm.

Exempel:

Antag att vi befinner oss i en stad dar kvarteren ligger i ett rut-
nit. Vi vill ta oss den kortaste vigen fran A till B. Lat O beteckna
origo. Om vi kan flyga si ar avstindet ||B — A||z. Om vi miste
folja gatorna sa iir avstandet ||B — A||; (dvs. lingden av O A plus
lingden av OB).

||B — Al|s kan tolkas som den storsta forflyttning som vi gor sid-
ledes.

Ettnormen kallas ibland “Manhattan distance”.
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Innerprodukter

Vi kan definiera en norm givet en innerprodukt (skalirprodukt).
Toy=(zy) =) mayp=ay
k=1

Sa
[lz]|s = VaTz

Notera att =Ty #ir en skalir men xy” ir en matris.

Exempel:
3 -1 -3 -2 -1
[-123]|2]|=4, 2([321]=| 6 4 2
1 3 9 6 3

Om z # 0 s& siger vi att vektorn z/||z|| 4r normerad (har lingd
ett).

Definition av vinkel

ay = ||z[|2||yll2 cos ¢

Cauchy-Schwarz olikhet

|lz"y| < [la]la]lyll2
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Matrisnormer

Matrisnormer dr funktioner fran R™*™ till R och uppfyller de tre
vektornormsvillkoren ovan.

Anvindbara matrisnormer ir dessutom submultiplikativa
(konsistenta):
[1AB]| < [|A]l || B

Tre olika normer kan vara inblandade ovan. Vi anvinder samma
beteckning || - || for alla tre.

Vi kan bilda matrisnormer utgiende fran vektornormer.
En operatornorm méter hur mycket multiplikation med en matris
A kan forstora en vektor:

]
[|A]| = max

a0 |||
Vi noterar att ||I|| =1 om || - || & en operatornorm.

Operatornormerna som svarar mot vara tidigare vektornormer:

ep =1, ||A||; = max, Y ", |a,|, ettnormen, stérsta kolonn-
summan

1
o p =2, ||A||; = max [A(ATA)]? tvanormen

ep = o0, ||A||l = max, > ;_, |ark|, maxnormen, storsta rad-
summan
Exempel:
1 -2 -3
A=16 4 2|, |[|AlL=16, [|Al|2~11.9042, |[A]ls =18
9 —6 3

Konditionstal for Az = b-problemet

Vi skall nu anviinda normer for att studera konditionstalet for
Ax = b-problemet. Vi vill alltsd studera vad som hinder med x
néir vi dndrar A och b. Vi kommer endast att dndra b.

Sats: Antag att A dr ickesinguldr och att Ax = b # 0.
Om Ay = b + f sa giller att

llz — yll
(|

_1yy WS
<Al A™Y] o
[1ol]
Bevis:
Ay=b+f och Az=b=>Aly—z)=f=>

y—a=A"f = [ly -l = [|ATS]] < AT IF]]

Men Az = b sa att [|A|] [|z[| = ||b]| eller 1/||z|| < ||A][l/|[b]|.
Man kan bevisa likartade satser for fallen nidr A eller A och b
stors. Normalt betecknas konditionstalet med kappa, dvs.
w(A) = [|A]] ||A7Y]].
Antag att || - || 4&r en operatornorm, da giller:

e k(A) >1foralla A, ty 1 =||AA7Y| < ||A]] ||1A7Y)]

e I ir perfekt konditionerad ty x(I) =1

e konditionstalet dr skalningsoberoende k(aA) = k(A)

® k(A) = co om A &r singuldr

Om A ir singulir kan det finnas ingen eller oéindligt manga
16sningar. Vi férvintar oss problem om A dr néstan singulir.
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Om k(A) &r stort sa finns en matris, E, med liten norm ||E||, s
att A 4+ FE ir exakt singulir. A “ligger nira” mingden av
singuldra matriser, matrisen ir “nistan” singulér.

Om k(A) ér litet maste man dndra A mycket (stor E) for att
A + E skall bli singulér.

Man kan visa att de E som gor A + F singulir och som har minsta
norm uppfyller ||E|| = ||A||/k(A).

Determinanten for A inte dr nigot bra matt pa nistan singulir.

Exempel:
det(al) = a”, k(al)=1
A=Y 01 det(a) = 0.1, k(4)=10
“lo o> GHA=0L A=
10 0 O
001 0 O
A=100 o1 o | det(a)=0.001, (4) =10
0 0 0 0.1




Exempel: Hur vil stimmer satsen?

o] 2] o [3] men

0 1078 0 0
Tag
10~° 10~ [l — ylle 0.1
R R e B b s
flloe _ , 4107°
Koo(A)—— = 10°—— = 0.1
T 0

S& likhet i griansen. Tag nu i stéllet

10—° 107° [l — y|loo 107° °
= S y—x= = Jle 27— 10°¢
y [0 ] yoe [0}’ lelle 1

K (A)% — 108£_9 =0.1
16 oo 1

vilket ger en enorm 6verskattning.
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Tolkning av satsen

Antag att elementen i z (resp. y) dr ungefir lika stora. Da giller
att * = xy e, dir e ar vektorn av ettor.
Analogt giiller att y = y; e. Alltsa:

lle —yll _ lI(zx —yr)ell _ 12 — yxl

~
[l [lxell ||

S& normen uppskattar da det elementvisa felet. Felet kan da, i det-
ta speciallfall, begrinsas enligt:

[£1]
< k(A) W

|k — Yl
||

Detta séger att relativa felet i varje 16sningskomponent begrinsas
av det relativa felet i indata multiplicerat med x(A).

Om t.ex. ||f]|/]|b]] = 0.5 107% (k decimaler) och x(A) ~ 107
sa ar
| — yil
|k
sa vi har tappat p siffror i svaret, vilket ger féljande tumregel:

$107.0.5-107% = 0.5 1077*

Om k(A) = 107 sa riskerar vi att tappa p siffror.

Antag nu att x innehaller element av olika storleksordning, t.ex.

z = [1,107%]T och att vi anviinder || - ||co. Om p — k = —3 giiller
att:
max{|1 — y1|,[107% — y5|} < 0.5-1073
sa att
1-05-10%<y; <1+0.5.107°
och

102 -05-103< 9y, <1072 4+0.5.1073

Normer kan vara trubbiga instrument.

Hur stora fel har vi i indata? Lat oss se pa tva fall.

Exakta indata: i detta fall far vi eventuellt avrundningsfel nér a;
och by lagras i datorns minne. Relativa felet (per komponent) ar
ungefir €mach. Vi far ocksd avrundningsfel nir vi l6ser Ax = b-
problemet.

Vi kan nog tillata tamligen stora x(A), men det beror givetvis pa
hur ménga siffror vi beh6ver. Om vi har stora krav eller om k(A)
idr mycket stort, sia kan vi minska €y, genom att t.ex. anvinda
Maple eller Mathematica (rdkna med fler siffror). Att rikna med
manga siffror gar dock mycket langsammare

(mjukvara och inte hardvara).

Indata med osidkerhet (méitdata): detta fall ger normalt storre be-
griansningar pa hur stora x(A) som kan tillatas, eftersom vi normalt
inte miter sa vildigt noga.

Att rikna med mindre €pacn ger normalt inte en bittre l6sning
eftersom k(A) ar mattligt stort och métfelen helt dominerar dver
avrundningsfelen.

Hur kan vi uppskatta <(A)?

Att beriikna A~! tar mycket tid och minne om A &r stor.

cond i Matlab anviinder svd for || - ||2 och explicit inv for

andra normer.

For stora matriser kan man anvinda condest som uppskattar
[|A7!|| genom att 16sa linjira ekvationssystem (+ listigheter).

Aven LAPACK kan ge en sidan uppskattning nir man loser Az =

b. Uppskattningen kostar niistan inget eftersom man
utnyttjar den LU-faktorisering som redan beriknats.
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Vad siiger residualen » = b — A&? & beriknad 16sning.
1 0 1 L1 _ 0
=losle=lo] o=l =[]

Kan visa:
(A+E)2 =0b, [||E|l2=|lrll2/]I2ll2
[|E||2 = 1078 i exemplet.

Sa en liten residual betyder att vi 16st nistan riatt problem.

I framétriktningen kommer x(A) in (antag att A~! existerar):
r=b—Aé=Az— A =A(z—2) Sxz—3=A"r

Alltsa géller:
[l —&|| < [[A7H] [|]]

Om b # 0 giiller:

1 [1All

[oll < Al ||| & +— < T

|| — [lbl]

Om vi kombinerar de tva olikheterna erhaller vi:
e =& _ g il
]l ]

Sa felet i l6sningen kan vara godtyckligt stort dven om residualen
ar liten.




Minstakvadratproblem
Ett ofta Aterkommande problem &r att vi har en matematisk modell

och uppmitta virden, och vill bestimma parametrar i modellen.

En mycket vanlig modell fir b = ce* (halveringstid, befolknings-
tillvéixt, urladdning av kondensator). b kan vara befolkningen vid
en given tidpunkt t. ¢ dr befolkningsmingden vid tiden ¢ = 0.

Antag att vi vill bestimma parametern A genom att méita b vid
m olika tidpunkter. Vi alltsd har m par (¢, b)),k = 1,...,m av
méitvirden. Lat oss anta att vi kiinner c.

Hur ska vi berdkna A? Vi har ju m olika ekvationer

by = ce™, by =ce™2,..., b, = ceMm

och vi lar inte kunna hitta ett A som satisfierar alla ekvationerna.
Det ir inte intressant att fa m olika A-viirden.

En rimlig kompromiss ir att hitta ett A som approximativt

satisfierar alla ekvationerna, dvs:

Aty Ata Atm
y .

b, = ce by, = ce .y by =ce

Detta kan formuleras pa foljande vis:
Forsok att gora alla avvikelserna (residualerna)

ce™ — by, ce™ —by,..., ceMm — b,
s& smé (nir noll) som mojligt.

Vi hade lika giirna kunnat studera avvikelserna b;, — ce .
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Vi kan definiera “sm” pa oidndligt manga sitt, till exempel:

m
minz ‘ce)“k — bk}
A
k=1

m 1/2

. 2 .

min E [ce)‘t“' — bk} min max ‘ce)‘t“' — bk‘ y
BN et A 1<k<m

Dessa forslag dr inte slumpvis valda, utan 1at oss inféra en
vektor, r, av alla residualerna (en residualvektor):

ceM — by
ce M2 — b,

At
ceMm — by,

Var tre matt kan da skrivas:
min [lr/l,  min el min i/l

Vi kommer normalt att fa olika virden pa A beroende pa vilken
norm vi utnyttjar. Varje A dr dock bést for den givna normen.

Det finns odndligt manga fragor, varje fraga med sitt svar; varje
svar dr dock ett korrekt svar pa den givna fragan.

Det finns normalt inte ett basta A-virde.

Man kan givetvis ha modeller med flera parametrar. Ett vanligt
problem ir att anpassa en serie mitpunkter till en rit linje.

Var modell kan d& skrivas; b = x; + xt. Hir ar x; och x2 pa-
rametrar och (¢, bx) dr uppmétta virden.

Hur ser residualvektorn ut i detta fall?

x1 + xaty — by 1t by
, Tyt @aty —by | |1ty [ml] | b
: HE T H
T + Taty — b Ltw | X | bm
A b

Dvs. r = Ax — b. Vi vill alltsa 16sa minimeringsproblemet:
min ||Az — b]|
T

i nidgon lamplig norm.

Observera att detta normalt inte dr ett linjirt ekvationssystem.
Vi loser inte Az = b, ty detta gar normalt inte, eftersom vi far av-
vikelser i alla ekvationerna. Lite slarvigt kan man skriva Az =~ b.
Om vi kan 16sa Az = b s dr ju residualvektorn »r = Ax — b noll-

vektorn, varfér mitpunkterna foljer modellen exakt. Notera ocksa
att matrisen A har fler rader dn kolonner.

Nir residualvektorn kan skrivas r = Ax — b séger vi att
problemet ir linjart. Modellen har utseendet:

b = uttryck, parameter; + ... 4 uttryck, parameter,,
dir uttryck, beror av mitvirdena och inte beror av nigon

parameter.

Var forsta modell ar ickelinjir eftersom parametern A inte ingar
linjart i modellen.
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I vissa fall kan vi via substitutioner eller andra transformationer
skapa en linjir modell utifran en ickelinjir saddan. Var forsta modell
ar enkel att transformera, forutsatt att b och ¢ har samma tecken.
Lat oss anta att bade b och ¢ dr positiva:

b = ceM < logb =logc+ At
A ingar nu linjért i modellen.
Om vi nu antar att ¢ inte dr kiind (vi métte aldrig b for ¢ = 0)
si dr ¢ en parameter som nu ingar ickelinjart i modellen. Om vi

sitter ;1 = log ¢ har vi dock en linjir modell som &r identisk med
modellen for var rita linje, logb = a1 + At.

For att gora analogin dnnu tydligare sitter vi z; = X och far:
1t log by
min t.2 [ T ] _ log. b,
x : : T2 :
1t log bm,

Efter att « dr beridknad siitter vi s ¢ = e€”! och A = x,.

Nér vi gor transformationer pa detta sitt dndrar vi (ibland) pa
normen. Logaritmering, till exempel, har en utjimnande

verkan, och minskar de stora residualernas inflytande.

Detta kan jimforas med att minimera i en annan norm.

Vi stéller en annan fraga, men den kan ju vara lika relevant.

Ibland fister vi olika stor vikt vid de olika residualerna.
Mitapparaturen kanske miiter olika noga i olika méitomraden. Det
ar da rimligt att ett osidkert virde far mindre inflytande &n ett
sikert. Vi kan dstadkomma detta med en viktad norm, t.ex.

mmin [IV(Az — b)||, V = diag(vi,v2,...,Vm)
Residual, 7, multipliceras alltsd med vikten wvy.
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Lat oss nu atervinda till den rita linjen, b = x; + x.t.
Foljande bild visar anpassning i vira tre normer.

Anpassning med olika normer. 1 -., 2 -, inf ——

25 1
o
20F AN
s
o 15F e 4
//O/
///O/
10r z 1
o o
s, 1
% Q L L L L
2 4 6 8 10

Accentueras nir man har utliggare (outliers).

Anpassning med olika normer. 1 -., 2 -, inf ——
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Vi studerar nu det linjira minstakvadratproblemet:
min ||Az — bl|»
x

Det ir enkelt att beskriva den optimala l6sningen till detta pro-
blem. Vi ser pa specialfallet ndr A har tva kolonner, a; respektive
as, men det kan enkelt generaliseras till ett godtyckligt fall.

For en godtycklig * € R? giller att Az = a;x; + asz, ir en
linjirkombination av As kolonner. Nir « varierar 6ver alla vekto-
rer med tva element si kommer mingden a;x; + axx, att bilda ett
plan, As bildrum, R(A) (ty R(A) = {Az | z € R"}).

Om b tillhor detta plan si existerar (minst) ett x si att Ax = b
med likhet. Residualvektorn » = Az — b blir da noll. T.ex.

11 2
A=|01], b=|1
01 1

1 exemplet &r = = [1, 1]7. Normalt bildar dock b en vinkel mot
planet, tag till exempel b = [2,1,2]T. Vektorn b kan di inte skri-
vas som en linjirkombination av As kolonner, men vi vill minimera
avvikelsen, lingden av residualvekorn Az — b.

Dela upp b i tvi komponenter, by som ligger i planet och b; som
ir ortogonal mot planet. Oavsett hur vi viljer « sa kan vi inte
nollstilla nagon del av b, , eftersom b, ir ortogonal mot alla lin-
jirkombinationer, Azx. Diremot kan vi nollstélla b4, eftersom b4
ligger i planet och den dédrmed &r en linjirkombination av As ko-
lonner, dvs. det existerar (minst) ett = s& att by = Ax. Detta x ir
det x vi soker.

Residualvektorn blir r = Az — b= Ax — by — b, = —b,.

b

/

—_\

Hir foljer samma resonemang med normer:

Pythagoras sats: om y och z dr ortogonala vektorer giller:
lly + z[15 = Ilyll3 + [I12113
ty
2 T T T T T 2 2
ly+zll; = (y+2)" (y+2) =y y+yoz+z0y +27z = |lyllz +l=l1;

Det x som loser Az = by dr optimalt. Ty om si inte vore fallet
existerar z # 0 si att  + z ger ett mindre viirde pA normen. Vi
testar:

[[A(z + 2) = bl[; = [|A(z + 2) — (ba + b1)|[5 =

| Az - ba+Az — b5 = ||Az[[3 + [[bLI3 > [bo]l3
Med minimum di z = 0 (om A har linjirt oberoende kolonner).

Residualvektorn, » = —b_, ir ju ortogonal mot bildrummet. Bildrum-
met utgors av alla linjirkombinationer av a; och a, (i vart speci-
alfall) vilket medfor att a?r = alr = 0.

Vi kan skriva dessa likheter pa féljande form:

aT'I" aT T
0= [aér] - [a?]’“: [a1 az] r=ATr = AT(Az — b)

vilket ger oss normalekvationerna:

ATAz = ATb

rang(A) = n = ATA symmetrisk och positivt definit. Kan 15-
sa normalekvationerna med hjilp av Choleskyfaktorisering.

Entydighet?

e om A har linjirt oberoende kolonner s har minstakvadratpro-
blemet en entydig 16sning. Matrisen har full rang.

e om A har linjirt beroende kolonner (ir rangdefekt) si finns det
odndligt manga I6sningar som ger samma residualvektor, ty tag
z € N(A) da giller att A(z + z) = Axz.

Om A har nistan linjirt beroende kolonner, si idr problemet

illa konditionerat. Normalekvationerna forvirrar konditionen pa
problemet, ett elakt problem kan bli omdgjligt att 16sa. Det gil-
ler att K(ATA) = k(A)2. Vi ska diirfor se pa en bittre metod
baserad pa QR-faktorisering.

x = A\ b i Matlab anvinder QR-faktorisering.

Observera att operatorn \ &r Overlagrad. Om A &dr kvadratisk si
anvinds LU-faktorisering, annars anvinds QR-faktorisering. Mat-
labkoderna for de tva fallen har ingen gemensam del.




Varfor vill man ha manga métvirden? Nagot om statistik.

Antag att vi har modellen b = p(t), dir p &ir ett polynom av grad
noll, en konstant, si p(t) = «, dir « ar en skaldr. Minstakvadrat-
problemet kan skrivas:

1 by

. 1 by
min . xr — .

1 b,

2
Om vi later e beteckna kolonnvektor av n ettor har vi problemet
min, ||e z — b||; och normalekvationerna ger oss 16sningen:
n
D=1 bk
efex =eTd = x==k=t
n

s x ar medelvardet av bg-virdena.

Antag att by = B+ 6, k = 1,...,n, dir 8 ir det exakta (men
okiinda) b-viardet och d; dr métfel. Det giller

e== Y b== > (B4+6) =B+~ 4
"= ™=

n k=1

vilket ger oss ett uttryck for det absoluta felet:

n

> a

1
|z — Bl =—
LU Pt

Antag att det finns § > 0 s& att felen har egenskapen:
—-06<6, <0, k=1,...,n

Vi kan da begrinsa det maximala felet i x:

n

> o

k=1

Detta dr en pessimistisk uppskattning, eftersom métfel normalt

n

< =D el <

k=1

g

1
o -8l =
n

3

varierar i storlek och tecken (om vi inte har systematiska fel).
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Medelvirdet av felen dr normalt mindre #in det maximala felet.
Antag att felen, dy, dr likformigt férdelade i intervallet [—4, 4],
4 > 0. Foljande bild (simulering med Matlabs rand ) visar hur
medelvirdena

1 n
=Y Oy m=1,2,...,40
nk::l

ser ut fér 50 mitserier. En heldragen linje visar, fér en mitserie:

01 +02 61+ 0+ 03 01+ 02+ 03+ ...4+ g

P
by 3 40

g ey

Fel i medelvardet. 50 matserier.

1 10 20 30 40
Antalet méatpunkter

De tva horisontella steckade linjerna markerar maxfelet +4.

Vi ser att spridningen minskar med 6kande antal mitpunkter. Man
kan bevisa att den sk standardavvikelsen minskar som 1/y/n (de
andra streckade linjerna visar +6/4/n).

I matematisk statistik (och fysik) formulerar man sig ungefir sa
hér:

med 95% sannolikhet ligger det riktiga vérdet i intervallet

(z — fel, x + fel) dir fel kan riknas ut. Detta intervall ir ett sk
(observerat) konfidensintervall och sannolikheten, 95%, kallas
konfidensgrad.

Detta sédger att i 19 fall av 20 sa kommer det riktiga virdet, 3,
att ligga i intervallet.

Mer allmént kan man bestimma en sannolikhet, 0 < p < 1, dar
felet dr begrinsat av fel(p,n,d) (en funktion av p, n och §). For
fixt n, si kommer ett storre p (sikrare) att ge ett stérre virde pa
fel(p,n,d). Man skall tinka pa att felet kan 6verstiga fel(p, n, ),
eftersom vi arbetar med sannolikheter. Om man kréiver visshet,
p = 1, far vi maximalfelet.

Vi kan alltsd véiljer mellan en sidker, men pessimistisk grins, och
en realistisk men oséker.

Bilden ovan ir lite missvisande. Man har inte alltid sa langa métse-
rier (40 virden). 10-20 virden &r inte ovanligt och ibland har man
kanske bara fem virden. Felet beh6ver inte minska s mycket, med
andra ord.
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Kort om konditionstal fér LS-problemet (LS = Least Squares)
Antag att x resp. y loser foljande problem:
min||Az —b||; resp. min||(A+F)y—(b+ f)l:
y ar alltsd 16sningen till ett stort problem.

Vivill begrinsa ||y—x||2/||x||2 i termer av || F||2/||A]|2 och || f||2/]|b]]2-

Att gora detta allmént dr svart. En forsta forenkling dr att anta
att A har full rang och att ||F||, &r tillrdckligt liten sa att A + F
har samma rang som A. Hirledningen ir nu avsevirt enklare, men
4dnda lite smabesvirlig, s pa dessa sidor antar vi att F' = 0, precis
som vi gjorde nir vi analyserade Az = b-problemet.

Eftersom A har full rang kan vi anviinda normalekvationerna och
far x = (ATA) " *ATb resp. y = (ATA)LAT(b + f).

Losningen till ett vanligt linjirt ekvationssystem, Cx = b, kan
skrivas, x = C71b, s det verkar rimligt att betrakta (ATA)"1AT
som en generaliserad invers. Detta gor man, och denna invers kallas
pseudoinversen, beteckna AT och kan beriiknas med
Matlabkommandot pinv .

AT dr ett matematiskt hjilpmedel och den brukar inte anviindas
for att 16sa minstakvadratproblem i praktiken. Vi ser att A ir en
vinsterinvers, At A = (ATA)"'ATA = I. Dédremot #r inte A*
en hégerinvers, si AAT # I. Man kan definiera A% fiven om A ir
rangdefekt (men da giller inte att AT = (ATA)~1AT).

Vi ser att

y—x=AT0b+f) - ATb=ATf = |ly — 2|l < ||AT]]2 [|£]l2




Vi maste fa en undre begrénsning av ||z||2 och anviinder samban-
det Ax = by, dir bs dr den ortogonala projektionen av b pa A:s
bildrum. Antag vidare att by # 0 vilket medfor att  # 0. Vi far

[1ballz = [[Az]]z < ||Allz ||z]]z = 1/]|2|l2 < || All2/[]ball2

Slutligen:
lly — =2

(]2

< ALl 14711y 1

R o All2

Denna grins liknar den for linjira ekvationssystem. En viktig skill-
nad dr att det inte star || f||2/]|b]|2-

Lat oss skriva om uppskattningen:

lly — =l [1Bl]2 [1£1]2
[]|2 [1ball2 11]]2

Om modell och méitdata stimmer vil 6verens s kommer ||b||2/]||ba||2
att vara nira ett (kvoten &ar alltid > 1), men om modell och

data inte passar ihop sa kan kvoten bli stor. Extremfallet ar att b
ar ortogonal mot A:s bildrum i vilket fall by = 0 och kvoten &r
odndlig.

< [lAll2 [|A*]]2

Skulle kvoten vara vildigt stor dr det kanske inte sd meningsfullt
att 16sa minstakvadratproblemet. Stor vi nu &ven A med F' si till-
kommer ytterligare en term i feluppskattningen och det

visar sig att man dven fir en term k2(A) ||bi||2/||bal|> ginger de
relativa storningarna.

Nér vi studerade Az = b-problemet sa vi att ||A||/x(A) ar nor-
men pa den minsta stérning, E, som goér A 4+ E singuldr. Analogt
giller for minstakvadratproblemet att ||A||2/k2(A) &dr tvAnormen
pa den minsta E som gor att A + E ir rangdefekt (A + E har
linjirt beroende kolonner).
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Exempel: 13t €, p > 0 vara smé och antag att 0 < ¢ < 7/2. Siitt;

11 cos 0
A=|0¢€e|, b= 0 , f=1|n
00 sin v 0

Det giller att k2(A) = 2/e. Pseudoinversen blir:

1{e—-10
A+ = (ATA) 14T = =
( ) el0 10
varfor 16sningarna x och y ges av

v {cosd;]’ y= {cosw—u/e]

0 p/e
och
ly=ll: _ 5 »
eI €cosp
Det giller att
Il _ e,
ol 1
och att
[1B]]2 1

l[ball2 — cosw

Var uppskattning stimmer bra i detta exempel:

—x b
lly — ||z < ra(A) [16ll2 111l
[z —— |lballz [Ibl]2
N—— 2/e —— ——
V2 p/(ecostp) 1/ cosvp w

Om v = 7/2 s& dr b nistan ortogonal mot A:s bildrum (v ar i
sjilva verket vinkeln som b bildar mot bildrummet) och felet 6kar
med (den da stora) faktorn 1/ cos 1.
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Alternativ till normalekvationerna

Forst ett exempel som visar en nackdel med normalekvationerna.

11 11
A=|0c¢ ,mede>0.ATA:[iog] 0 € :[11_‘:} z}
00 € 00 €

Om 0 < € < \/€mach 54 dr fI(1 + €2) = 1 varfor AT A blir singulir

och ATAz = ATb har inte entydig 16sning. Minstakvadratproble-

met, min, || Az — b||; har dock entydig 16sning s linge som € # 0.

Idé: vi utnyttjar att tvinormen #r unitirt invariant, dvs.
[IQAP||; = [|Allz, om QTQ =1, PTP =1

férutsatt att P dr kvadratisk (Q behover dock inte vara
kvadratisk). Speciellt kan A vara en vektor, v sig, si:

1Qull2 = [lv]l2
En komplex matris, Q, ir unitir da Q¥ Q = I. Sa unitir fir mot-
svarigheten till ortogonal for reella matriser.
Bevis av ||Qu||2 = ||v||2. Utnyttja att || - ||2 > 0 och att
[1Qull; = (Qv)TQv = v"QTQu = v Iv = v"v = |]v][}
Sats: Antag att A har linjirt oberoende kolonner. A har dia en QR-
faktorisering: A = QR dir QTQ = I och R ir Svertriangulir med
positiva diagonalelement.
Losningen, x, till minstakvadratproblemet ges da av:
Rz = Qb

ett trianguldrt system. Detta foljer av normalekvationerna (som
jag bara anviinder for att bevisa ovanstaende):
ATAz = ATb med A = QR, dir R ir ickesingulir, blir

(QR)T(QR)z = (QR)"b & RTQ"QRx = RTQ"b < Rz = Qb
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Ett fysikproblem

En kvill fick jag ett mail frin Peter Berntsen, kondenserade
materiens fysik, om ett besvirligt optimeringsproblem. Féljande si-
dor &r resultatet av mina férsok att forstd problemets natur.

Svante Arrhenius (1859-1927) ir en av grundarna av den
fysikaliska kemin. Han undersékte (bland annat) hur hastigheten
hos kemiska reaktioner beror av temperaturen. Om t.ex. &mnena
a och 3 reagerar och producerar dmnet ~, si giller (ofta) att:

d]
——= =k(T) [o]™[B]"
L = k() " (8]
dir [ ] betecknar koncentrationen, ¢ dr tiden och T ir absoluta
temperaturen (i Kelvin). m och n kallas ordningar (bada kan vara

ett t.ex).

Arrhenius ekvation (1889) &r en modell for utseendet pa k(T):
k(T) = Ae™P/"T,

A kallas den pre-exponentiella faktorn, E (ofta skriven E,) ir ak-

tiveringsenergin och R dr den allminna gaskonstanten.

Arrhenius resonerade si hir: For att en kemisk reaktion, mellan
tva molekyler, skall intréiffa, si méaste rorelseenergin hos
molekylerna uppna en viss niva, aktiveringsenergin E.

Enligt Ludwig Boltzmanns (1844-1906) arbeten (statistisk
mekanik och termodynamik) f6ljer att antalet kollisioner med ener-
gi > E iir e P/BT 53 k(T) bor vara proportionell mot denna faktor.
Om temperaturen 6kar, sa blir sannolikheten stérre att molekyler
uppnér E varfor k(T') okar.

Arrhenius formel passar till flera andra situationer. Min bok i fysi-
kalisk kemi ndmner frekvensen av syrsors spelande (som funktion
av T'), myrors krypande, dldrandets hastighet,

eldflugors lysande, och hur snabbt man glémmer.

Anledningen att Arrhenius formel passar in, ir att ovanstaende

processer dr kemiska.
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Nu till tillverkning av glas. Det &dr intressant att ha en modell for
beroendet mellan viskositet, b, (av en glas-smélta) och temperatur.
Arrhenius modell stimmer inte s bra. Man noterade att log b inte
var linjar i 1/T":
b= Ae P/FT & logh=log A — F1
R T

Gordon Fulcher (Corning Glass Works, NY) listade, i en artikel
fran 1925, foljande modeller

logb = A— B/T + C/T?

logb = —A+ B/T +C/T?
logb = —A+ BlogT + C/T?
logb = —A+ B/(T — Tp)?
logb = —A 4+ B/(T + 273)%3
logb = —A +10°- B/(T — Tp)

T ges i °C och log = log;,. Den sista ekvationen fungerade ritt
vil. Vogel (1925) och Tammann (1926) publicerade samma formel,
som nu kallas: Vogel-Fulcher-Tammanns modell (VFT), hir skriven
pa en vanlig form:

b= A eP/T-T0) VFT

To = 0 ger Arrhenius modell. Vi har mitt b vid olika
temperaturer, T', och vill bestimma parametrarna A, E samt Tj.
Vi har tydligen en ickelinjiar modell i parametrarna.

Fulcher anviinde en grafisk teknik. Forst bestimde han Tj fran tre
métvirden. Han plottade sedan log b som funktion av
1/(T — Tp) och anpassade en rét linje till métpunkterna.

Lat oss nu attackera problemet med moderna hjilpmedel.
Forsta idén: formulera problemet som ett ickelinjirt
minstakvadratproblem (jag har tagit bort ,/):

n

2
i b — A E/(Tk—Tm]
aminy, 3 b - e
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De l6sare som anvinds dr ¢terativa och kriver en startapproxi-
mation och producerar, férhoppningsvis, en serie approximationer
som konvergerar mot ett lokalt minimum.

Losaren stannar nir ett avbrottskriterium ar uppfyllt. Detta krite-
rium baseras normalt pa férindringen av approximationerna, for-
dndringen av funktionen som skall minimeras (objektfunktion, mal-
funktion) och pa normen av gradienten.

Det dr wviktigt med bra startapproximationer. En dalig approxi-
mation kan ge divergens eller konvergens mot ett lokalt minimum
med storre minimivirde.

Lat oss ignorera dessa rad och starta med en slumpuvektor. Vi an-
vinder Matlabs Isqnonlin  for det ickelinjira problemet. Si hir
ser plottarna av métdata och 16sning ut:

0.07

0.06

0.057]

0.041

log(b)

0.031

0.02f

0.01r

-5
107} o 1

Q|

220 230 240 250 220 230 240 250
T T
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Den daliga anpassningen beror inte pa for stora toleranser i
avbrottskriteriet (man kan skirpa dessa).

Residualvektorn, med element b, — Aef/(Te=T0) har element av
samma storleksordning, ~ 10~*. De relativa avvikelserna ir dock
enormt stora for de sma virdena.

Om vi tror (vet) att alla b-virden dr givha med samma relati-
va fel kan man anvinda wvikter, si att alla matvirden far samma
inflytande. Om vi viktar med 1/by, far vi problemet:

n by, — A eB/(T-To)]?
min Z _
A B, Ty by,

Detta fungerar nu inte si bra, men de smi virdena kommer i alla
fall med:

0.07

0.06

0.057

0.047

b
log(b)

0.03f

0.02

0.017

NS & o 6 6 . .9
220 230 240 250 220 230 240 250
T T
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Felet ir startgissningen. Att gissa gar inte sa bra, vi beh6ver bittre
virden.

For att bestimma startapproximationer av parametrarna,
skriver vi om det ickelinjidra problemet som ett linjirt
problem. Detta gar givetvis inte alltid.

Logaritmera VFT:

logb =

log A
T—TD+ og

Multiplicera upp T' — Ty och samla ihop termerna:
Tlogb=Tylogb+ Tlog A+ E —Tylog A

Lat 1 = Ty, z3 = logA och z3 = E — Tylog A. Det linjira
problemet kan da skrivas:

logby Ty 1 T, log b,

min IOg bg 1:‘2 1 Tz log bz
x H H H H

logd, T, 1 T, logb,

Hér dr Matlabkoden:

n = length(T);

x = [log(b), T, ones(n, 1)] \ (T . * log(b));
TO = x(1);

A = exp(x(2));

E =x@3) + T0 * x(2);

Vi anvinder nu dessa virden som startapproximation,
till Isgnonlin , och far en nistan perfekt plot:
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0.07 T T T

0.06 1

0.05f] ]

0.047 ]

b
log(b)

0.03f ]

0.02 ]

0.017 ]

220 230 240 250 220 230 240 250
T T

Ett alternativ till vikter, i detta fall, 4r att logaritmera
ekvationen. Logaritmen av b-virdena &r:

-2.8350e+00
-4.7892e+00
-6.1521e+00
-7.5369e+00
-8.8262e+00
-9.9547e+00
-1.0892e+01
-1.1740e+01
-1.2494e+01

som &r av liknande storleksordning.

kg

Man l6ser sedan det ickelinjiara problemet, dir det idr lampligt att
ta log(A) som en parameter. Det blir d4 mindre spridning pé pa-
rametrarnas storleksordningar.

n

i logb,, — log A —

2
T, —To

Virdena skiljer sig dock inte fran vad det viktade problemet ger.
Hir dr en sammanstéllning:

Original Linjart Viktat Symb
A 6.6872e-13 7.0725e-13 7.2491e-13 4.1547e-13
E 1.6081e+03 1.6080e+03 1.6079e+03 1.6973e+03
TO 1.5118e+02 1.5102e+02 1.5090e+02 1.4880e+02
res 1.9417e-01 1.8218e-01 1.8363e-01 1.7873e-01

dédr res dr roten ur summan ovan. Symbvirdena har jag riknat
fram med en egen rutin i Maple (via Matlab). Jag har da kunnat
rikna med ett litet €,,4ch.

Nir Peter fick se detta, sa han ungefir “plottarna ser bra ut, men
jag hade inte vintat mig de parametervirdena.”

Detta kan bero pa att parametrarna ar daligt bestimda av
malfunktionen. Tva enkla exempel:

Exempel: minimera f(z) = z? och g(y) = y*. Antag vi accepterar
 som minimum om f(z) < 1078, g(y) < 1078, Vi far intervallen
—107* < z < 107* respektive —1072 < y < 1072,

Exempel:

min (z; + x2)>

1, T2
Minvirdet dr noll, som antas fér alla x; och s diar x; + x5 = 0.
Vi har inte entydigt minimum. Malfunktionen ser ut som ett dike
(rdnna). Om vi rér oss utmed dikets botten dndras inte funktionen

virde. Hessianen, H, dr en 2 X 2-matris av tvaor, si H &r positivt
semidefinit (singulér).
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En annan orsak kan vara att vi har fia mitpunkter, nio, i férhal-
lande till antalet, tre, parametrar. Det hade varit trevligt med, sig
30, mitpunkter. Tyvirr tar redan nio mitpunkter ett dygn att
producera. Mitfel paverkar ocksa resultatet.

Hér kommer en bild som visar varfor parametrarna &r illa be-

stdmda. Lat oss plotta f6ljande funktion for, fixt T, (det optimala
virdet), som funktion av A och E.

AE) = log b, — log A — ——
f(A,E) {I;[gk g Tk_TJ}

Fixt To

74 NNy
NN
NN
NI
57 MM
5 NI
E \\\\\\\\\%\Q\\\\\“\\\\\\\\\\\\\\\\\
24 \
[
e,
0
21 -
7%

Grafen ser ut som ett dike. Ovriga kombinationer, fixt A
respektive fixt E ger liknande plottar.

Ett annat sitt att forsta problemen &dr att studera
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Taylorutvecklingen av kvadratsumman, residualfunktionen 7:

n 2

r(log A, E,T,) = Z [log b, — log A —

et T, — To
Om (log A, E, T;) ar optimal (Vr(log A, E,T,) = 0) sa giller att:
d*Hd

r(log A + d10g 4, E + 05, To + 01) = 7 (d10g.4, E, To) + — + .-

dir d¥ =[S0 4, 0, O] och H ir Hessianen av 7.
H:s minsta egenviirde dr A = 2.6 - 1077, vilket innebér att om vi
gér ut fran optimum i egenviirdesriktningen, d (dvs. Hd = Ad), sa
adndrar sig knappt funktionen, dvs.
d"Hd = d"*Xd = A\d"d ~ 2.6 - 107" d"d.

Jamfor med r(log A, E, Tpy) ~ 3.2 - 1072, Har &r d”:

-5.9815e-03  9.9969e-01 -2.4039e-02
Foljande plot visar r(log(A) + ady, E + ads, Ty + ad;) som
funktion av «. Vénstra bilden dr funktionsvirdet och hégra avvi-
kelsen fran det minsta virdet. Observera att det dr olika
a-intervall. De streckade linjerna markerar o = 1 och A.

OBS: annat a-intervall

0.05 7 10
0.048
0.046 10°
0.044
0.042 g .
- £ 10
0.04 T !
L}
0.038 :
107 H
0.036 H
1
0.034 h
1
'
0.032 107 :
1

I
(4]
I




Egenvektorn dr tangent till den bla kurvan i den plot TE kommer
att visa nu (den tar si stor plats att den inte &r inkluderad i dessa
sidor).

Nu nagra ord om stdérningsteori. Antag att vi har en parameter,
x, och modellen b, = f(x,t;). Antag att vi endast har osiikerhet i
by. Vilken osikerhet ger det i 7 Definiera

r@) =3 (Flat) - by’
k=1

Villkor for minimum &r att 7’(z) = 0, dvs. (f’ dr derivatan med
avseende pa x):

0=">" (f(m,tx) —bi) f'(zsts) (1)
k=1
Vi behdver r” senare, och den blir (jag slutar skriva ut (x, t)):
(@) =3 (£ + 17— buf”
k=1

Antag att = beror av b, sd modellen ser ut som b = f(x(b), t;) och
vi dr intresserade av xj . Vi deriverar (f) med avseende pa b; och

far (0;; ar Kroneckers delta):

0="3 " fz f'+ F "z, — 6juf — bif'zy, = r"(2) z), — f'(2,1;)
k=1

s& ,
ro_ ! (:E,tj)
b T (x)
Antag att b; har oséikerheten 6. Osikerheten i x far vi med Tay-
lorutveckling:

Az = x(by + Gbys - - -y b + Ob,) — x(b) = a0, + ...+ xp O, =
F(yt1) 8y + oo + /(= t0) Ob, iy J (s t5) Oy,

,,.Il(z) ,,.Il(z)
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I vart fall har vi tre parametrar, , y och z, sig och man kan da
visa (6vning) att med

r@) =0 (@2t — b)?
k=1

s& blir
;c’w ;c’y T;:,z mi’j fa’c(wayazvtj)
;,l:z ;/iy %z y([,]. = fé(mvy’ Z, tj)
zx lzy zz zbj fz(m7y7z’tj)

dir andraderivatsmatrisen dr Hessianen, H. Alltsi giller att osé-
kerheten i parametrarna ges av:

A " " " -1 ’

Z Tex rzy Tez n fz(ZE, Y, 2y tj)

Ay | = | 1y, Ty Tye Z fo(®sy,2,t5) | 0, (1)
Az T;’m T;’y T;/z i=1 f;({l}, Y, z, tj)

Ovningar: vad ger ovanstiende f6r en linjdr modell?

Om man anpassar (i) till vart problem (med den logaritmerade
modellen) si stimmer formeln utmérkt. Lat W vara matrisen

80 -0.8 —-5.1 —-63 —-54 -3.1 03 44 8.9
—1439 79 835 1068 940 562 11 —656 —1400
374 —0.2 —19.2 —25.4 —22.9 —14.3 —1.5 14.2 31.8

da ar
AA/A Ob, /b1
AE =~ W H
ATO 8by/bo

Man kan siga mer om detta problem, med det kriver

matematik och matematisk statistik som vi inte har gatt igenom.
Fragan dr dock om man inte borde arbeta vidare med

modellen. Residualvektorn ser inte speciellt slumpmaéssig ut.

I foljande bild har jag ritat log by, — log A — E/(T}, — Tp) som
funktion av 1/(T} — Tp). Métdata kommer fran en annan métserie.
Den steckade linjen ir en anpassad sinuskurva.

residual efter optimering

0.1r q

r(m)

0.05} , N [

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
EUER )

Avslutningsvis: detta ir ett vanligt problem. Hér resultat fran Goog-
le:

arrhenius "least squares" 160,000 traffar

"arrhenius equation” 371,000
"vogel-fulcher-tammann" 3,340
"vogel-fulcher-tamman" 1,610
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Ickelinjira ekvationer
f(x)=0, f:R—R

Vi kan ocksa ha system av ekvationer:

f(mayvz) =0
g(z,y,2) =0
h(z,y,2) =0

Exempel:

22+ y?—2=0
r—y=0

med rotter (1,1) och (—1,—1).

En ickelinjir ekvation kan ha 0,1,2,3,...,00 l6sningar.
Ett linjart problem (Axz = b) har 0,1 eller co manga.

Det kan téinkas att f dr definierad via en procedur.

f(x) = /14(1 +t)e " sint dt

Flertalet metoder:
e Startas med en (eller flera) approximation(er).

e Skapar en sekvens av approximationer som férhoppningsvis kon-
vergerar mot nollstiillet.

e Kan divergera.

e Forsoker att hitta ett nollstiille 4t gangen.




Halveringsmetoden (bisektionsmetoden)

Givet en kontinuerlig funktion f och p,n € R med f(n) < 0,
f(p) >o0.

while |n — p| > tol do
m = (n+p)/2
if f(m) < 0then ! borde ta hand om exakt likhet ocksa
n=m
else
p=m
endif
end

Om begynnelseintervallet har lingden 7 har intervallet lingden
T
2k

efter k iterationer.

Halveringsmetodens fordelar

e konvergerar alltid
e ricker att f &dr kontinuerlig
o far ett intervall dir roten ligger

o deterministisk i antal steg

och nackdelar
e kan ej generaliseras till system
e langsam

e kan vara svart att hitta p och n

“langsam men siker”
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Snabbare metoder: 16s ett svart problem genom att 16sa en
sekvens av enklare problem.
Linjarisering, approximera f med en linjir funktion.

ny approximation
f(x)

Sekanten (den rita linjen) har ekvationen

v@) = OO oy 1 50
varfor ¢ ges av

o b-a _af(b)~bf(a)
c= O @ T ) = fla)

Iterera: givet tva startvirden xg, x;

Lr—1 — Tk

7]‘(1;6,1) — f(mk)’ =1,2,...

Tpy1 = gk — f(xk)

Om f dr linjir ger detta nollstéllet i ett steg.

Exempel: f(z) = 23 — 2z — 5.

Sekant och halvering. x 8_3x-5=0. [0, 3]
10 T T T T

100 b

10° | .

|xk—root|

-10

10 | | | |
0 10 20 30 40 50

iteration

Sekantmetoden konvergerar i en iteration om funktion &r linjir,
ett faktum som anvints i flera hundra ar.
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‘A discussion of sheep’ is a problem taken from Robert Record’s
“Grounde of Artes” (London, 15427).

There is supposed a lawe made that (for furtheryng of tyllage) eve-
ry man that doth kepe shepe, shall for every 10 shepe eare and
sowe one acre of grounde, and for his allowance in sheepe pasture
there is appointed for every 4 shepe one acre of pasture. Nowe is
there a ryche shepemaister whyche hath 7000 akers of grounde, and
would gladlye kepe as manye sheepe as he myght by that statute.
I demaunde howe many shepe shall he kepe?

Fyrste I suppose he maye kepe 500 shepe, and for them he shall
have in pasture, after the rate of 4 shepe to an acre, 125 akers, and
in earable grounde 50 acres that is 175 in all, but this errour is
to litell by 6825. Therefore I gesse agayn that he maye kepe 1000
shepe, that is in pasture 250 akers, and in tyllage 100 akers, which
maketh 350, that is to lytle by 6650.

These bothe erroures with theyr positions I sette downe as you
see, and multiply in crosse 6825 by 1000, and it maketh 6825000.
Then I multiply 6650 by 500, and it doth amount to 3325000, which
sum I do subtract out of the fyrst, & there remaineth 3500000, as
the dividende. Also I doo subtract the lesser errour out of the gre-
ater, and so remayneth 175, by which I divide the said dividende,
and the quotient will be 20000, so that I see that by this rate he
that hathe 7000 acres of ground may keepe 20000 shepe: & therby
I conjecture that many menne may kepe so many shepe: for many
men (as the common talke is) have so many acres of grounde.

The ’equals’ symbol =’ appears in Recorde’s book “The Whetstone
of Witte” published in 1557. He justifies using two parallel line
segments “bicause noe 2 thynges can be moare equalle”.




Problem 12, kapitel 7 i “Nio kapitel om matematik”.
(1 cun = % chi)

Two rats gnawing towards each other

Now let there be a wall of

thickness 5 chi,

two rats gnawing towards (each other).
The big rat gnaws on the first day 1 chi,
the small rat also on the first day 1 chi.
The big rat gnaws everyday twice itself,
The small rat gnaws everyday half itself.

Jm yo6u héng hou wii chi,

liang shit dui chuan.
Da shu ri y1 chi,
xido shu yi ri y1 chi,
Da shu ri zi béi,
xido shi ri zi ban,
Wén

ji hé ri xiang féng,
gé chuang ji hé.

Question:
(In) how many days (do they) meet,
how much has each one gnawn?
Da yue: The answer says:
ér ri shi qi fen ri zh1 ér. (In) 22 days.
Da shu chuan The big rat has gnawn
san chi si cun shi q1 fen cun zht shi ér,
3 chi 4% cun,
xido sh chuan the small rat has gnawn
y1 chi wii ciin shi q1 fen cun zht wi.
1 chi 1% cun.

Shu yue:
Jia ling ér ri,
bu zt wi cin.

The rule says:
Assuming 2 days,
the deficit is 5 cun.
Ling zh1 san ri, Let it (be) 3 days,

you yua san chi q1 can ban.

there is 3 chi 7% cun in excess. B
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Newtons metod

Kan approximera med tangenten i stillet for med sekanten
(Newton-Raphson, 1690).

tangent

startpunkt, (a, f(a))

f(x)

/c ny approximation

Tangenten har ekvationen:

y=f(a)+ f'(a)(z — a)

Nirxz=ciry=0

P A C))
f'(a)
Iterera
Tair = T — f (k)
f' ()

Kriver endast ett startvirde, men maste ha derivatan.

Exempel: Newtons eget exempel % — 2z — 5 = 0.
Iterationen blir
;cﬁ —2xp, — 5

LTr+1 = Tk —
3zl —2

I bilden nedan har vi testat med de tva startvirdena xy, = 0 re-
spektive xg = 3.

Newton, sekant, halvering. x S_2x-5=0. [0, 3]

|xk—r00t|

0 10 20 30 40 50
iteration

Startvirdet viktigt! (roten = 2.0946)
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Newton for system
Repetition av Taylors formel.

[ﬂa+mb+m}

gla+ h,b+ k)

T
g(a,b) Ogg:b)h + ng;”’)k

9f(ab) df(ab
{f(mb)] . {—Bém’; f%y,;} m+...
g(a,b) s(ed) Sale: k

Matrisen av partiella derivator kallas Jacobianen.

Vi star i (x;,y;) och vill hitta korrektioner, (h, k), s& att
f(xz; + h,y; + k) = 0 och g(xz; + h,y; + k) = 0.

Af (zj,y5) Of (z,y5)
[0]:|:f(mj+h,yj+k)]z[f(fﬂjayj)]_i_ oo a;h
0 g(z; + h,y; + k) 9(z;j,y;) Oo(eiy) ag(Z{;’y")

J(z4,y;5)

Om Jacobianen, J, ir ickesingulir kan vi fa de approximativa

(] = = ey [ 1290

korrektionerna:

Tterera!

R PRSI Pl

Jamfor med det skalira fallet:

LTjp1 = Tj — f(m])/f'(m])

Vi riknar naturligtvis inte ut inversen utan loser systemet:

sasme=[ S mea =[]

af(a, af(a,
_[fwn] {#H%’“%..Z

Ik

|




24+ y?—-2=0

ry—1=0

Exempel : {
2

flo,y) =2 +y* -2

Vara funktioner &r alltsa: { 1
g(z,y) =zy — 3

Newtons metod blir:
-1
=) P
Yj+1 Yj Yi xj TiYj — %

Om vi startar med o = —3 och yo = 10 sa far vi foljande
approximationer:

-3.0000e+00 -1.4121e+00 -5.4236e-01 -1.4188e-02

1.0000e+01 5.1264e+00 2.8033e+00 1.8081e+00
2.7380e-01 3.5877e-01 3.6597e-01 3.6603e-01
1.4593e+00 1.3733e+00 1.3661e+00 1.3660e+00
3.6603e-01 3.6603e-01 3.6603e-01
1.3660e+00 1.3660e+00 1.3660e+00
>> fel =

-3.3660e+00 -1.7781e+00 -9.0838e-01 -3.8021e-01

8.6340e+00 3.7603e+00 1.4373e+00 4.4208e-01

-9.2230e-02 -7.2583e-03 -5.1931e-05 -2.6966e-09

9.3297e-02  7.2586e-03  5.1931e-05  2.6966e-09
0 0 0
0 0 0
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Om man arbetar med stora system kan man inte ha variabler
x,Y,z, W, ... utan vi far anvinda vektorer, analogt for
funktionerna.

Exemplet kan skrivas pa féljande vis.  och y far vara elementen
x; respektive z, i vektorn (kolonnmatrisen) .

w%—l—w%—Z:O
wlﬂiz—%zo

Var funktion, f, med tvd komponenter &r:

{f1<m1,mz) —a?tal—2

Ja(@1, ®2) = T122 — %

Normalt skriver vi bara f(x) = 0 dir f, « och 0 &r vektorer.
f ar alltsi en vektorvird funktion som beror av en vektor.

Newtons metod blir (notera placeringen av iterationsindex):

o] _
mgﬁl)

. . . -1 .
o | _ |22 225 | [ @)? + (2f)2 -2
:néj) :céj) 1753) mg])zg) _ %

Allmént:
20D = 20 — J=1(2@) f (1))

Hur skall vi karakterisera de olika konvergenshastigheterna for
halvering, sekant och Newton?

x —z*
Om f(z*) =0 och lim M = C konstant < oo

foo |zg — |

sa siger vi att metoden har konvergensordning r

e om r = 1 och C < 1 sa har vi linjiar konvergens

e om r > 1 sa har vi superlinjir konvergens

e om r = 2 sa har vi kvadratisk konvergens

Vad innebir r = 17 Om x ligger tillrickligt nir a* sa giller att:
|z1 — x*| = Clzg — x*|, |2 — x| = C|z; — x*| = C?|xo — =*|
Dvs. |z), — x*| = C*|zg — x*|

Exempel: |xg+1 — z*| = Clzp — z*|". Antag att |zo — x*| = 0.1
och C = 0.1, da ar |z — x*|:

linjar superlinjar kvadratisk
k r=1 r = 1.618 r=2
0 le-1 le-1 le-1
1 le-2 2e-3 le-3
2 le-3 6e-6 le-7
3 le-4 3e-10 le-15
4 le-5 5e-17 le-31

Normalt (nira 16sningen fér sekant och Newton) ar:
e Halveringsmetoden linjir med C = 0.5.
o Sekantmetoden superlinjir med r = (1 4+ /5)/2 =~ 1.618

e Newtons metod kvadratiskt konvergent (om enkelrot)
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Exempel: 16s med Newtons metod och halveringsmetoden

z°—a=0, a=10"

Anvind det urusla startvirdet a ([0, a] fér halveringsmetoden).
Uruselt eftersom z* = 10.

© Halveringsmetoden och Newton

10

|20 - xk| resp. [pos - neg|

|
N
1)

=
o

-15 L L L
0 50 100 150 200 250
iteration

10




Konvergensordningen &dr definierad som ett griansvirde. Det kan
krivas méanga steg innan xy ligger si nira x* att den kvadratiska
konvergensen sitter igang.

Om den kommer igang. Bade Newtons metod och
sekantmetoden kan divergera. “Snabba men osikra.”

Hybridmetoder: anviind “dyra” Newton dir det l6nar sig och en
billig metod f6r 6vrigt.

Vilken metod &r billigare, Newton eller sekant?

Sekantmetoden kriver ett funktionsvirde i varje steg.
Newton kriver bade ett funktionsvirde och en derivata men
konvergerar snabbare (niira nollstillet).

Vi dr normalt inte intresserade av att minimera antalet
iterationer. Det viktiga dr det totala kértiden och
minnesbehovet.

e fi komplexa iterationer

e manga enkla iterationer

97

Den metodoberoende feluppskattningen

Givet approximationen & och det exakta virdet «* hur skall vi upp-
skatta |& — x*|?
Det vi kan berikna dr “residualen” f(&).

Medelvirdessatsen:
(@)= f(=) + (& —z")f'(€), &€ (&)
Antag att f/(¢) dr kontinuerlig med M = min |f/(§)|, ¢ € [&, z*].

Om da M > 0 giller att:
|& —z*| < |f(@)|/M

M kan vara noll. Tag f(z) = x? (s& nollan #r dubbelrot).
Da dr bade f(0) = 0 och f/(0) = 0.

Exempel:
f(z) =1/z —1/10, & =11, f(&)=1/11—1/10= —1/110,
1/11 — 1/10|
&) =1/€%, |&—2* <|7=1.1
7O =1/ Ja - et < FE
f dr strangt avtagande med f(9) > 0 och f(11) < 0 varfor (9,11)
innehaller precis en rot. Beloppet av derivatan dr 1/x% som ir
stringt avtagande. Det minsta virdet pd derivatan, i intervallet,
dr dirfor 1/112.

Avbrottskriterium

I sekantmetoden far vi inte en sekvens av intervall som innehal-
ler roten. Metoden kan ju till och med divergera. Sa, hur vet vi
nir vi skall avsluta iterationen? Vi har ett avbrottskriterium som
kontrollerar:

e k, for att undvika odndliga loopar (divergens, eller fér smé to-
leranser)

® |z — x_1|, borde gi mot noll vid konvergens, men litet virde
kan betyda att det gar langsamt

® | f(xk)|, noll i 16sningen (tdnk ocksa pa

f ()| /M)

Forsta forsoket: avsluta om (V = eller):
k> mazit V |xp—xp_1| <toly, V |f(xp)| < tolf

mazxit (max antal iterationer), tol, och tol; ges av anviindaren.
Man kan givetvis krdva att |z — xp—1| < tol, & |f(xy)| < toly.
Inte skalningsoberoende: 10° f(x) = 0 borde helst fungera lika bra
som f(z) = 0. Motsvarande for f(10°z) = 0. Toleranserna maéste
skalas efter problemet.

Andra forsoket: avsluta om:
k> mazit V |z —xp-1| < tolglze] Vo |f(xk)| < tolg| f(xo)|
Fungerar inte om xy = 0. Vi skulle kanske kunna uppskatta

derivatan for att fa nagot i stil med |& — =*| < |f(2)|/M.

Det ér inte enkelt att utforma ett sikert och effektivt

kriterium. Ett kriterium gar alltid att lura eftersom vi endast kin-
ner funktionen (och kanske derivatan) i ett dndligt antal punkter.
Det finns odndligt manga funktioner som gar genom dessa punkter.
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Dyrt och komplicerat att berdkna J(x). Alternativ?
Modifierad Newton: Berikna J(z?) da och da
(inte i varje iteration).

Modifierad Newton

10° ¢ ~ 1

.
X =x I

-10

-15

5 10 15 20 25 30 35 40
iteration

Differensapproximation av J; slipper berikna de n? derivatorna
explicit. Om f dr given via en algoritm kanske det inte &r mdjligt
att berdkna derivatorna. Vilj ett lampligt tal § (se Svning):

f(x+de;) = f(z) + dJe;

eller
L f@tde) — ()

Je;
€ s
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Fixpunkter och lite teori

Upprepade tryckningar pa cos-knappen. Tre olika startvirden.
-5.0000e+00 0 2.0000e+01

2.8366e-01 1.0000e+00  4.0808e-01
9.6004e-01 5.4030e-01  9.1788e-01
5.7349e-01  8.5755e-01 6.0750e-01
8.4001e-01 6.5429e-01  8.2108e-01
6.6745e-01 7.9348e-01 6.8143e-01
7.8540e-01 7.0137e-01 7.7667e-01
7.0711e-01 7.6396e-01 7.1325e-01
7.6025e-01 7.2210e-01 7.5624e-01
7.2467e-01 7.5042e-01 7.2742e-01
7.4872e-01 7.3140e-01 7.4689e-01
7.3256e-01 7.4424e-01 7.3380e-01
7.4346e-01 7.3560e-01 7.4263e-01
7.3613e-01 7.4143e-01 7.3669e-01
7.4107e-01 7.3751e-01 7.4070e-01
7.3774e-01 7.4015e-01 7.3800e-01
7.3999e-01 7.3837e-01 7.3982e-01
7.3848e-01 7.3957e-01 7.3859¢e-01
7.3949e-01 7.3876e-01 7.3942e-01
7.3881e-01 7.3930e-01 7.3886e-01

S4, i varje kolumn har vi cos(cos(cos(cos(. .. cos(xzg)...)))).
Detta kan skrivas pa formen zy;1 = cos z.

e Iterationen verkar konvergera
o Gor den alltid det?
o Hur snabbt konvergerar det?

e Kan vi anvinda detta till nagot?
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Om vi far konvergens giller, i vart exempel, att * = cosx, dvs.
griansvirdet dr 16sningen till en ekvation.

>> [X, €0s(x), X - cos(x)]
ans = 7.3909e-01 7.3909e-01 0

Lat oss trycka x*-knappen istiillet. Vi noterar forst att om zo < 0
sa ar alla efterféljande viarden ickenegativa. Det ricker att
studera ickenegativa virden med andra ord.

Tre olika saker kan intriffa:

1.om 0 < xy < 1, sa konvergerar virdena mot 0.
T.ex. 0.1,0.01,0.0001,...

2. g = 1 medfor att vi stannar i ett

3. g > 1 medfor att xp — oo
Punkten ett dr “repulsiv” i den meningen att oavsett hur nira vi
startar ett (om vi inte startar precis i ettan) sa stots vi dérifran.

Nollan “attraherar”. Om |xo| < 1 s& konvergerar féljden mot noll.

Vi kommer att studera iterationer av typen 1 = g(xk)

(inte enbart “knapptryckningsfunktioner”) dir g dr kontinuerligt
deriverbar. Om x, konvergerar, x;, — x*, géller att «* = g(x*).
Vi kallar g fixpunktsiteration och x* fixpunkt.

Startar vi i en fixpunkt far vi tillbaks den.

Vi har tva syften med de féljande sidorna:

e givet en ekvation, f(z) = 0, hitta en fixpunktsiteration, g, som
har en attraktiv fixpunkt, «*, sidan att f(xz*) = 0.

e vi vill forsta vilka egenskaper hos g som ger konvergens
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Newtons metod dr en speciell fixpunktsiteration, ty

Tyl = T — M, Tr+1 = g(xx) med g(z) = — f(@)
F'(xn) f'(z)
Om Newtons metod konvergerar mot x* giller i grinsen att
e TG
f'(z*)

dvs f(z*) = 0 (antag enkelrot, dvs. f’(z*) # 0). S& fixpunkten ar
en l6sning till vart problem.

Nér konvergerar en fixpunktsiteration?
Dvs om det existerar z* sa att * = g(x*), nir giller att

lim |z, — x| =0 ?
k—oo

Idé: konvergens medfér att felet, |x; — «*|, minskar dvs.
|Zpr1 — x*| < |z — x*|, si 1at oss studera felet.

T — 2 =g(zy) —z* =g(z* +ap —x*) —z* =
g(z*) + (z1, — 2%)g'(6r) — =" = g'(6r) (z1, — ), O € (TRy T7)

Sa,
T — | = |g'(0k)] |21, — =
Ett steg till:
[zr42 — 2*| = |9’ (Ok+1)| |@rs1 — 2| = |g'(Ok41)] 19" (On)| |2k — 2
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Alltsa:

lzw — 2*| = |g'(Ok-1)| - - - 1g"(B1)] 19" (B0) | |zo — 7|

S& om det finns ett tal, A, dir alla |g’(6;)| < A < 1 far vi konver-
gens.
|z — 2% < A¥|zo — 2|

Foljande villkor garanterar konvergens:
e x tillrickligt nira x*
e g kontinuerligt deriverbar med |g'(z*)| < 1
Den andra punkten medfor att det existerar ett intervall,

I = [x* — §,x* + 8] sadant att |g'(z)| < A< 1,z € 1.

Om vi ser till att starta tillrickligt nira x*, si stannar alla xy
kvar i intervallet. Detta medf6r att alla 6y € I.

Forsta steget: Om xy € I si giller att 6y € I, varfor |g'(6)| < A
vilket medfér att x; € I. Induktion!

Normalt linjir konvergens; ju mindre |g’(z*)| desto snabbare kon-
vergens:
|1 — 2*|

— — lg'(z")]
|z — a*|
Newton?
g(@) == — f@)
f'(=)
sa
g=x)=1- (f"(@7))* = £"(x7) f (") =0, om z* enkelrot

(f'(z"))?
Innebir (minst) kvadratisk konvergens (inte att det konvergerar i
ett steg).
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Nagra exempel:

g(x) = «* har vi redan analyserat. x,, = g(zz) eller 1, = x2.
Fixpunkter? g(z*) = z* eller (z*)? = z* sd z* = 0 eller z* = 1.
Konvergens? g’(x) = 2x och g’(0) = 0 s biittre &n linjir
konvergens ¢’(1) = 2 divergens.

To = 10_l, T = 10_2, Ty = 10_4, oo

g(x) = x/2. Fixpunkter: * = x*/2 sa =* = 0. Konvergens?

g'(x*) = 1/2. Linjir konvergens: g = 1,21 = 1/2,22 =1/4,....

g(x) = cosz. Fixpunkter: z* = cos z* si =* =~ 0.739.
Konvergens? g'(x*) = —sinx* och | — sinz*| = 0.674 < 1
sa linjar konvergens.

Loés 2 — 2 = 0. Vi kan ju anvinda Newtons metod, men lat oss
testa med omskrivningen [z? — 2]/a + z = = och tag

g(z) = [z — 2]/a + z. Fixpunkterna ir rétterna till ekvationen.
Konvergens? g’(x) = 2z /a + 1. Tar vi t.ex. a = —3 sa far vi riitt
snabb konvergens ty |g'(v/2)| = | — 2v/2/3 + 1| ~ 0.05719.

>> x = 1; for k=1:9, x(k+1)=x(k)-(x(k)*2 - 2) / 3; end

>> d = x - sqrt(2) % editerat

d = -4.1e-01 -8.0e-02 -6.8e-03 -4.0e-04 -2.3e-05
-1.3e-06 -7.5e-08 -4.3e-09 -2.4e-10 -1.4e-11

>> abs(d(2:end) ./ d(1:end-1))

ans = 1.9526e-01 8.4151e-02 5.9460e-02 5.7326e-02
5.7199e-02 5.7191e-02 5.7191e-02 5.7191e-02
5.7192e-02
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Interpolation

Exempel:
Gymnasiet pa “den gamla goda tiden”, rdknesticka och tabeller.

Vi vill berikna 1v/1.245 och har en tabell 6ver
y = v/t diir t = 0,0.01,0.02,...,9.99,10.00.
y-virdena dr givna med fem siffror.

Mer realistiskt, nu for tiden, vore en tabell, ty,yr, k = 1,...,n,
dér vi av niagon anledning inte kan berdkna y(t) for alla t
(méttekniska problem, gamla data).

Hur ska vi ga tillviiga. I min skoltabell fanns réda tal mellan y-
virdena, differenser, for att underlitta linjir interpolation

t Y

1.22 1.1045,5
1.23 1.1091 46
1.24 1.1136,5
1.25 1.1180,44
1.26 1.1225,5
1.27 11269,

44 i 1.118044 ska tolkas som 10%(1.1180 — 1.1136). Sa

1.245 — 1.24

Vv1.245 ~ 1.1136+————
1.25 — 1.24

0.0044 = 1.1158, fel ~ —4.3.107¢

Andra tillimpningar som nyttjar interpolation dr kvadratur
(integration), 16sning av randvirdesproblem, forenkling av
funktioner, hirledning av metoder (t.ex. sekantmetoden).
Allmént har vi (tg,yk), k=1,...,mmed t; < t; < -+ < t,, och
vill hitta en funktion (polynom i denna kurs), p, si att

p(t) = yk, kK = 1,...,m. Ibland ligger man dessutom krav pia
derivator, sk Hermite-interpolation.
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Lat oss anta att det finns en bakomliggande funktion, f,
(i exemplet \/‘) som vi vill interpolera. Denna funktion &r inte all-
tid kénd.

Vi kiinner y;, y2 som dr approximationer av f i tva punkter t; < to,
y1 = f(t1) + 61 samt y2 = f(¢2) + d2 och vi vill
approximera f(t) dir t; < t < ts.

Vi bestimmer nu interpolationspolynomet, p, som uppfyller
interpolationsvillkoren: p(t;) = y; samt p(t;) = y2. Tva villkor
bestimmer en konstant- eller en linjir funktion sa vi kriver att p
har grad < 1. Ansiitt p(t) = @1 + @ot, vilket ger foljande linjira
ekvationssystem:

{ 1+ z2tr = Y1 { x1 = (tay1 — tiya) /(t2 — t1)
1 + Tatz = Y2 2 = (Y2 — y1)/(t2 — t1)
sa att

toy1 — iy Y2—y

2 — Y1
p(t) = —
ta

1 Y
t=yi +(t—t
—t e
Observera att den andra omskrivningen direkt svarar mot
tabellrdkningen. Felet p(t) — f(¢) kan skrivas enligt:

2 —t1

p(0) = £(6) = £t + 61+ (¢ g LT OVERZD iy
F(t2) — F(t1) 0y — 0y
ft) +(t— tl)ﬁ —f@)+ 01+ (t—t) b
py(t) ps(t)

Lat oss infora de tva polynomen p; och ps sidana att

ps(t1) = f(t1), pr(t2) = f(t2) resp. ps(t1) = 61, ps(t2) = 62. DA
ar tydligen p = py + ps. Detta kan man direkt se fran det linjira
ekvationssystemet, 16sningen x beror ju linjiart pa hogerledet.

p(t) — f(8) = ps(t) +ps(t) — £(2) = ps(t) — F(2) + ps(D)
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De tva delarna i felet kan tolkas som féljer: ps(t) — f(t) anger hur
vil p; approximerar funktionsvirdena om de hade varit
utan fel. ps(t) interpolerar (avrundnings)felen i tabellvirdena.

Lat oss nu uppskatta felet e(t) = f(t) — ps(t) (denna hirledning
kan ritt enkelt generaliseras till polynom av hégre gradtal). Vi
antar att ¢ # tq,ts ty e(t1) = e(t2) = 0. Infor
(Z - tl)(Z b tz) e
(t—t)(t —t2)
dir vi betraktar ¢ som en fix punkt, g beror alltsa av z. Det giller
att g(t1) = g(t2) = 0 och dessutom &r g(t) = 0. g har alltsi tre
distinkta nollstéillen varfor, enligt medelvirdessatsen, g’(z) har tva
distinkta nollstillen. g”(z) har alltsd ett nollstille, kalla det 8 €
(t,t1,t2) (det minsta intervall som innehaller ¢, ¢, t5). Vi deriverar
nu g (med avseende pi z) och far (ty grad py < 1):

2 e(t)
(t—t)(t —t2)
Eftersom g”(6) = 0 kan vi 16sa ut e(t) och far
_ 1)
T2

9(z) = e(2) - ®)

2 e(t)

g'(z) = €"(2) - G—t)(t—t)

= 1"() -

e(t) (t—t1)(t — t2)

Antag att vi tar med fler punkter och interpolerar med ett
polynom av hogre gradtal. Kommer felet i approximationen att
minska?

Vi kan forst se pa den allméinna satsen: Om p; interpolerar f for
de n t-virdena t; < t; < ... < t, si giller att
£7(0)

n!

F@) —ps(t) =

dir 6 € (t,t1,t2, ..., tn)-

(t—ti)(t—ta) - (t—tn)

n! ser lovande ut, men resten ir inte si litt att bedoma (6 kinner
vi inte t.ex.), s vi ser pa vart exempel i stéllet.
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I exemplet kommer inte felet att minska eftersom det ser ut som:
p(t) — f(t) = ps(t) — £(t) +ps(?)

s& dven om vi kan gora py(t) — f(t) mindre, s kommer ps(t), som
svarar mot avrundningsfelet i tabellvirdena, att vara timligen kon-
stant, 107° — 1076,

Situationen dndras om tabellvirdena hade givits med mindre fel,
anta att 0; = d; = 0. I exemplet hade da felet i approximationen
varit 10~% med tva punkter (vart férstagradspolynom), =~ 1078 med
tre punkter (andragradspolynom), ~ 10~1% med

fyra punkter och ~ 10~'? med fem punkter.

Observera att felet beror pa hur t-punkterna ligger relativt den
punkt dar vi vill approximera f. I exemplet har jag lagt
punkterna symmetriskt kring detta virde.

Sa det kan I6na sig att hdja gradtalet forutsatt att tabellvirde-
na inte dr behiftade med for stora fel. Polynom av héga gradtal ar
dock inte sa ldtthanterliga, mer om detta senare.

Kan vi anvinda polynomet for att extrapolera (ga utfor [t1,t,])?
Vi vet att |p(t)| — oo nir |t| — oo (om inte p dr konstant), sa det
kan vara vanskligt. Polynom kan viixa snabbt!

Hur passar minstakvadratanpassning in i detta sammanhang? An-
tag att vi anpassar mer in tva (¢, yi)-punkter till ett forstagrads-
polynom. Kommer vi da att fa en bittre approximation av det
sokta virdet? Knappast. I bilden nedan har jag anpassat sex punk-
ter, t, = 12.2 : 0.1 : 12.7, (“exakta” y-virden) till polynom av
grader 1-5 (ndr graden dr fem har vi interpolation). Den lodrita
axeln visar |pg(t) — f(t)|,k =1,...,5 (grad p; = k).
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MinKva med 6 punkter och grad 1-5

| fel |

10

123 12.4 125 12.6 12.7

t

12.2

Vi noterar att felet 6kar utanfor intervallet (extrapolation).
Dipparna i felen svarar mot att polynomen interpolerar f i

vissa punkter. I det sista fallet kriver vi detta, i de &vriga fallen
“rakar” det bli sd. Approximationen ligger knappast helt pa ena
sidan om f eftersom felen kan minskas om approximationen skir
f. Vi kan alltsi notera att minstakvadrapolynomet p; svarar mot
ett interpolationspolynom av grad ett. p; interpolerar dock inte f
i nagot av t;-virdena.

Varfor anvinder man da minstakvadratanpassning?
Problemstéllningen &r ofta en annan. Modellen och antalet para-
metrar dr givna och man vill fa en sa siker bestimning av para-
metrarna som mdjligt. I polynomapproximationen ovan dndrade
vi antalet punkter och dirmed dndrades dven antalet parametrar
(koefficienter i polynomet).
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Skulle man t.ex. ha tva parametrar och endast anvinda tva mét-
punkter s far man en mycket osiker bestimning av
parametrarna.

Det finns en annan typ av approximation dir vi anvinder poly-
nom men inte kriver interpolation. Sig att vi vill approximera
sint (anvinds av olika programsprik, Java, Fortran, C/C-+-+ etc.).
P& en Sundator dr approximationskoden skriven i C (och atkomlig
via www) och den kompilerade koden finns i libm -biblioteket.

Forst gor man argumentreduktion, man reducerar t sa att det lig-
ger i ett litet intervall kring origo (sin &r ju periodisk). Ju kortare
intervall man har desto enklare blir det att approximera.

Man kan ocksd utnyttja att sin &r udda. Det visar sig (se min
FAQ pa www) att det ricker att approximera sint,t € [0, 7 /4].

Pa detta intervall anvinder man ett polynom, av grad 13, och med
enbart udda potenser. Koefficienterna, x;, r valda sa att
sint
max
o<t<w/4| t

— (14 21 + zat® + 3t® + 24t + 25" + a6t'?)

minimeras, ett sk minimax-problem. Man vill allts& minimera den
maximala relativa avvikelsen.

Till skillnad fran Taylorutveckling férséker man sprida ut felet Gver
hela intervallet. Taylorutvecklingar har ett litet fel i den punkt dar
man gor utvecklingen. For att fa ett litet fel 6ver hela intervallet
maiste man di ta med onddigt manga termer.
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Nagra siitt att bestimma interpolationspolynomet

Det star polynomet i bestimd form, detta pga att det alltid
existerar och dr entydigt.

Interpolationsproblemet: hitta ett polynom p med grad hogst n—1
sadant att p(ty) = yk, k = 1,...,n, dir alla (¢, yx) ar givna och
t <ty <0 <ty

Lat oss anta att existensen dr given och studera entydigheten. An-
tag att det finns ett annat polynom, g, av grad < n — 1 som
interpolerar data. Det géller da att p(tx) —q(tx) =0,k =1,...,n,
vilket séger att polynomet p — g av grad < n — 1 har n distinkta
nollstillen. p — ¢ maste darfor vara nollpolynomet och p = q.

Polynomet behdver inte alltid ha grad n — 1. Om vi t.ex. viljer
punkterna y;, = t7,k = 1,...,10 sa klarar vi oss med p(t) = t*

fastin n = 10.

Nu till existensen. Den gar att bevisa pa flera olika sdtt. Vi kom-
mer att anvinda ett konstruktivt bevis. Antag att vi har n = 3
punkter. Hir foljer interpolationspolynomet pa Lagranges form:

(t—t)(t—ts)  (t—t)(t—ts)  (t—t)(t—ta)
(tr — t2) (ts — t5) | yz(t2 —t1)(ta — t3) | yS(ts —t1)(ts — t2)

p(t) =y

En férdel med denna form pa polynomet ir att det dr litt att stil-
la upp och den kan vara anvindbar vid teoretiskt arbete. Formen
lampar sig dock inte si vl fér numeriska berikningar (méanga ope-
rationer). Det finns ocksa risk fér under- overflow om man inte
tanker sig for.
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Ett annat sitt att konstruera polynomet dr att sitta upp ett
ekvationssystem som vid gjorde i det linjira fallet. S& vi ansédtter
p(t) = 1 + 2t + x3t% Interpolationsvillkoren ger da problemet:

1t 82 T Im
1t 83| @2 | = |y
1 t; t2 T3 Y3

I linjaralgebrakursen brukar man visa att en sddan matris,
en Vandermonde-matris, dr ickesingulir om alla t-virdena
ir distinkta.

Detta system &r liatt att formulera men relativt dyrt att l6sa (kubisk
kostnad) men det finns snabbare metoder som utnyttjar matrisens
speciella utseende. Det &r dock billigt och stabilt att berikna p(t).
Man anvinder normalt Horners metod for detta.

Exempel med n = 4:

xy + ot + x3t® + x4t® = 1 + t(zo + t(xs + tzy))

Detta skrivs lampligen i en loop, men har jag anvint sekventiell
kod: p = x4, p = &3 + tp, p = T2 + tp, p = x1 + tp. Detta kriver
n — 1 -+ respektive *.

Man kan se Vandermonde-hirledningen som ett speciallfall av fol-
jande. Vi ansitter

p(t) = 2191(t) + T2¢2(t) + - -+ + Tuo1Pn—1(t) + Tuu(t)
¢y, kallas basfunktion och i Vandermonde-matrisen anvinde vi

du(t) = 1.

Ett problem med Vandermondematriser dr att de kan bli
illakonditionerade.
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Exempel: Antag att n = 4 och tag t-viardena 0.1,0.2,0.3,0.4.
Matrisen kan da skrivas:

1 107! 1072 1073
12-107' 4.1072 8.1073
13-1001 9.1072 27.1073
14-107"' 16-1072 64-1073

Konditionstalet dr ~ 2-10%. Anledningen till det stora konditionsta-
let dr att basfunktionerna liknar varandra (kolonnerna blir nistan
linjirt beroende).

Ett sdtt att fa ner konditionstalet dr att anvinda andra
basfunktioner. Lat oss ta bokens férslag.

t— (t1+ tn)/2>’“_1
(tn —t1)/2

Pu(t) = <

Den transformerade variabeln ligger i intervallet [—1,1]:

t— (t1+tn)/2
< m <1, te [ty,ty]

Denna transformation leder till det nya konditionstalet ~ 8
i vart exempel.

Det finns ytterligare en vanlig framstéllning av interpolations-
polynomet, nimligen Newtons form. Den dr en kompromiss
mellan de tva tidigare. Det ir relativt billigt bade att konstruera
polynomet och att sedan evaluera det. Dessutom dr mojligt att lig-
ga till nya punkter utan att bérja om med polynomberéikningen.
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Den allmiinna formen ér;
p(t) = Ty+@o(t—ty)+@s(E—t1) (E—ts)++ - 4T (E—t1) (E—t2) - - + (E—tn_1)
Lat oss se pa specialfallet nir n = 3.

p(t) = @1 + x2(t — t1) + x3(t — t1) (¢t — t2)

Vi far det undertriangulira ekvationssystemet:

1 0 0 1 Y1
1t —t 0 Ty | = | Y2
1ts—t (8 —t1)(ts — t2) x3 Y3

som ju dr enkelt att losa (framatsubstitution). Vi ser ocksa att det
gér att ligga till en punkt (en rad underst i matrisen) och vi be-
hover inte 16sa systemet fran borjan.

Exempel: Finn p som interpolerar (1,1), (2,4) samt (3,11).

1) Vandermondes form. Vi ansiitter p(t) = x1 + @2t + =3t

1117 [z 1
124 x| =14
139 |as 11

som har 18sning * = [2,—3, 2] varfor p(t) = 2 — 3t + 2¢* eller
p(t) = 2t2 — 3t + 2.

2) Lagranges form:

t-2)(t-3)  (t-DEt-3) (t-1)(t—2)
PO=10 a8 Tt emne-y T e ne-2)
Férenklar vi detta uttryck far vi (givetvis) p(t) = 2t2 — 3t + 2.

3) Newtons form: p(t) = 1 + xz2(t — 1) + x3(t — 1)(t — 2). Los:

1 0 0 o 1
12-1 0 x| = | 4
13-1(3-1)3-2)] [ 11

sa att x = [1,3,2]7 varfor p(t) = 1+ 3(t — 1) + 2(t — 1)(t — 2)
som ocksa kan forenklas till p(t) = 2t* — 3t + 2.
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Problem med interpolation

2

—

I f6ljande exempel interpolerar p(t), f(t) = e™* i nio punkter.

2
-t

Interpolation av e

Det stimmer inte bra och det dr stora fel i intervallets &ndar. For
vissa funktioner accentueras detta fenomen (Runges fenomen) nir
vi okar antalet punkter (p behover inte alltid konvergera mot f
utan felet kan 6ka med 6kande antal punkter).

Det ir inte ovanligt att polynom av hogt gradtal svinger
kraftigt nir man anvinder ekvidistant interpolation (samma
avstind mellan tg-virdena).

Vi kan forsoka att “halla nere” polynomet i dndarna genom att
ligga punkterna titare dir. Hiar har jag ocksd anvint nio punk-
ter, men de ligger titare mot intervallets &ndpunkter. Polynomet
sviinger avsevirt mindre.
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2
-t

Interpolation av e

Vad &r ett bra sédtt att vilja punkterna (om vi far vilja)? Lat oss
studera felets utseende igen (vi kan ténka oss exakta data, si att

(t-1)(t - 2)(t - 3)(t - 4)/ 4t
25 ; ‘ ‘ : : ‘

1.5r

0.5f

Den kan vara orolig inom intervallet ocksa:

(t- 1)(t - 2) [t - 10)(t - 11) / 11!

0.01r h
Py =p): 0.008 1
rmee 0.006 1
50 =) = Oty — )t - 1)
n. 0.004 h
diir 0 € (t,t1,ta,...,t,). Antag att |f(™(0)] < M for alla 0.002} 1
0 € (t,t1,t2,...,t,). Vi har da o ]
M -0.002F 7
[£@) —pB)] < — [t —t))(t —t2) -+~ (£ — tn)]
n: -0.004f ]
Lat oss specialstudera funktionen (t — ¢;)(t — t2) -+ - (t — t,)/n!. 0,006 i
Den vixer snabbt utanfor [t1,t,]. I bilden pa nista sida dr n = 4 0008l |
och sedan 11. Extrapolation &r farligt. ’
-0.011 q
0 12
17 118
Den heldragna kurvan, i andra bilden pa foregaende sida, )
svarar mot ekvidistanta punkter den streckade (biittre) . Interpolation av sqri(Y). log ,oIP(t) = sqrt(?)|
utnyttjar Chebyshevpunkterna. Dessa punkter har egenskapen att 10" 7 ' ' ' ' ' ! /
gora det maximala virdet av |(t — t1)(t — t2) -+« (£ — t,)| sa litet
ojligt. _
som mojlig 1wl E
Sats:
max |(E— 1) (t —t2) oo (= )] 102
minimeras da
2k — 1)m ~
tk:—cos[g],kzl,l...,n 107
2n
Det maximala virdet pa |(t — t1)(t — t2) - - - (t — t,)| &r da 1/277 L. 10°'E
Nar t ligger i ett annat intervall, [a, 3] sdg far vi gora en linjir

avbildning av Chebyshevpunkterna till detta intervall. Vi ser att

B—a a+p
Pl 0+ 2 = e,

s de transformerade Chebyshevpunkterna blir

B—a [(2]@—1)77] a+p3
cos +
2 2n 2

I bland dr det dnda problem. Det kan tinka sig att M,
begrinsningen av |f(™(0)| ej existerar. Exempel: f(t) = v/t pa
intervallet [0, 3]. Redan f/(0) &r ju obegrinsad, man siger att de-
rivatan har en singularitet. I vissa fall visar sig singulariteten forst
i hogre derivator (ex f(t) = t°/?).

Pa niista sida visas felet vid interpolation av v/%,t € [0,3] for
okande n. Chebyshevpunkter ger obetydligt béttre resultat.
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Hér inzoomat:

Interpolation av sart(t). log (Ip(t) - sart()]

-0.1 0 01 0.2 0.3 0.4
t

Anledningen till att det inte konvergerar vid ¢ = 0 &r att v/ dir
har lodrit tangent, nagot ett polynom aldrig kan ha.
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Om en funktion har n + 1 antal kontinuerliga derivator s& kan den
utvecklas i en Taylorutveckling:

f'(a ( ) f"( ) 2 £ (a)
n!

@) = f(a) (t—a)"+R(t)

a) 4ot

dir resttermen R(t) = c(¢)(t—a)"*1, € € (a,t) och |c(€)| dr uppat
begriansad. Detta innebér att en sidan funktion (som har Taylor-
utveckling) liknar ett polynom pé ett tillrdckligt litet

intervall.

Om inte alla f*(a) = 0,k = 0,...,n kan vi géra R(t)
godtyckligt liten jimfort med resten av Taylorutvecklingen,
genom att ta |t — a| tillréickligt litet. P4 ett stort intervall behover
inte funktionen likna ett polynom.

v/t har ingen Taylorutveckling kring @ = 0. Diremot har ju v/
en utveckling kring alla @ > 0 och det &r inga problem att approx-
imera funktionen for positiva t.

Man kan naturligtvis approximera med annat 4n polynom.
Exempel: Approximera f(t) = (sint — 1)/(cost — 1) kring ¢t = 0.
Problem, i detta fall har ju f (inte bara derivatorna) en
singularitet. Kan anvinda rationell approximation (Padé).

sint — 1 12 — 12t + 2 + 3

= +R(t), R(t)=—+-

cost —1 612 ®: B =15

Sa for t ~ 0 och med r(t) = (12 — 12t + > + t3)/(6t2):

’f(t) —r@®| _ |RO®)|

1@ F@l7 240
Ett annat alternativ dr att anvinda en generaliserad potensserie:
t 12 3 tt
f()_7_7+ 6120 360 T3024 T
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Splinefunktioner

Polynom av héga gradtal dr svarhanterliga men har samtidigt lokalt
goda approximationsegenskaper. Dessutom &r ju polynom “trevli-
ga” funktioner. Enkla att beskriva, lagra, berikna, integrera, deri-
vera etc. S en vanlig kompromiss dr styckvisa

polynom av laga gradtal. Man behaller polynomens enkelhet men
slipper svingningarna.

I bilden ovan &r den heldragna linjen ett polynom och den
streckade ett annat. Heldragen plus streckad kurva tillsammans ut-
gor dock inte (nodvindigtvis) ett polynom.

Def: En interpolerande splinefunktion av grad j dr en funktion
som interpolerar (tx,yx),k = 1,...,n och som bestar av
styckvisa polynom, pa intervallen [tq,ts], [t2, t3],. . .

Dessutom é&r splinefunktionen j — 1 ganger kontinuerligt
deriverbar i knutpunkterna (dvs. i (¢, yx)).

Det dr inga problem med kontinuiteten av derivatorna av varje
enskilt polynom (i varje delintervall).
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Om j = 1 sa har vi ingen kontinuerlig derivata utan bara
kontinuitet hos splinefunktionen.
Delpolynomen har hogst grad ett.

Om j = 2 s dr delpolynomen (hégst) andragradspolynom.
Splinefunktionen ir kontinuerlig och dr kontinuerligt
deriverbar (forstaderivatan &r kontinuerlig).

Det vanligaste dr dock j = 3, kubiska splines, dar
delpolynomen &r kubiska (hdgst) och splinefunktionen &r
kontinuerlig liksom dess férsta- och andraderivator.

Lat oss se varfor detta verkar vara mdjligt att astadkomma och
varfor man inte kan kriva kontinuerlig tredjederivata.

En kubisk spline kan skrivas pi(t) = axt® + bpt? + cxt + di pa
intervallet [tg,tx+1]. Antag att vi har n stycken t-virden. Detta ger
n — 1 intervall (lika ménga polynom), si antalet obestimda koef-
ficienter dr 4(n — 1). Hur ménga villkor har vi?

Interpolationskravet ger 2(n — 1) villkor (ty varje polynom maiste
interpolera 2 knutpunkter). Detta ger oss kontinuiteten gratis.

Kontinuerlig forstaderivata ger n — 2 villkor (inre punkter) och lika
manga for andraderivatan. Si summa 2(n —1)+n—2+4n—2 =
4n — 6 villkor.

Det innebir att vi saknar tva villkor som maste bestimmas pa
nagot sitt. Hir 4r nagra vanliga tilliggsvillkor

(s ar splinefunktionen):

s”(t1) = §”(t,) = 0 sk naturliga splines (minimerar fttl"(s”(t))2 dt)

s'(t1) = f'(t1) och §'(t,) = f'(t,) komplett spline
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s'(t1) = §'(tn) samt s”(t1) = s”(t,) periodisk férsta- och
andraderivata (kanske rimligt med y, = y,, i detta fall).

p1(t) = p2(t),t € [t1, 3] och pp_2(t) = pr_1(t),t € [tn_2, ty], nOt-
a-knot; medfor att s’ kontinuerlig i ¢ = ¢, och t = t,,_1). Det ar
alltsa ett tredjegradspolynom i [tq,t3] (och ett (annat) i [t,—2,t,]).
Om vi atervinder till e*tz—exemplet har vi inget problem att go-
ra en bra approximation med kubiska splines. Jag har ritat felet

snarare dn de tva kurvorna, eftersom de ligger si nira varandra.

2
Interpolation ave

Is)-e™|

Om f@ #r begrinsad (over intervallet) si konvergerar splinefunk-
tionen mot f med hastigheten max, h}.
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Kvadratur - numerisk integration

Vill berdkna: f: f(z) dx. Inte alltid mojligt att uttrycka en
primitiv funktion i elementira funktioner (inte alltid bekvimt hel-

ler).

Grundidé: approximera f(z) med en funktion p(z) som har bra
approximationsegenskaper, och som dr enkel att beridkna och inte-

grera.

Enkelt exempel: vi vill approximera fol e~ dz.
Facit: [, e dz = 0.74682413281.

Approximera f(x) med en linjir funktion, p(z) = 1+ (e72 — 1)z.

Kvadraturexempel

0.9r ~

0.81 s

0.7r

0.6

0.5

0.4

0.3 :
0 0.2

0.4 0.6 0.8 1

Fran bilden framgar att var approximation méaste vara ratt dalig,
0.68394. Lat oss dela upp integrationsintervallet i tva

delintervall, [0,0.5],[0.5, 1] och approximera med en linjir
funktion pa varje delintervall:
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Kvadraturexempel

0.9t N R

0.8f AR R

0.7+ =

0.6 o

0.5 J

0.4r

03 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Den andra halvan borde stimma ritt bra, absoluta felet ar

=~ 0.001. Det &r fortfarande ritt stort fel i det vinstra interval-
let. Approximationen av integralen dr nu: 0.73137. Vi kan fortsitta
med att halvera intervallen, men det verkar lite bortkastat att fort-
sitta med hégra halvan. Vi vill ha en adaptiv metod som férséker
anpassa sig till felet.

Fran bilden ser man att approximationen kommer att
konvergera mot det exakta virdet (om vi bortser
fran avrundningsfel).

Ett annat alternativ dr att approximera med ett polynom av higre
gradtal. Om vi integrerar interpolationspolynomet, av grad fyra,
som interpolerar e for z = 0,0.25,0.5,0.72,1 blir felet i inte-
gralen ~ 107°.
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Mer om Trapetsmetoden

Trapetsmetoden: approximation av f med ett linjirt

Detta foljer av integralkalkylens medelvirdessats ((x — a)(z — b)
byter inte tecken pa [a, b]). I det allménna fallet, med n — 1, inter-
vall far vi summera felen:

interpolationspolynom péa varje delintervall. P3 intervallet [a, b] ap-
proximerar vi integralen med arean av en parallelltrapets (didrav
namnet):

12

b n—1 Thil — Th 3 pn 3n—1
[ 1@ do-(n = - 3 S m L) N g
@ k=1 k=1

b h
[ @) dz = S(f(@) + 0D, h=b-a

Vi delar nu in [a, b] i n — 1 lika 1anga delintervall (en del forfattare
bérjar med x):

zr=a+(k—1)h, k=1,...,n, h=(b—a)/(n—1)

si att ;1 = a och =, = b.
Beteckna den approximation vi far med T,,(f). Den blir:

g [(F (1) + f(22)) + (F(w2) + F(@3)) + - - + (F(@n1) + f(m0))] =

h @+f(m2)+f(m3)+-'-+f(mn,l)+@

Gor man ovanstiende i vart exempel verkar felet ha
utseendet ch?. Kan man bevisa det?

Fran interpolationsteorin vet vi att:

7(@) —pla) = %)

med ett intervall. Alltsa

/:f(m) dxr — ./abp(m) dxr = ./ab f”(;z)(m —a)(z —b) de =

e r° __(b=a)’ "
T/a (x — a)(z — b) dm_—T,

(m - C")(m - b)9 0, € (a, b)

€€ (ad)
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Om vi antar att f” dr kontinuerlig si antar f” min/max pi [a, b]
sa att

1 n—1
s " < " u
min, f"(2) < —— ; (&) < max f"(x)
s& att (en kontinuerlig funktion antar mellanliggande virden):

1 = " Y
m;f (&) =£"(&

Alltsa:

_Pn-1)f"€) _ _(b—a)h?f"(§)

b
[ (@) da-1.) = — >

ty h(n —1) = b — a.

S4 om andraderivatan dr begrédnsad i [a, b] och om vi rdknar exakt
giller att T,,(f) — f;’f(w) dx, n — oo.

Observera att om man inte vet nigot om hur f” ser ut kan man
inte garantera konvergens.

Det dr enkelt att lura avbrottskriteriet i kvadraturprogram. Det
enda vi kinner dr ju (xz, f(xr)),k = 1,...,n men det finns oind-
ligt manga funktioner som interpolerar dessa punkter (med olika
virden pa integralen).

Detta ar ett allmint berdkningsproblem (&ndliga punktméingder
fran odndliga punktméngder).
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Newton-Cotes-kvadratur

Man kan generalisera trapetsmetoden. Att integrera interpolations-
polynom ger Newton-Cotes metoder. Man skiljer mellan 6ppna me-
toder dir dndpunkterna ej dr med resp. slutna, diar &ndpunkterna
tas med.

Enklaste metoden dr mittpunktsmetoden (rektangelmetoden) dér
vi approximerar f(z) med f((z+ xks+1)/2) i intervallet [zy, Trr1].
S& om vi bara ser pa intervallet [a, b] s& har vi

approximationen:

[ 1@ ao= @y (“3°)

Vi har tittat pa trapetsmetoden dir man anviinder en linjir ap-
proximation. Anvinder man en kvadratisk approximation fair man
Simpsons formel:

b b—a a+b
[ 1@ dom 250 @)+ a5 (1) + 1)
Om man hirleder felen fér de sammansatta metoderna (mer én ett
intervall) har mittpunktsmetoden felet
(b —a)h’f"(¢)/24

vilket lustigt nog &r mindre &n for trapetsmetoden som ju har hog-
re ordning pa polynomet.

Dessutom har bade mittpunkts- och trapetsmetod

polynomiellt gradtal ett (exakt foér alla polynom upp till och med
grad ett). Detta beror pa att vi inte primért dr intresserade av att
approximera f (d& dr normalt en allmén linjir funktion béttre dn
en konstant) utan att vi vill approximera en integral.

En linjir approximation av t.ex. f(z) = z 6ver [—1,1] ger felet
noll och en exakt integral. Approximationen av samma funktion
med f(0) = 0 ger stora fel i funktionsanpassningen men en

exakt integral pga att approximationsfelen i integralen precis tar
ut varandra.
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Simpsons formel, som ocksé har ett udda antal punkter (jaimn grad
pa polynomet), har felet (b — a)h*f*(£)/180 som ocksi uppvisar
mindre fel in forst forviintat (tre punkter ger h* och f®).

Allmént kan en kvadraturmetod skrivas
b n
f(x) do = > wif(wr)
@ k=1
wy, kallas vikter och xj abscissor.
Hur ser Simpsons formel ut pa mer &n ett intervall? Dela in [a, b]

i sex lika langa delintervall dir vi anvinder metoden pa: [z1, z3],
[z3, z5] och [z5, z7].

/ fl@) o+ [ fla) do+ [ f(2) do ~

T3 — T
6

T+ x3
2
T3 + x5
2

[f(wl) +4f ( ) + f(ws)} +

o e +ar () + s +
T7 — @5 5 + o7

o [+ ar () 4 o)
% = x etc. och h = x4 — x, s& att approximationen blir:
2h
- [f (1) + 4f (z2) + 2f (23) + 4f (z4) + 2f (25) + 4f (w6) + f(27)]
eftersom dndpunkterna i delintervallen sammanfaller parvis.

Testar man detta pa f(z) = e~ och kriiver ett absolut fel
< 1.2-107° tar trapetsmetoden 7150 funktionsevalueringar,
mittpunktsmetoden 5055 och Simpsons formel 52. Matlabs quadl ,

som &r adaptiv, tar 18.
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Det spelar alltsi stor roll vilken metod man anviinder och
h™-faktorn dr mycket viktig. For att exemplifiera, 1at oss anta att
vi har en uppsittning metoder med feltermer:

¢ (b—a) h™ OV (€)

déir c¢ dr en konstant och m ett postivt heltal som varierar mellan
metoderna. h = 1/(n — 1) som vanligt. Om f(™)(¢) ir konstant
(inte sannolikt) kan felet skrivas Ch™ fér en annan konstant C.
For att feltermen skall bli = 7, en given tolerans, krivs alltsa:

- 1 1

S o

Med 7 = 10~° och C = 1 s far vi denna tabell:

Ch"=T, n

3 | 1000
4| 178
5 63
6 | 32
7| 19

Om nagon av f:s ldgre derivator har en singularitet i [a, b] kan dock
metoderna konvergera avsevirt langsammare.

Exempel:
Trapetsmetoden pa f(z) =z, 0 < p < 1, [a, b] = [0, 1].

Vi kan ej anvinda feluppskattningen pa hela intervallet eftersom
f’ och f” har en singularitet i nollan. Vi kan dock rikna ut
skillnaden mellan integral och approximation for € [0, h]:

/hmp de — h [Op+hp] — (1 _p) h1+p

0 2 2(1+p)

Man skulle kunna anviinda feluppskattningen pa [h, 1] for att visa
konvergens (felet gar mot noll nir h — 0), men det blir ett vildigt
svagt resultat.
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Anvinder man uppskattningen pa [h, 2h], [2h, 3h] etc. far man ett
bra resultat som visar att felet uppfor sig som h!*P.

Det forvintar man sig dven for de ovriga metoderna. Antag att
feltermen over det forsta intervallet (som innehéller nollan) har ut-
seendet ch™t1 f(™)(¢) dir ¢ &r en konstant och £ > 0 fir en multipel
av h, £ = ph sig (). Med var funktion sa blir

ch™ 1 M (&) = ex(p)h™hP ™ = e (p)h! P

for ndgon annan konstant ¢; som beror av p. Denna konstant &r
givetvis viktig, si detta resonemang visar bara hur vi forviintar oss
att beroendet av h indras. Vi far alltsd bara h'*? som kan kriva
manga funktionsberikningar (enligt var tabell).

Tar vi p = 0.3 med samma tolerans som i féregiaende
exempel, si krdver Simpson inte 52 funktionsberidkningar
utan 1 697 157.

Problemet dr visentligen av samma slag som nér vi
interpolerade /% kring ¢t > 0.

Vad kan man gora? I enkla fall kan man kanske byta
parametrisering av f och betrakta x som funktion av y (givetvis
férutsatt att f~! existerar lokalt) och sedan integrera i y-led (lite
mer fixande krivs for att fa ritt integral).

y = y/x Overgar di i triviala = y2. Man kan skaffa sig ett
interpolationspolynom genom att anpassa z-viirden till y-virden
(sk invers interpolation).

() Pa varje intervall [d, h], 6 > 0 giller feluppskattningen.
Under svaga villkor pd f och metod kan skillnaden mellan
integralen 6ver [0, 4] och metoden begrinsas av konstant - 4§,
vilket gor att feltermen bestimmer utseendet pa felet.
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Adaptivitet

Normalt vill vi inte ha ekvidistanta punkter, utan vi vill att me-
toden automatiskt ska anpassa sig efter funktionens utseende och
anvinda tidtare med punkter dir si behdvs. Vi beh6ver da en upp-
skattning av felet.

Att direkt uppskatta feltermen gér man normalt inte.

En vanlig metod &r att rikna ut resultatet med tva metoder (en
med mindre fel) och jimféra resultaten. Kostnaden bor vara som
for en metod. Man kan ocksa anvinda samma metod men med oli-
ka antal punkter.

I boken anviinds den senare varianten med trapetsmetoden
(Simpson, eller bittre, #r vanligare). Hir foljer en genomgang.
Vi borjar med intervallet [a, b], riknar ut trapetsapproximationen
med tva punkter. Vi ligger sedan till mittpunkten, m = (a + b)/2
och riknar ut en ny approximation, nu med tre punkter.
Observera att detta kriver ett nytt funktionsvirde, f(m).

Vi fortsitter nu sa rekursivt pa intervallen [a, m] och [m, b]. Nar
felet 6ver ett intervall &r tillrickligt halverar vi inte detta
intervall vidare.

Antag att vi har kommit ner till ett delintervall av lingd h. Ap-
proximationerna kan skrivas (I dr det exakta virdet
av integralen 6ver detta delintervall)

I="T,—h’f"(€)/12 resp. I =T,» —h(h/2)*f"(8)/12
Antag att ¢ = —f"(¢) = —f”(0) (behover inte vara sant).
Da giller
0= T, — Ty2 + ch®*(1 — 1/4)/12 = T}, — Ty,j2 + 3ch®/(4 - 12)
Men felet i Ty/» dr ju ch(h/2)2/12. Alltsa
Thyo — Ty

I =T,
h/2 + 3
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S& hir kan det se ut (med riitt stor tolerans):

En rekursiv trapetsmetod. Skalad |f"(x)| ——, f(x) —.

1.2F 1

0.8r 1

0.4r 1

B =
v
.

i T

0 1 2 3 4 5 7
X

(=)

Man kan notera att formeln ovan dven ger upphov till en ny metod.
Om vi lidgger till feluppskattningen far vi

I~ (4T, — Th)/3

och bakom denna formel déljer sig Simpsons formel.

Man kan betrakta hirledningen vi har gjort som ett specialfall
av sk Richardsonextrapolation.
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Man kan visa att det existerar en serieutveckling av felet

</bf(w) dz :)I:Th+a1h2+a2h4+a3h6+---
a
Vi halverar nu h och far
I =T, + ah*/4 + a2h*/16 + a3h®/64 + - - -
Genom att kombinera de tva uttrycken kan vi bli av med
h%-termen (och dirmed minska felet):
4I — I = 4Ty, )5 — T, + (4a1h*/4 — a1h?) + (4ash* /16 — azh?) + - - -

sa att

4Ty, — Th,  ash?
N 3 4
Detta kan man nu upprepa (med T} /4) for att bli av med
h*-termen. Denna process (upprepad Richardsonextrapolation) kal-
las Rombergkvadratur.

I

Richardsonextrapolation kan anvindas nérhelst man har en
utveckling av felet. Exempel, approximation av derivata.

fl@+h) —fx) LIRS Y() fl=) o hELF W) ()
f—z —Tff(m)-‘rzT

h h prd k! =
sa att
f(@) = w —hf"(z)/2 — K2 f"(x)/6 — - --
(@) = HEEEZIE oy @) 2 22 ) 6
f:;) NSRS oy i
Py @ T A @R = F@ER)

h
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Gausskvadratur

Antag att vi vill berdkna j: f(x) dx och tillats gora

tre funktionsberidkningar, f(z1), f(x2) samt f(x3).

Om vi viljer 1 = a, 2 = (a+b)/2 samt x3 = b s& kommer Simp-
sons formel att vara optimal nir det géller polynomiellt gradtal.
Dvs om vi vill att metoden ska vara exakt for polynom av grad
0,1,...,m for si stort m som mdjligt s dr Simpsons metod det
bista valet (m = 3).

Det visar sig dock att vi kan fa stérre m genom att vilja
andra xg-virden. Detta dr kiirnan i Gausskvadratur, att vilja bade
xp-viarden och vikter for att maximera m.

Lat oss ta intervallet [—1,1]. Vi ska nu vilja @1, 2, 3 samt vikter
w1y, We, w3 sa att

1
/ z* de = wlw'f+w2w§+w3m'§,k =0,1,...,m

-1
for maximalt m. Integralens virde blir 0 om k idr udda och

2/(k + 1) annars. Vi far foljande ickelinjira ekvationssystem att
16sa:

2 = wy + ws + w3 k=0
0 = w11 + wexs +wzxrs k=1
2/3 = wix? + wewl + wyzl k=2
0 = wzd+ weard +wsxi k=3
2/5 = wiz + wery + wix; k=4
0 = ’U)1$? + ’11)2$g + ’11)3$g k=5

Det verkar inte rimligt att ta med en ekvation till. Vi har ju 3 +
3 = 6 obekanta och vi kan da kanske satisfiera sex ekvationer.
For att l6sa systemet kan man anvinda “brute force”, men det
verkar rimligt att punkterna méaste uppvisa viss symmetri. Vi antar
salunda att ©; < 2 < 3 med 3 = 0 och x; = —x3.
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Detta val leder (k = 1) till att w; = ws och satisfiering av fallen
k = 3,5. Kvarstar da ekvationerna 2 = 2w; + wy, 2/3 = 2w x?
samt 2/5 = 2w}, Vi far @y = —/3/5 och w; = 5/9. Metoden
blir alltsa:

/1f@)wrzgf(—V53)+§fW)+gf(¢€E)

Man ser att metoden inte idr exakt for m = 6 sa det

polynomiella gradtalet dr 5 (det var 3 for Simpsons metod).
Eftersom integration dr en linjir operation si dr metoden exakt for
alla polynom av grad hogst 5.

For en Gausskvadraturformel har vi gradtalet 2n — 1 med n punk-
ter. Vi har dock offrat i enkelhet. Hirledningen kan dock férenklas
(man anvénder teorin f6r ortogonala polynom och kan blanda in
egenvirdesproblem for tridiagonala matriser).

En annan nackdel dr att virdena maste skrivas in i ett

program (stora tabeller). Det allvarligaste problemet dr dock att
man inte kan ateranviinda funktionsvirden nir man gor

adaptiva metoder.

Det finns dock varianter, Gauss-Kronrodkvadratur dir man har
en kompromiss mellan optimaliteten i Gausskvadratur och

kravet pa ateranvindning av funktionsvirden, se boken.

Hur ser var metod ut pa intervallet [a, b], fab f(z) dz?

Sitt z=ax+ B dir a = (b—a)/2 och B8 = (a+b)/2.
z € [a,b] — z € [—1,1]. dz = o dx. Alltsa:

b 1 3
/ f(z) dz = / floax + B)a dx = Z(awk)f(amk +B)
a -1 P
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Ordinéra differentialekvationer
Vi kommer enbart att studera begynnelsevirdesproblem, t.ex.
y'(t) =t +siny(t), 3<t<10, y(3) =4

Derivatan, y’(t), dr tagen med avseende pa ¢ (“tiden”).

3 < t < 10 anger det intervall dir vi vill approximera l6sningen.
y(3) = 4 ir ett begynnelsevillkor som anger y:s begynnelsevirde,
4, vid tiden ¢t = 3. Normalt (i 6vningar och anteckningar) skriver
vi aldrig ut ¢, i y(¢). Vi struntar dven i intervallet (tiden i begyn-
nelsevillkoret dr vinster Andpunkt, och Du far anta nagot lampligt
slutvirde). Problemet kan d& formuleras:

y =t +siny, y(3)=4
Normalt vill vi studera ett generellt problem, vi skriver:
= f(tay)t y(t()) = Yo

Sa, i exemplet ovan #r f(t,y) = t? + siny. Begynnelsetiden &r to
(3 i exemplet) och y vid detta virde ir yo (4 i exemplet). Bade ¢,
och yy maste vara kiinda.

Loésningsmetoderna genererar approximationer till 16sningen for en

uppsittning tidpunkter: (to,yo), (t1,y1), (t2,Y2)s .+« (tn, Yn), dér
t,, ar slut-tiden och yi = y(tx)-

Yy 4r en approximation av 16sningen vid
tiden t = ¢;. Det exakta virdet ar y(t;).

Senare kommer system av ekvationer. Sidana behovs for att vi skall
kunna 16sa problem som innehéaller hogre derivator, t.ex.

y” =t+2y" + (¥)* +siny, y(0) =2, ¢ (0)=-3, y”(0) =4
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Exempel: 1t oss studera problemet: y’ = 1. Detta dr inget begyn-
nelsevirdesproblem (eftersom vi saknar y(to) = yo). Ett problem
av detta slag har normalt odndligt manga lsningar, i detta fall
y(t) = t+ c dir c dr ett godtycklig reellt tal. Nér vi ger ett begyn-
nelsevillkor viljer vi ut en av alla dessa odndligt manga 16sningar.
y(3) = 4 ger oss 16sningen y(t) =t + 1.

Med grafiska verktyg kan vi skaffa oss en bild om l6sningsméngden
dven for problemet y’' = f(t,y). Lat oss gbra detta for problemet
y' = sin(ty).

I bilden nedan har jag skapat ett gitter i (en begrinsad del av)
(t, y)-planet. I varje gitterpunkt har jag avsatt en pil vars riktning
dverensstimmer med derivatan av den lésningskurva som gar ge-
nom punkten. Detta dr enkelt eftersom y’ = f(¢,y), sd derivatan

ar f(t,y)-

hESNNIRS 1111
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I nésta bild har jag ritat i tva 16sningskurvor (jag har gett tva
begynnelsevirden).

!

0.8

06

04

1171777777

VAV NNANANN

———

1/

0.2

L
et
AT
ANNSSESSAN N
AT/
o=

Y/

== \

p==

el
e
/7

y
~J \\<T/// —

RN\
AT

i

=/
L

Nz /

\f=—

SONNANNANANN

AR REEN

IR NN O

I

N NN\

'
IS
I
s
0
~
w
IS

Det finns begynnelsevirdesproblem som saknar, eller har
flera losningar. Det kan ocksa vara si att y(t) inte existerar for alla
t > to.
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Foregiende bild antyder en enkel 16sningsmetod. Vi startar i (o, yo)
(som vi kiinner). Vi tar sedan ett litet steg utmed tangenten till 16s-
ningen (tangenten kan vi berdkna med hjilp av f(¢,y)).

(ty Yo)

Antag att vi stegar med fix steglingd, h, i t sa att:
tl =t0+h, tz =t1—|—h7 t3 =t2+h,.... Allmént tk=t0+kh.

Vi far Eulers metod:
Yk+1 = Yk + hf(tk7 yk)v k=0,1,2,...

eller utskrivet

Y1 = Yo+ hf(to, ¥o0), ¥2 = y1 + hf(t1,¥1), ys = y2 + hf(t2, y2), - - -
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Exempel: y’ = sin(ty), y(—1) =1.
Sa tg = —1, yo = 1 och f(t,y) = sin(ty).

Om h = 0.1 far vi approximationerna:

Y1 = Yo + hf(to, yo) = yo + hsin(toyo) =
1+ 0.1sin(—1-1) = 0.9159

y2 = y1 + hf(t, y1) = y1 + hsin(tiy:) =
0.9159 + 0.1sin(—0.9 - 0.9159) ~ 0.8425

ys = Y2 + hf(t2, y2) = y2 + hsin(try2) =
0.8425 4 0.1 Sin(—O.S . 0.8425) =~ 0.7801 osv.

h=0.125,0.25,05, 1
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Alternativa hirledningar av Eulers metod

Taylorutveckling:

y(te + h) = y(te) + h y'(t:) + h; Y (k) + -
Nu dr y'(tr) = f(tk, y(tr)) och tgi1 =t + h si att:
Y(terr) = y(te) + b f (e, y(t))
Vi approximerar nu yi = y(tr), Yr+1 =~ y(tr+1) och far:

Yer1 = Yr + b Fte, yr)

Nu till en hirledning som anvinder kvadratur (integration).

Y(ti) — y(t) = / Ty at = / U ft ) dt

k k

Vi approximerar nu integralen med arean av en rektangel;

"t
Y(trr1) — y(te) = [ ft,y(t)) dt = (thi1 — te) Fte, y(tr))
k 4
Sa.:
Yre1 = Y + b f(tr, yr)
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System av ekvationer

u(3) = 2
u® =w’ — 2t +ul—t+1, { W(3)=-1
u”(3)= 0
Infér nya funktioner
Y1 =u
yp=u =y =y
ys=u" = ys =y,
Vi far
Y =12 n@) = 2
Yo =13 y q ¥2(3)=-1
Yi=ys— 2ty +yi —t+1 ys(3) = 0

Detta problem kan fortfarande skrivas, y’ = f(¢,y), om vi infér
vektorerna y och f, dvs.

yi(t)
y(t) = | ya(t)
y3(t)
Y2 2
Fty) = |ys , yO=|-1

ys— 2ty +yl —t+1 0
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Alla metoder vi har sett kan enkelt generaliseras till systemfallet.
Skaliira y;, byts mot vektorn y®. f(ty,yx) gar over i f(tx, y®).

Tiden t; och steglingden h &r fortfarande skalérer.

Eulers metod for exemplet ovan blir, med ¢, = 3, h = 0.1:

2
y@ =] -1, ¢y =y 4 hf(to,y"®)
0
Dvs.
T ©)
vy vy vz
v | = | | +h|®
ys" | vy i — 2ty + (u”) —to+1
197 T 2 ~1
—1| =|-1]|+01]0
0.8 | L O 0-2-3(—-1)+22-3+1
OSV.
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Hur man I8ser problemet med ode45

function ode_ex

yo = [2 -1 O]; % begynnelsevéarden
to = 3; % begynnelsetid
ts = 10; % slut-tid

[t, y] = oded5(@f, linspace(t0, ts, 100), y0);

figure(1)
hold off
plot(t, y(:, 1), 'k-’, t, y(;, 2), k-7, ...
t y@ 3), 'k-)
legend({’y’, 'y, 'y"""}, 'Location’, 'NorthWest’)
xlabel(’t’)
grid on

function yp = f(t, y)

yp = [¥(2); ¥@3); y@3) - 2 *toxy2) +y()r2 -t + 1]

20 T T T T T

15f ==Y
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Felkillor

o trunkeringsfel; i Eulers metod trunkerar vi
Taylorutvecklingen (approximerar med tangenten)

e avrundningsfel; normalt inte si viktigt

Lokalt fel: felet som uppstar i ett steg nir man
betraktar startpunkten, (¢x_1,yr—1), som exakt.
Programvara forsoker begrinsa detta fel.

Globalt fel: felet mellan approximativ och exakt 16sning,
yr — y(tr)

Lokalt och globalt fel
6 T T T T

5.5F J

2.5¢ 1

15¢ 1
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Ordning

Olika metoder har olika ordning: en metod har ordning p om det
lokala felet fir av storleksordningen hP*! niir h — 0. Vi skriver
O(hPTY).

Vilken ordning har Eulers metod?

Antag att vi stir i punkten (¢x_1,yr—1). Vad blir felet i nista steg
férutsatt att (tx—1, yx—1) betraktas som exakt?

Lat oss titta pa det speciella problemet y’ = Ay, y(0) = yo.
Eulers metod ger, som vanligt, approximationerna yo, Y1, Y2, - « -

Den exakta losningen som gir genom (1, yr—1) betecknar vi med
z(t) och den loser f6ljande problem:
2 =Xz, z(tk-1) = yr

Dvs.
2(t) = Mttty

si nir t = t, ar

2(t) = Dy g = My

Eulers metod ger:
Ye = Yp—1 + hf(te—1,Yx-1) = (1 + AR) Y1
Det lokala felet blir:
yr — 2(tk) = (1 + Ah)yp—1 — eMyp_1 =

(Ah)?
2

(R {HM#M)Z.HHM,IZ_{

3 +] Yk—1

som dr O(h?), s Eulers metod har ordning ett (ir en forsta ord-
ningens metod).
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Nu till det globala felet, yr — y(¢x), dir y(¢) dr den exakta
16sningen till ¥y = Ay,y(0) = yo och y; ar approximationen av
y(tx)-
Tydligen ir
y(tr) = ey och y = (1 + Ah)*y,,
Varfor?
Y1 = yo + hAyo = (1 + hX\)yo.
y2 = y1 + hAys = (1 + hA)y1 = (1 + hA)?y, etc.
Eftersom t;, = kh, far vi foljande uttryck fér det globala felet:

ur — y(te) = (1 + Ah)Fyo — eMryy = (14 Ah)Fyo — eMiyo =

k
14 kAh +

y(my n ] Yo [1 T+ kAR + (k’\zh) o lw

—k 1 1
T(Ah)zy0 +...= —§>\2(hk)y0 h+...= —§A2tky0 h4...

Sa det globala felet uppfor sig som h.
Tumregel: det globala felet ar O(h?).

Vi tappar alltsid en potens mellan lokalt och globalt fel.
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Vi kan forsoka skapa metoder av hégre ordning, t.ex. genom att
anvinda tidigare punkter; en si kallad flerstegsmetod.

T.ex. h
Yrt1 = Y + 3 [Bf (thsyr) — F(tr—1,Yr-1)]

som har ordning tva.
For att starta metoden kan vi ta ett Euler-steg.

En annan metod av andra ordningen ir Heuns metod:

h
Yrrr =Ykt [f(tryyr) + f(tr + by yr + RS (tr, yr)]

Detta ir en enstegsmetod.

Feli Euler och Heun.y'=y, h=0.1
10 T T T T

-1

10

0 0.5 1 15 2
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Problemets stabilitet

Hur dndras 16sningen vid sma dndringar i problemet?

I foljande bild visas hur 16sningen (till ¥’ = sin(ty)) varierar med
y(to). y(to) = 0.89,0.90 respektive 0.91.

Om l6sningskurvorna gar ihop eller gar isir avgors av det
lokala utseendet pa riktningsfiltet.

¥, = 0.89, 0.90 och

o
©
s

Tz Al
el
bl

N

En I6sning dr stabil om tva losningar kan fas att ligga godtyckligt
nira varandra (for ¢ > to) givet att vi stor tillrdckligt lite.
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I nedanstéende bild har jag l6st y’ = Ay + s(t), for ett positivt och
ett negativt virde pa A.
s(t) &r en liten storning som intriaffar omkring ¢ = 1.

Den exakta 16sningen till ¥ = Ay ir y(t) = e*y(0).

y' = Ay + stérning
6 :

Vi ser att storningen dimpas ut nir A < 0.

Om A dr komplext med negativ realdel sa ar
differentialekvationen stabil; felen dimpas ut.

Om realdelen &r positiv dr differentialekvationen instabil.

Detta kan generaliseras till ickelinjira problem och
system av sadana.
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Adaptivitet

De flesta ODE-16sare ar adaptiva, dvs. de férsoker att anpassa steg-
lingden sa att det lokala felet underskrider en tolerans given av
programmets anvindare.

I vissa fall bestar programmet av en familj av metoder av olika
ordning. Programmet kan da dven variera ordningen.

I figuren nedan har jag l6st ett problem med ode45 (den heldragna
16sningen) och ode23, med stor tolerans, (ringarna).

Adaptivitet: y’ = exp(3 sin t) sin(5t)
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Styva problem och l6sarens stabilitet

Det ar vanligt med sé kallade styva problem (stiff).
Dessa uppkommer t.ex. nir man har snabba transienter.

Om vi anviinder en vanlig ode-lgsare pa ett styvt problem tvingas
16saren ta mycket korta steg for bibehalla stabiliteten.

Det visar sig att vi kan lira oss mycket om metoders stabilitet
genom att studera den skalira testekvationen, y’ = Ay, y(0) = 1.
Normalt har vi dock styva system (och inte skaldra ekvationer).

Antag att A < 0, den exakta 16sningen dr da avtagande.
For vilka h ger Eulers metod y, — 0 da k — oo?

Yrt1 = Yk + hF(tr, Yr) = yr + hAyr = (1 + hX)yp
sa att

yr = (1+ hA)*

Nir giller att y, — 07 Jo da:

1+ kA <1
dvs, om XA € R (och A < 0),

0< hlA| <2

Antag nu att A dr ett mycket negativt tal, sig A = —20000. For
att vi 6verhuvudtaget skall fa en l16sning som gar mot noll maste
h < 1/10000.

Vi noterar att e’ = €naen om t = (10g €mach) /A ~ 2 - 1073 i
vart exempel.
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Vad skall vi goéra? Losningen dr implicita metoder.

Bakat-Euler:
Yer1 = Yk + hF (Ers1 Yrr1)
Stabilitet? Testa pa vy’ = Ay

Ykt1 = Yk + AAYr 11

sa att
Yrr1 = (1 — hX) 'y
och
ye=(1—hN)" ty yo=1

Nir dr |(1 — hA) 7Y < 1?7 Antag A < 0 (reellt)
da dr [(1 — hA)™| < 1 for alla h > 0!

Detta innebir givetvis inte att vi kan ta godtyckligt langa steg.
Tar vi for langa steg blir felet for stort.

Implicita metoder har den nackdelen att vi maste 16sa en
(normalt ickelinjar) ekvation for att bestimma yj1.

I en explicit metod, som Eulers metod, ir detta inte
nodvandigt.

Det finns mer komplicerade implicita metoder, t.ex.
4 1 2h
Yit1 = Yk + JYk-1 = ?f(thrl’ Yrt1)

som ir ett exempel pa en flerstegsmetod.
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Ett exempel:

y = ?iz(y1+2y2)/€]’ y(o):[_l(ll]

Ett styvt problem
10 T T T

Med Matlabs 0de23 (en Runge-Kutta-16sare ordning 2 och 3) krévs
11989 steg for att 16sa problemet da e = 0.0002. Toleranserna ir
relativt 1073 och absolut 107¢.

Matlabs ode23s (s for stiff) l6ser problemet i 192 steg. 140 av dessa
steg tas for ¢t < 0.01.
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Andra problemklasser

Tvapunkts randvirdesproblem:

y' = fty,y), ay(a) + 61y (a) =7, ay(b) + Bay'(b) =2

Egenvirdesproblem (vibrerande string):
(py') +Xpy =0

y(a) = y(b) = 0, fixerade dndpunkter
y'(a) = y'(b) = 0, fria dndpunkter
y(a) = y(b), y'(a) = y'(b), periodiska randvillkor.

Ickelinjirt egenvirdesproblem (bifurkationsproblem).
Knéckning, roterande kedja, Taylor-Couette.
" Ay

V't e

= 0 samt randvillkor

Tidsférdréjningsproblem (delay equations)
y(t)=yt) —yt—T)+...

Inkubationstid; dndlig utbredningshastighet...

Differentialalgebraiska problem: differentialekvation med
algebraiska “bivillkor”.
Specialfall, implicita problem: g(¢,y)y’ = f(¢,y).
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