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Ovningar

Ovningar pa kapitel 1, konditionstal, stabilitet, flyttalsaritmetik

Vi vet att x = 24.516 &r ett korrekt avrundat vérde. Berdkna absolutbeloppen av de maximala absoluta
och relativa felen.

. Pa foreldsningen hérledde vi en uppskattning for konditionstalet fér nollstéllena till ett andragradspoly-

nom. Testa uppskattningen pa p(z) = 22 — 3z + 2 respektive p(z) = 2% — 1.992 + 0.99. Stimmer den
bra?

. & dr en approximation av ett exakt virde x dir |# — z| < §. Hur kan vi uppskatta |f(Z) — f(z)| givet
2

funktionen f? Vi kéinner & och 6 men inte z. Tillimpa resonemanget pa f(x) = 7z+3 respektive f(z) = a=.
Ledning: anvind Taylors formel.

Nér man parallellkopplar motstand med resistanserna Ry, Ro, ..., R, sa ges den totala resistansen, R, av:

Antag att osékerheten i Ry, &r £0.1Ry. Hérled en begréinsning av felet i R. Vad giller vid seriekoppling?

. Vi vill berdkna f(z) givet x och den deriverbara funktionen, f : R — R. Uppskatta konditionstalet fér

sma storningar. Testa pa cosz da x = § och da ¢ = 7/2 — §, med § > 0 och litet.

Antag att f &r en deriverbar funktion och att 0 dr en deriverbar storning som &r begréinsad, |§(x)| < e for
alla x. Diskutera hur kénslig derivatan av f &r for storningar i funktionen. Dvs. sig nagot om derivatan

av f(x) + d(z). Gor motsvarande for integralen, f; f(z)+d(x)dx.

Vi vill méita hojden pa en flaggstang genom att stega ut en strécka, s, fran stangen och méta vinkeln, a,
mellan markplanet och flaggstangens topp. Antag att vi har begrénsningar pa relativa osékerheter i s och
a, s& vi har begrinsningar av |As/s| och |Aa/al, hur stor relativ osidkerhet har vi i héjden h? For vilka s
och « &r problemet att méta h speciellt illa konditionerat? Verkar dina slutsatser rimliga? Om inte, kanske
du far gora andra antaganden om felen i s och a. Du kan anta att vi har sma osékerheter sa att det gar
att anvinda partiella derivator for att uppskatta oséikerheterna.

. Har foljer en forberedelse for linjéra ekvationssystem. Studera hur kénslig 16sningen, x, &r for stérningar

i den reella parametern «, da:

ot L]

Vi kan ténka oss detta som en funktion ockséd, ndmligen den som avbildar o pa x, sa en funktion fran
R till R2. Man kan utnyttja derivator for att studera problemet, men man kan ju dven l6sa ut x som
funktion av a. For vilka o ar x kénslig for fordndringar i a?

Upprepa ovanstaende da vi har tva parametrar, o och 3:

a f !
5 o lx=[o]
Studera hur kiinslig losningen till begynnelsevirdesproblemet, y'(¢t) = cy(t), y(0) = yo #r for dndringar i
Yo- ¢ och yo ir givna reella tal och y dr den sokta funktionen (som beror av t).

Lat talfoljden ar ges av agi2 = ag1 + ag, k = 0,1,2,... dér ag och a; dr givna. Studera hur a,, (givet
nagot stort n) beror av férdndringar i agp och a;. Da ag = a; = 1 har vi Fibonaccis talfsljd. (Losningen
kréver kunskap om hur man loser linjira differensekvationer.)
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Under forelédsningen studerade vi hur kénsliga nollstéllena, till ett andragradspolynom, &r for stérningar
i polynomets koefficienter. Forsok att generalisera resultatet till ett polynom av grad n (inte en sa litt
uppgift). Ledning: betrakta ett nollstille, r, som en funktion av koefficienterna, ag, a1, .. ., a, och anvind
implicit derivering. Antag att polynomet har distinkta nollstéllen.

Kontrollera ovanstaende uppskattning med hjilp av Matlab. Ledning: roots och poly.

Antag att vi arbetar med fyrsiffrig decimal aritmetik. Berikna foljande summor samt de absoluta och
relativa felen. 6.278 + 4.039, 6.278e10 + 4.039e10 och. 6.278e-10 + 4.039e-10

Visa att addition enligt IEEE &r en stabil algoritm.
Visa, med hjalp av féregaende 6vning, att matrisaddition enligt IEEE &r stabil.

Ar skalirproduktsberikning med IEEE stabil? Dvs. dr det stabilt att bilda
S e
k=1

Vi har ett flyttalsystem med basen 10, t=4, L=-10 och U=10. Vilket &r det storsta respektive minsta
positiva talet i detta system? a) Om systemet #r normaliserat? b) Om vi tillater denormaliserade tal?

Vad blir resultatet av féljande Matlab-berikning? sum(100.~[1 5 10 15 20])

Vi har ett flyttalsystem med basen 10. a) Vilka &r de minsta viirdena pa t, U och det storsta pa L sa att
bade 2365.27 och 0.0000512 kan representeras exakt i normaliserad form? b) Om vi tillater denormaliserade
tal?

Jamfor uttrycken logz — logy och log(z/y) ur berdkningssynpunkt. For vilka z och y férviintar vi oss
problem?

Vilket av uttrycken 22 — y? och (z — y)(x + y) ger oss mindre avrundningsfel? For vilka x,y #r detta
speciellt tydligt?

Vi vill 16sa ekvationen 22 + az +b = 0 da vi vet att a och b bada i#r positiva och dér a dr mycket storre dn
b. Pa foreldsningen sa vi att den matematiska formeln inte fungerar tillfredsstéllande nér vi rdknar med
avrundningsfel. Visa att rotterna &r vilkonditionerade genom att uppskatta konditionstalen med formeln
som vi hirledde pa foreldsningen (det finns en stor rot (mycket negativ) och en liten (néra noll)). Visa att
den stora roten gar bra att beriikna med standardformeln, men att det blir problem med den lilla. Forsok
att hitta en bra algoritm for den lilla roten. Taylorutveckling &r, som oftast, ett anvindbart redskap i
detta sammanhang.

Léngden av en vektor definieras som [>_;_; xi]l/ 2. Ar det lampligt att implementera en datorprogram

direkt efter formeln? Vad skall man géra istéllet (svart)?

Lat f(x) = (e* —1)/x. Vi vet att f(z) - 1da z — 0.
a) Troliggor detta genom att berikna f(107%),k =1,...,16. b) Ge kommandot man expm1 .

Vi vill approximera f'(z) med differenskvoten, (f(x+ h) — f(x))/h. Vad &r ett lampligt virde for h? Vad
giiller om vi anviinder approximationen (f(z 4+ h) — f(z — h))/(2h)?

Den harmoniska serien y -, 1/n #r divergent. Nér vi anvénder flyttalsaritmetik géller inte detta, varfor?
Efter ett antal termer &ndras inte summan, uppskatta detta antal.

Vi kan berdkna standardavvikelsen, o, pa tva olika sétt:

n

1/2
1 _\9 _ 1
U:ln—lz(xi_x)l _ln—l

=1

n 1/2
Z :1012 — n:vﬂ 1
i=1

z ar medelvirdet av z-vardena. Vilken formel ar att foredra? Varfor?
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1.2 Ovningar pa kapitel 2, linjira ekvationssystem
1. A &r en kvadratisk matris vars alla radsummor &r noll. Visa att A &r singulér.

2. En magisk kvadrat, av ordning n, dr en n X n-matris, M,,, vars alla radsummor, kolonnsummor och
tva diagonalsummor #r lika. Dessutom skall elementen i matrisen vara 1,2,...,n%. Matlabkommandot
magic(n) returnerar en sadan matris av ordning n (storre &dn tva).

Visa ett M, har ett egenviirde n(n? + 1)/2.

3. a) Visa att matrisen A &dr singular.

1 1 0
A=|1 2 1
1 3 2
b) Hur manga losningar har systemet Ax = [2,4,6]7?
4. Berikna A~! da
1 0 O
A=|1 -1 0
1 -2 1

A #r kvadratisk med A2 = 0. Visa att A ir singulér.
Antag att A, B € R"*". Visa att (AB)T = BT AT samt (AB)~! = B7'A~! (A och B ir ickesinguliira).

A ir ickesingulir. Visa att (AT)~! = (A~1)T. Vi skriver diirfér normalt A~7.

® N o o

Beskriv, i punktform, hur man lampligen l16ser systemet:

5 2]

L1 och Ly &r ickesingulédra undertrianguléra matriser. Vektorerna har partitionerats sa att de passar ihop
med blocken i matrisen.

9. Lat Ly beteckna en enhetsmatris men dér elementen i kolonn k under diagonalen far vara skilda fran
noll (vi anvéinde sadana matriser vid hérledningen av LU-faktoriseringen). Visa att a) Ly, &r ickesingulér.
b) Ly =1-— mke;f ddr my, &r en vektor vars forsta k element &r noll. ¢) Ll=1I+ mkef. d) LyL; =
I-myel —mj el omj > k.

10. a) Beriikna LU-faktoriseringen av matrisen nedan. b) Nér dr matrisen singulér?

1 a
c b
11. Visa att en symmetrisk och positivt definit matris A har: a) positiva diagonalelement, b) “stor diagonal”,

a; i+ ag i > 2|a; k| ¢) det till beloppet storsta elementet pa diagonalen. d) har positiva diagonalelement,
i D, i LDLT -faktoriseringen (Du far anta att den existerar).

12. Berdkna LU-faktoriseringen av matrisen nedan. Berékna sedan Choleskyfaktoriseringen.

1 -1 0
-1 2 -1
0 -1 )

13. Visa att matrisen nedan saknar LU-faktoriseringen:

]
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. Anvind Choleskyfaktorisering for att avgora for vilka « foljande matris &r positivt definit:

a 1
1 2
Gor om samma sak men anvind definitionen av positivt definit matris. Gor det slutligen med egenvéirden.

Lat A = CCT vara Choleskyfaktoriseringen av A. Visa att elementen i C inte kan bli godtyckligt stora
fastén vi inte pivoterar. Man kan visa mycket mer, forsok att knyta ihop elementen i C med de i A.

A, B,C € R"™" diar B och C ér ickesinguldra. Visa, i punktform, hur man berdknar x pa ett bra sétt
(bra vad avser berikningsfel, cpu-tid och minnesbehov) dd x = B~!(2A +I)(C~! + A)b.

0 # u,v € R™. a) Visa att rang(uv’) = 1. Visa att om rang(A) = 1 s &r A av formen uv?’.

u,v € R™. Nir existerar (I — uv?)~!? Bestiim inversen nir si #r fallet (ledning, den har nistan samma

form som matrisen sjilv).

Vi generaliserar ovanstaende och vill bevisa att (A —UVT)™1 = A=l + A-1UI - VTA-IU) " VTA-L
A &r ickesinguldr, men U,V behover inte vara kvadratiska matriser (de kan vara vektorer till exempel).

Visa att || ||p,p = 1,2, 00 verkligen dr vektornormer.
Visa att || ||p,p = 1, 00 verkligen &r matrisnormer.

Visa att ||x||a = (xT Ax)!/? definierar en vektornorm (en elliptisk norm) di A &r en symmetrisk och
positivt definit matris.

a) Visa att ||A||lmax = max; ; |a; ;| definierar en matrisnorm, men att den inte &r submultiplikativ.
b) Visa att att [|A[|p = (3, ; la; j1?)'/? &r en matrisnorm (den sa kallade Frobeniusnormen).

Lat D = diag(ds, .. .,d,) med alla d; # 0. Berékna (D).

(1]

Visa att en positivt definit matris &r ickesingulér och att inversen &r positivt definit.

Beriékna x1(A) som funktion av a da:

Antag att A = BB dir B &r ickesinguldr. Visa att A &r symmetrisk och positivt definit.

Antag att B, nedan, av ordning n+ 1, d&r symmetrisk och positivt definit. o &r en skalér, a en kolonnvektor
om n element och A &r en kvadratisk matris av ordning n.

a aT
5[5 %]

a) Visa att @ > 0 och att A &r positivt definit.
b) Beriikna B:s Choleskyfaktorisering i termer av «, a och A.

Visa att antalet additioner (subtraktioner) och multiplikationer for att beriikna Choleskyfaktorisering &r
n3/6+---.

NA-Net, http://www.netlib.org/na-net/, ir en web/e-post-baserad sammanslutning av personer som
ar intresserade av numerisk analys. Vem som helst kan vara med, fran professionella numeriker till allmént
intresserade. Foljande fraga skickades in till NA-Net av en professor i datalogi;

Let S be a symmetric positive definite matrix, and D a diagonal matrix whose entries are in the
interval ]0,1]. Is the product DS positive definite? In my numerical experiments it appears to be
true. Apparently the proof must be easy, but I was enable to find one.
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Hade Du kunnat hjilpa honom? Man far anvinda den allménna definitionen av positivt definit (ingen
symmetri krévs).

31. Vi vill 16sa Cz = d déar C &r en komplex och kvadratisk matris. z och d &r komplexa vektorer. Lat
oss infora real- och imaginirdelar, C = A 4+ iB, z = x + iy och d = b + ic. Visa att 16sningen ges av

problemet: [gf“ﬂ—[g]

Ar detta en bra metodik (jamfort med att angripa det komplexa problemet direkt)?

32. Antag att T &r en tridiagonal matris. a) Diskutera hur man kan implementera en effektiv algoritm for
att 16sa Tx = b. Ar det bra att anvinda T=1? b) Implementera Choleskyfaktorisering i det fall da T
dessutom &r symmetrisk och positivt definit.

33. Antag att T ir en tridiagonal och ickesinguliir matris. Visa att T—! i allménhet #r full (en anledning till

att inte anvénda inverser). Detta dr en svar évning.

1.3 Owvningar pa kapitel 3, minstakvadratproblem

1. Visa med ett enkelt exempel att det &r skillnad pa linjira ekvationssystem, Ax = b, och linjara minstakvadrat-
problem. Ar bada problemtyperna alltid l6sbara?

2. Anvind Matlab for att beriikna den andragradskurva som bést (i minstakvadratmetodens mening) anpas-
sar foljande data:

© 0 ~NO O W N -
|
w

N NN P 0O OO oo

—
o
|
(9]
—

(b ~ o+ Bty +~12.)
Hur stor ar residualen i minimum?

3. Vi vill 16sa minstakvadratproblemet
min ||Ax — b||2

da A har ortogonala kolumner (aa; = 0 d& j # k). Hur forenklar denna egenskap hos A 1sandet av

J
problemet?
4. Vi vill anpassa métpunkter (¢, Ni) (alla N > 0) till funktionen
N(t) = Noe™

Gor en lamplig omskriving av problemet sa att parametrarna, Ny och A, i modellen kan bestidmmas med
hjélp av ett (linjdrt) minstakvadratproblem.
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. Givet métpunkterna

(te, br) = (—n,0), (—(n—1),0),...,(=1,0), (0,1), (1,0), (2,0),...,(n,0)

anpassa en riit linje till punkterna i ettnorm, tvanorm respektive maxnorm. (Alla bg-viirden ér noll forutom
da t;, = 0 nér b, = 1.)

Nedan har vi matrisen, A, i ett minstakvadraproblem. De tre vektorerna &r forslag pa residualvektorer,
r = b — Ax, dér x &r 16sningen. Vilken av vektorerna dr en ténkbar residualvektor?

1 0 1 -1 -1
1 1 1 -1 1
A= 1 2 , Tq = 1 , T'h = 1 y Te= 1
1 3 1 1 -1

Antag att A € R™*" har rang n. Visa att AT A &r positivt definit.

Antag att A € R"*™ dr bade ortogonal och trianguldr. a) Visa att A dr diagonal.
b) Vilka diagonalelement har A?

Antag att den partitionerade matrisen nedan #r ortogonal (A och C #r kvadratiska). Visa att A och C
maste vara ortogonala och att B = 0.
A B
o

A dr en kvadratisk matris. a) Visa att tva godtyckligt valda villkor nedan medfor det tredje.

AT =A, ATA=1 A%’=1
b) Hitta ett exempel (ej en permutationsmatris) pa en A av ordning tre som uppfyller villkoren ovan.
Visa att matrisen H = I — (2/vTv)vvT bade #r ortogonal och symmetrisk.

a dr en kolonnvektor. Bestam dess QR-faktorisering och anvénd den for att bestdmma det £ som minimerar
|laz — b||2.

Bestim Householdermatrisen, H, for vilken giller att H[1,1,1,1]7 = [, 0,0,0]. Vad blir a?

Anviénd Householdertransformationer, i Matlab, for att 16sa minstakvadratproblemet:

1 1 1 [ 4

min 2 4 X — 10
x 1 4 9 20
1 4 16 | 25

2

Studera minstakvadratproblemet ur storningssynpunkt da

1 0 by
A=|10 o |, 0<oxl1l, b=| by med b3 # 0
0 0 b3

och da vi stor A med
00
E=[0 0], 0<exo
0 e
Svarare: Vi definierar ko(A), for en matris med full kolonnrang, pa foljande sétt:
k2(A) = [|All2/]|F||]2 ddr F &r den matris med minsta ||F||2 sidan att rang(A + F) < rang(A). Dvs. F

ar den minsta matrisen som minskar A:s rang (med ett).

Visa att k(A) = 1/0 genom att ta fram den minimala stérningen som gor A rangdefekt.
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Vi har modellen e** ~ b och vill bestiimma «. Formulera ett ickelinjirt och ett linjart minstakvadratpro-
blem. Lés problemen exakt da antalet observationer &r m = 2 och déir t1 = 1, ¢ = 2 samt by = 1/2. (Den
optimala 16sningen beror alltsa av b;.)

Lét 0 < € < \/€mach (58 att fl(1+ €2) = 1) och definiera
1 1

A=1]¢€¢ 0

0 €

Visa att fI(ATA) &r singuldr. Beriikna ocksd matrisens QR-faktorisering med hjilp av Gram-Schmidt.
Utfor berdkningen dels exakt och dels med fl-rékning.

Ovningar pa kapitel 5, ickelinjira ekvationer

. Man kan hirleda Newtons metod med hjilp av Taylors formel. Vi star i punkten xx och soker en korrektion,

h, sa att f(zr + h) = 0. Gor en Taylorutveckling och ta bara med upp till forsta ordningens termer i h.

. Uppskatta |z* — 2| d& f(z) = 2® — 2o — 5 och & = 2.1.

Detta ar ett nagot akademiskt exempel, eftersom vi kan berdkna rotterna exakt. Det visar dock pa de
problem som uppstar nér vi inte kan finna nagot anvindbart M i feluppskattningen. Vi vill uppskatta
|z* — 2|, d& f(x) = 2* — 622 + 9 med & = 1.7. Notera att v/3 ir en dubbelrot.

S#tt upp Newtons metod for problemet 22 = 1 och visa att metoden aldrig konvergerar om xy = o,
0 # « € R. (Vi studerar komplexa zj med andra ord.) Visa dven att det finns cykler (genom att bestdmma
en med hjilp av Mathematica till exempel). Dvs. hitta p > 1 sa att ©9 = x, = 9, = x3p, = ---. Visa
slutligen att metoden dr konvergerar for alla reella zy # 0 (svarare). Avsikten med denna évning ar att
Du skall se hur komplicerade konvergensegenskaperna hos Newtons metod &r.

. Sétt upp Newtons metod for foljande problem: a) 3 — 2z —5=0. b) e™% = z. ¢) wsinz = 1.

b) Kér de tre metoderna med z¢ = 1.5 och skriv ut felen. Kommentar?

. Newtons metod anvénds ibland for att implementera kvadratrotsfunktionen.

a) Vi vill berdkna ,/y, sétt upp Newtons metod for problemet.
b) Antag att xo erhalles ur en tabell. Hur manga iterationer krivs for att fa 24 respektive 53 bitars
noggrannhet givet att vi har fyra bitar i z¢?

Aven division, 1 /y, kan implementeras med hjilp av Newtons metod (anvénds i Intels Itaniumprocessor,
bland annat). Formulera en limplig ekvation och sétt sedan upp Newtons metod (som givetvis inte far
innehalla nagon division) for ekvationen.

a) Visa att xx41 = 25 — f(zr)(2r — 25—1)/(f(zr) — f(xr_1)) dr ett alternativt sitt att formulera sekant-
metoden. b) Varfor dr denna formulering sémre én standardformuleringen?

Vi vill 1ésa ekvationen 22 — y = 0 givet y och studerar dirfor fixpunktsiterationer, zp,1 = g(zy). Ar
g1(z) = y + x — 2% respektive go(z) = 1 + x — 22 /y lokalt konvergenta metoder om y = 3? Hur ser den
g(x) ut som svarar mot Newtons metod?

Formulera Newtons metod for féljande tva problem.

2 4+23-1=0 22+ mas—9=0
I%—IQZO ’ 317%1:2—17%—420

Tag ett steg av Newtons metod for problemet:

,T% — 1‘% =0 X(O) _ 0
2$1$2 =1 ’ 1
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12. Givet en lokalt konvergent fixpunktsiteration, zy11 = g(zx). Ge en bevis-skiss for att vi far linjar konver-
gens om ¢'(z*) # 0 och kvadratisk konvergens om ¢'(x*) = 0.

13. Vi studerar Newtons med fix riktning (modifierad Newton): zx11 = x, — f(xy)/d. a) Vad maste d uppfylla
for att metoden skall vara lokalt konvergent? b) Vad blir, i allménhet, konvergensordningen? ¢) Finns det
nagot virde pa d sa att vi fortfarande far kvadratisk konvergens?

14. Vi vill 16sa 22 — x — 2 = 0 och studerar foljande fixpunktsiterationer. g1(z) = 22 — 2, ga2(x) = Vo + 2,
g3(z) =1+ 2/z, gs(x) = (2% + 2)/(22 — 1). Analysera konvergensen mot z = 2.

15. Forsok att hitta s4 manga rotter som mojligt till systemet:

sinz 4+ y? +logz =3
3x+2Y —23=0
224+ 92+ 22=6

16. Svarare. Lat f och § vara reella funktioner av en reell variabel (dvs. f : R — R, analogt for §). Vi antag
att a* dr ett nollstélle till f, f(«*) = 0, och vi vill studera hur z* paverkas nér vi stor funktionen f med
funktionen €d, for sma e. Lat oss vidare anta att de ingaende funktionerna #r tillréckligt snélla sa att
den storda roten, z*(e), kan utvecklas i en potensserie i €. Dvs. 2*(€) = a* + Y o cxe® (for konstanter
c1,Ca,...). For tillrickligt sma e kommer alltsa roten att flytta sig ungefir c¢ie. Vi far da foljande identitet:

o0 o0
f (z* + chek> +ed <I* +chek> =0
k=1 k=1
Anvand Taylorutveckling for att fa ett uttryck for ¢;. Du kan anta att alla derivator, som Du maste
dividera med, &r skilda fran noll.
Lat oss nu vidare anta att f(z*) = f(z* + v) = 0 dér gapet, v # 0. Anvéind Taylorutveckling for
att uppskatta f'(z*) (i uttrycket for ¢1) i termer av v (och en hogre derivata av f) samt ge en tolkning
av Ditt resultat.
Applicera slutligen Din formel pa fallet niir f(z) = 22 4+ az + b och §(x) = z respektive §(z) = 1
och jamfor med resultatet som vi fick fram i borjan av kursen.
1.5 Owvningar pa kapitel 7, interpolation

1. Forst lite traning pa polynom. Antag att polynomet p har distinkta nollstéllen rq,...,7,. Antag nu att
q(ry) =0,k =1,...,n. Innebér det att ¢ = p? Vad giiller om vi dessutom vet att ¢ har gradtalet n? Vad
giiller om vi dessutom vet att g(p) = p(p) dér p # re, k=1,...,n?

2. Antag att polynomet p har ett nollstiille r av multiplicitet m. Visa att p(¥) (ry=0,k=0,...,m—1.
Kan det intriffa att p(™ (r) = 0?

3. Antag att p dr ett polynom som inte dr konstant. Visa att |p(t)| — oo da |t| — oc.

4. Visa att ett polynom, p, inte kan vara konstant, ¢, pa ett intervall utan att p(t) = ¢ for alla ¢. Dvs. visa
att om p(t) = cfor t € {£ | |£ — to| < €}, givet ett fixt to och dir € > 0, sa &r p(t) = ¢ for alla ¢.

5. Normalt giller att ett polynom p, av grad n — 1, bestéims entydigt av n villkor p(tx) = yr, k = 1,...,n.

Villkoren maste dock ha viss beskaffenhet for att detta skall géilla. Om vi t.ex. kriver att p(tx) = 0,k =
1,...n sa duger nollpolynomet oavsett vad n &r. Visa att det krivs ett polynom av grad minst n — 1 for
att satisfiera foljande villkor: Vi krdver att p(tx) = yr,k = 1,...,n, med n > 2 och dir t < tgpi1,k =
1,...,n—1. Vidare giller att sign(yx1 —yx) = (=1)¥,k = 1,...,n—1, dér sign ir “tecknet av” (sign(a) =
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10.

11.

12.

13.

1.6

—1 om a < 0, sign(0) = 0, sign(a) = 1 om a > 0). Annorlunda uttryckt, om vi forbinder punkterna med
réta linjesegment sa far vi en sicksack-linje.

Observera att det inte réicker att kriva att yy, inte dr konstant. (t5, yx) med yx = ¢ bestdimmer ju inte ett
polynom av grad n — 1 (p(t) = t? duger ju bra).

. Givet de tre punkterna (—1,2), (0,3) och (1,6), bestdm interpolationspolynomet av grad tva a) med

basfunktioner t‘g, pa b) Lagranges form och ¢) Newtons form. Visa slutligen att vi far samma polynom i
de tre fallen.

Hur beréiknar vi p(t) = 5t — 3t? + 7t — 2 med hjilp av Horners metod?

. Antag att t1,...,¢, dr distinkta. Visa att att Vandermondes matris, A, med elementen, a; ; = tfl ar
ickesingulér.
Vi vill interpolera (tx, yx), k = 1,...,n med n—1 styckvis kvadratiska polynom sadana att knutpunkterna

sammanfaller med (¢x, yx). Hur manga kontinuerliga derivator kan vi rimligtvis kriva av interpolanten?

Denna 6vning visar att ekvidistant interpolation kan upphov till vildiga svingningar hos interpolanten.
Lat p vara det polynom av grad n — 1 som satisfierar p(k) = (=1)%¢,k = 1,...,n, ¢ > 0. Enligt 6vningen
ovan sa krivs verkligen ett polynom av grad n — 1 for detta. Visa att p(0) = —(2™ —1)e och att p(n+1) =
(=1)™(2™ — 1)e. Polynomet kan svinga tdmligen kraftigt i intervallet [1,n] ocksd (p(3/2) blir tdmligen
stort) men det dr svarare att rikna pa.

Skriv ett Matlabprogram som givet en uppséttning punkter, (tx,yx),k = 1,...,n, skapar en uppséittning
styckvisa andragradspolynom, som interpolerar punkterna. Vidare skall gélla att interpolanten, g, har
kontinuerlig férstaderivata. Detta ger oss ett villkor for lite. Lat oss ldgga pa villkoret ag’(t1) + 8¢ (tn) = v
(dér inte alla «, 3, dr noll).

Bestdm (utan att anvinda Chebyshev-satsen) ¢; och t5 sa att

max [ (= t)(E—ta) |

minimeras. Det skall gélla att —1 <t; <to < 1.

Vi bestdmmer interpolationspolynomet, p,, pa [0, 1] som interpolerar e’ i punkterna 0 =t; <t < ... <
t, = 1. Visa att oavsett hur vi véljer tg-punkterna (i 6vrigt) sa géller:

. t _
g e (0] =0

Visa att om vi viljer Chenbyshevpunkterna sa géller att:

max ’et —p (t)’ <—°
0<t<1 = ) 9201

Varfor géller dven resultaten for t.ex. cost?

Ovningar pa kapitel 8, kvadratur

. Skriv en integrationsrutin som anvénder andragradspolynomen fran sista évningen pa évningslappen for

kapitel 7.

. Vi har foéljande kvadraturformel:

1 n
/ fla) de ~ ) wyf(ax)
0 k=1

dér vi vet att det polynomiella gradtalet &r minst ett. Visa att Y, wg = 1.
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. Hitta w och xj, sa att foljande kvadraturformel far sa hogt polynomiellt gradtal som mojligt. Vad &r detta

gradtal?

1 3
[ @) o=y wf)
-1 k=1

. Anviind Taylorutveckling for att hérleda en ensidig, andra ordningens differensapproximation av f’(x).

Differensapproximationen skall utnyttja funktionsvéirdena f(z), f(x + h) och f(z + 2h).

. Sa hér ska man inte gora. Varfor?

>> quad(’1./x’, -1, 1.1)
Warning: Minimum step size reached; singularity possible.
ans = 6.036795665603418e-01

Ar talet av nagot intresse? Vad hade hént med en vanlig enkel trapetsmetod?

. >> quadl(Cexp(x)./sqrt(x)’, 0, 1)

Warning: Divide by zero.
ans = 2.925303907172242e+00

Problemet ér att f(0) = oo. Dock existerar integralen. Den listiga quadl klarar dnda detta problem,
det exakta virdet dr 2.92530349181436. .. (enligt Maple). Anvind substitutionen z = 2 och visa att
vi da far en snéll integral (dir integranden inte har nagon singularitet). Ett annat alternativ ér partiell
integration (integrera 1/+/x). Det kan vara farligt att dndra integrationsintervallet for att bli av med

singulariteten. fol dx/z #r divergent men fal dx/z #r #ndlig for varje a > 0.

. 1 foljande problem é&r integrationsomradet inte &ndligt.

/OO dxz
o (1+ax2)4/3

Ett tidsddande och lite farligt sétt édr att testa quadl med olika intervallgrianser:

>> quadl(’1./(1+x.72).7(4/3)’, 0, 10)
ans = 1.107402448680100e+00

>> quadl(’1./(1+x.72).7(4/3)’, 0, 100)
ans = 1.119972821978428e+00

>> quadl(’1./(1+x.72).7(4/3)’, 0, 1000)
ans = 1.120245308919566e+00

>> quadl(’1./(1+x.72).7(4/3)’, 0, 10000)
ans = 1.120251181152987e+00

>> quadl(’1./(1+x.72).7(4/3)’, 0, 100000)
ans = 1.120251297910802e+00

(Man borde givetvis integrera &ver delintervallen [0, 10], [10, 100] etc. men ovanstaende &r littare att tolka.)
Farligt, eftersom integranden kanske vixer utanfor integrationsomradet. I detta fall avtar dock integranden
och vi torde kanske kunna lita pa de forsta siffrorna.

I vissa fall kan man skriva problemet [~ f(z)dz = fab f(@)dz+ [;° f(x)dz dér den andra integralen enkelt
kan begrinsas (och den forsta har dndligt integrationsintervall). Gor det!

Ibland kan man goéra en substitution, testa ¢ = 1/(1 + ). Ett problem med denna substitution &r att
integrandens derivata ir oindlig for ¢ = 0 (integranden uppfor sig som ¢2/ for  nira noll). Detta gar att
atgirda med ytterligare en substitution, ¢ = u3.
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1.7 Ovningar pa kapitel 9, ordiniira differentialekvationer
1. Sédtt upp Eulers metod for problemet 3y’ = ¢ + 2y, y(0) = 1 och berdkna yi, k = 0,1,2,3 med h = 0.1.

2.
3.

10.

Gor som i foregaende 6vning men da ty = 3.

Tag tva steg med Eulers metod for systemet:

Y1 = Y2 y1(0) =1
yo=t+y1+y2 | y2(0)=2

. Studera lokala felets utseende fér Heuns metod och problemet y’ = Ay, y(0) = 1. Metoden brukar skrivas

s1 = hf(tk—1,yx-1)
s = hf(tg—1+h, y—1+51)
Y = Yr—1+(s1+52)/2

. En 6vning pa stabilitet: Vi vill underséka hur storningar, € och §, paverkar 16sningen till féljande problem:

y' = Ay, y(0) = yo # 0. For att forenkla problemstéllningen néjer vi oss med att studera stérda problem
pa formen: 2/ = (1 + €)Az, 2(0) = (1 + d)yo. (z dr alltsa 16sningen till det stérda problemet). For vilka
A # 0 géller att z(t) —y(t) = 0dat — oo da0 < |e] <1och0<|§ <17 Existerar nagra A # 0 for vilket
giller att det relativa felet, (z(t) — y(t))/y(t) — 0 da t — oo?

. Lat s(t) vara en storning i foljande ode-problem: y' = Ay + s(¢), y(0) = yo. Vi vill studera hur 16sningens

storningskinslighet beror av tecknet pa A € R, A # 0. s(t) ér en kontinuerlig funktion som satisfierar:

0, t<1-9
st)=¢ >0, 1-0<t<l , 0<d<1
0, 1<t

Lat z(t) vara l6sning till det ostorda problemet (2’ = Az, 2(0) = yo) och visa att for ¢ > 1:

1_6)\5

$()—; AN 1 <<

Vad hénder med felet om A < 0 respektive A > 07
Ledning: anvéind integrerande faktor for att fa ett uttryck for y(¢) och applicera sedan integralkalkylens
medelvirdessats pa integralen.

Skriv om foljande ekvationer som férsta ordningens system: a) vy =t +y + ', b) v = ¢ + ty, ¢)

"

y" =y — 2y +y—t+ 1. Anvind f6ljande begynnelsvillkor, y(0) = 1, y’(0) = —1 f6r a) och dessutom
y"”(0) = 3 for b) och ¢).

. Skriv om fsljande system ekvationer (rorelse-ekvationer for ett tvakropparsproblem) som ett forsta ord-

ningens system:
{ yl = —GMuy1/(y3 + y3)%/*
yy = —GMys/(yf + y3)*/*

Anviind fsljande begynnelsvillkor, y1(0) = 1, y1(0) = —1 y2(0) = 0, y4(0) = 4.

Siitt upp bakat-Euler for problemet 3’ = —y2,y(0) = 1. Formulera den ickelinjira ekvation som uppkom-
mer for att berdkna y41 samt still upp Newtons metod for denna ekvation.

Vilka 16sningar har féljande problem?

3
y = 5y1/3, y(0)=0
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11. Jag loste problemet nedan med hjélp av Matlabs ode45, och fick da utskriften:
Warning: Failure at t=1.999919e+00. Unable to meet
integration tolerances without reducing the step
size below the smallest value allowed (7.105140e-15)
at time t.
Forklara!
Y =2y"2, y(0) =1/4
12. Eulers metod kan hérledas pa foéljande sétt:

2
y(t +h) = y(t) + hy'(t) + %y”(t) +.omy(t) +hy'(t) = y(t) + hf(t y(t))

vilket ger metoden yr4+1 = yr + hf(tk,yr). Hirled en hégre ordningens metod genom att ta med nista
term i Taylorutvecklingen (Du far approximera y” pa nagot bra sétt).
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2 Nagra ord om fI(), for IEEE-6vningar

fl(z) &r det flyttal som ligger ndrmast z. IEEE kriver att +, -, * och / skall berdknas korrekt avrundade (om
resultatet existerar), vilket medfor att:

flla®b)=(1+¢e)(a®b), med |e| < emach

didr ® &r en av +, -, * och /. Detta forutsitter att a och b &r flyttal (redan avrundade). e &r det aktuella
avrundningsfelet som skall vara begrénsat av €,,4c1. € kan vara mycket mindre én €,,4¢h, t.ex. torde f1(1.043.0) =
4.0 exakt, dvs. med ¢ = 0. Om man skall begrinsa det totala avrundningsfelet far man samla pa sig alla
avrundningsfel som kan uppsta och sedan pa slutet géra en begrénsning (denna process kan vara tdmligen
besvirlig). Det &r vanligt att man indexerar de olika avrundningsfelen enligt detta exempel (jag skriver inte ut
* och vi antar att a, b och ¢ #r flyttal):

fla+be) = fl(a+ fl(be)) = fl(a+be(1+ €1)) = (a+be(1+ €1))(1 + €)
dir |ex| < €mach, k = 1,2. Sa, om vi multiplicerar ihop faktorerna
fl(a+bc) = a+ be+ beey + (a+ be)eg + beeres eller |fl(a+ be) — (a + be)| = |beer + (a + be)ea + beer o]
Vi kan nu ge en 6vre begriansning av det absoluta felet:
| fl(a +bc) — (a4 be)| < |belemach + |a + belemach + [belengen, = (14 €macnh)|be] + |a + be|)emach
For det relativa felet observerar vi (om a + be # 0):

|fl(a +be) — (a + be)] < (1 + €mach)|be| + |a + be| [ (I + €macn)be]
la + bel - la + be] mach = la + be]

+1 €mach

Sa det relativa felet &r litet om |be/(a + be)| inte dr for stort. Om déremot be =~ 1, a + be =~ 0, till exempel, kan
vi fa ett stort relativt fel.

Observera att ett uttryck som |ae; — bea| < (la| + |b])€mach, dven om a och b har samma tecken (e¢; och
€2 kan ju ha olika tecken). Att uppskatta |(a + b)e1| < (|a| + |b])€macn dr dock onddigt pessimistiskt, ty a och b
kan ju ha olika tecken (notera att det &r samma e, fér bada termerna).

Om man inte kriaver en strikt grians utan endast en uppskattning kan man tillata sig att slinga t.ex. ejeo-
termer (produkter av termer) ty €2, < €mach-

Det &r ett elinde att fa 1 + e;-termer i ndmnaren (det blir da &nnu krangligare). Om vi tillater oss att #ndra
€mach lite kan vi flytta upp e-termen i téljaren:

1—_i_€ =1+ 6/, med |€/| S gmach

DAr €pnaen dr lite storre #n €p,q0n. Det ir enkelt att inse, ty: 1/(1+¢)=1—e+€2 —....
En annan forenkling dr foljande
n
H(l +ex) =1+ne med e < émach
k=1

om n inte dr alltfor stort och dar €,,4¢n ar lite storre &n €,,qch-
Vi antar fran och med nu att €40, ar detta lite storre virde.

Det &r enkelt att inse varfor ovanstaende forenkling fungerar. Tag t.ex. n = 3, da ser vi att:

(14 €)1 +e)(1+e3)| =|1+€ +ea+e3+erea +ere3 + eaez + ereaez] < 1+ 3emach + 320aeh + Ecrach

Om €mgen = 10710 sd dir €2, ~ 10732 och €3 , ~ 1078 och man inser att n maste vara viildigt stort for att

ne2, .., skall komma i nérheten av €m,qch-

Numerisk analys I



