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1: Introduktion Vad ar numerisk analys?

Numerisk analys handlar om hur man loser berdkningsproblem pa
ett sidkert och effektivt satt med hjalp av dator.
Nagra viktiga komponenter:

@ Problemets egenskaper

e Problemen kommer frdn naturvetenskap, teknik, matematik
etc.

o Existerar det ndgon I6sning?

o Ar den entydig?

e Vad hander med I6sningen nar man andrar indata n3got?

@ Algoritmens egenskaper:

e Hur snabb ar metoden, implementationen?

e Hur mycket minne gar 3t?

o Vilka fel introduceras av algoritmen (avrundningsfel etc)?
@ Berakningsredskapets egenskaper:

o Datorarkitektur. Mojligheter /begransningar.
o Parallellitet.
e Programsprdk och kompilatorer.

2: Introduktion Maste man kunna rakna exakt?

P3 foljande sidor kommer n3gra korta exempel pd ovanstdende,
men forst ndgra ord om skillnaderna mellan ren matematik och
numeriska berakningar.

| grundlaggande matematik-kurser ser man normalt endast problem
som kan lésas exakt och med handrakningsmetoder.

Det ar darfor enkelt att dra den felaktiga slutsatsen att alla
problem kan l6sas pa detta vis.

Flertalet verkliga problem ar dock for komplicerade att l6sa exakt
och aven om det gar sd ar det kanske inte intressant.

Maple kan berakna:

[3628800 — 3628800 x + 1814400 x2 — 604800 x3+
/ x0eXdx = 151200 x* — 30240 x> + 5040 x® — 720 x7 4+ 90 x8—
10 x9 + xlo} e* 4+ konstant

och .
/ x10eX dx = 1334961 e — 3628800
0



3: Introduktion Maste man kunna rakna exakt?

Jamfor i Matlab

>> i = integral (@(x) x.”10 .x exp(x), 0, 1)
i = 2.280015154864418e-01

med ett fel mindre an 4 - 10710, | en verklig tillimpning duger det
kanske med fyra siffror.

1
/ arctan(e™) dx
0

kan ej uttryckas pa ndgot enkelt satt. Dock

>> i = integral(@(x) atan(exp(x)), 0, 1)
i =1.017430583039416e+00

Dessa problem ar enkla jamfért med manga verkliga problem. Ett
system av differentialekvationer kan normalt endast |6sas
approximativt och dven det kan vara svart (vaderprognoser).

4: Introduktion Maste man kunna rakna exakt?

Hur manga siffror behéver man i tillampningar? Nagra exempel:

Sag att vi skall tillverka en stdlstav med langden 1m. Hur ménga
siffror r det rimligt att ange? De finaste passbitarna (dyra och
mycket noggrant polerade matblock) har en avvikelse pa
omkring £10~°m. En viteatom har en storlek ~ 10~ m.

Typen double i Matlab, Java, C etc. tar 64 bitar, drygt 16
decimaler.

Vanliga elektriska motstand har en osakerhet om 5-10%, 0.1% for
precisionsmotstand.

Slutsats: det racker oftast med nagra fa siffror.



5: Introduktion Att forsta sitt problem

Ett generaliserat egenvardesproblem: Ax = ABx.
A och B ar stora och glesa matriser.
Saab: Ditt program gor fel. Vi far olika egenvarden varje géng.

2 0 1 0 .
A—[O 0], B_lo O] Vi ser att
[ 2 o"1'_2'1 0] 1]
oo0llo] “loo0]]oO
[ 2 O__O__)\_l 0]/ o]

0 0 17100 1

for varje komplext tal A. Singulart matrisknippe.
L3t oss stora matriserna:

2 € 1 9
det(A — AB) = 0, blir: (6)\ — €)? = 0 s& att det dubbla egenvirdet
ar A = ¢/6 for alla § # 0 och € oavsett hur sma de ar.

6: Introduktion Att forsta sitt problem
>> A % Ett linjart ekvationssystem, A x = b
A =

-0.1537 0.8538 0.6535 0.1342
0.6678 -0.1268 -0.1732 -0.1248
1.5560 -1.0140 -1.0986 -0.5522

-0.1248 0.0686 0.3664 0.3467

>> b
b =
0.2042
-0.1849
-0.0358

-0.9607



7: Introduktion Att forsta sitt problem

Vi stor nu hogerledet b med £, som skulle kunna vara matfel.

» £ > x = A\ b » A\ (b + £)
f = x = ans =
1.0e-10 = ~0.7033 1.0e+04 «*
0.3399 1.4745 -0.1257
-0.8218 _1'4029 -2.1861
0.4035 1 g333 3.5091
0.2154 ) -3.3217
8: Introduktion Kursmal

Mal med kursen: numerisk allmanbildning.
Kunna svara pa fragor som (for ndgra problemklasser):

@ Hur fungerar numeriska algoritmer?
@ Hur ser typisk numerisk programvara ut?

@ Vilka typer av problem, inom problemklassen, ar mojliga att
|6sa?

Ar problemet svart eller enkelt?

Vilken programvara kan jag valja bland?
Kan jag lita pa resultatet?

Tog berdkningen rimlig tid?

Gick det &t for mycket minne?
@ Hur stort problem av denna typ kan jag losa?

Malet ar inte att Du skall kunna skriva numerisk programvara. Vi
kommer att studera principer, inte verkliga implementationer
eftersom dessa ar alltfor tekniskt komplicerade.



9: Introduktion Kursinnehall

Konditionstal, stabilitet
Flyttalsaritmetik

Ax = b

Minstakvadratproblem

System av ickelinjara ekvationer
Interpolation

Kvadratur

Ordinara differentialekvationer

Laborationer:
© Flyttalsaritmetik, Ax = b
@ Minstakvadratproblem samt f(x) =0

© Kvadratur och ODE
Nu dags for kurs-PM och en karta.

10: Introduktion Kursinnehall
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11: Fel, konditionstal, stabilitet Diverse felkallor

Fel som vi som numeriker inte kan gora sd mycket at
@ modellfel, bortser fran luftmotstand, friktion
e matfel, vdgar etc. ar inte exakta mellanavrundningar

Vi ar intresserade av olika typer av berdkningsfel:
Avrundningsfel:

>> 49 » (1 / 49) -1
ans = -1.1102e-16

NXk

k=0 F
f(x + h) — £(x)

Trunkeringsfel: e~ ~

Diskretiseringsfel: f'(x) ~
Viktigt att valja “lagom stort” h.

12: Fel, konditionstal, stabilitet Om stort och smatt

L3t X vara en approximation av det exakta vardet x.

@ absoluta felet = X — x

: _ X=X
o relativa felet = ==, om x # 0

Absoluta fel ar ointressanta om vi inte vet ungefar hur stort x ar.
Ar 1.4 ett stort absolut fel? Ja, om det exakta vardet ar 2, men
inte om det exakta vardet ar 10°.

De relativa felen dr 0.7 respektive 1.4 - 1079,

P3 samma satt kan det absoluta felet 1072 vara stort eller litet.
Det ar viktigt att kanna till problemets skalning.

Vilken storleksordning har de tal vi arbetar med?

Relativa fel sager ndgot daven om vi inte kanner till problemets
skalning. Vi kommer darfoér att vara mer intresserade av relativa fel
an av absoluta fel.



13: Fel, konditionstal, stabilitet Nolistéllen till polynom

Tema: nollstallen till polynom
Berakna rotterna till (x — 1)°> = 0 i Matlab (dar vi riknar med 16
siffror). Matlab vill ha en vektor med koefficienter:

(x —1P° =x>—5x*+10x> - 10x* +5x — 1

>> r = roots([1 -5 10 -10 5 -1]) % koefficienter

r = 1.0008 + 0.00061 % rotterna
1.0008 - 0.00061
0.9997 + 0.00091
0.9997 - 0.00091
0.9990

>> disp(abs(r - 1)') % felen?
1.1322e-03 1.1322e-03 1.1326e-03 % radbrytning

1.1326e-03 1.1328e-03
14: Fel, konditionstal, stabilitet Nollstallen till polynom

Varfor? Los
(x—1P°=¢ = x=1+¢/°

Om e = 10715 s3 ar ¢1/5 = 10~3. Nollstallena till polynomet
(x —1)° ar tydligen kansliga for stérningar i koefficienterna.
Ar det alltid svart att berdkna nollstallen?

> ¢ = [1 -15 85 -225 274 -120]; % koefficienter
> r = roots(c); % de exakta rottena =1,2,3,4,5
>> fel = sort(r) - (1:5)'
fel =
-4 .9960e-15
6.6613e-14
-1.5010e-13
9.681lle-14
-8.8818e-16

P3 nasta sida en bild som visar rotterna hos ett komplext
fjardegradspolynom nér vi stor x2-termen.



15: Fel, konditionstal, stabilitet Nollstallen till polynom

X+ F(o+kOx*+ax+cq, k=0,1,2,3...

De roda cirklarna visar rotternas begynnelsepositioner, k = 0.

15

imag(x)

_1 1 1 1 1 1 1 1 1
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
real(x)

16: Fel, konditionstal, stabilitet Nolistdllen till polynom

Vi kan betrakta rotterna som funktioner av koefficienterna.

INDATA UTDATA

r = f(c)

c = koefficienter r = rotter



17: Fel, konditionstal, stabilitet Nollstallen till polynom

Vad hénder nér vi stor koefficienterna (indata i det allmanna
fallet)? Det ar viktigt att kdnna till om vart problem ar kénsligt
eller ej.

Om liten relativ andring av indata ger en liten relativ andring av
resultatet sager man att det aktuella problemet ar valkonditionerat.
Om resultatet andrar sig mycket ar problemet illakonditionerat.
Konditionstalet ar kvoten mellan de relativa forandringarna, dvs.

[0:1/1r]
[0cl/lc]

konditionstalet =

18: Fel, konditionstal, stabilitet Nolistdllen till polynom

Att berakna konditionstalet ar inte alltid mojligt; det kan

vara lika svart som att |0sa det egentliga problemet. For vissa
problemtyper ar det 6verkomligt. Ibland ar det dock mojligt att
konstruera en uppskattning x sa att

Det ricker att kanna till storleksordning p& k. Ar k ~ 10 eller ar
K~ 1087

Exempel:

Hur kansliga ar rotterna, till ekvationen x2 4+ ax+ b =0, for
andringar i a och b?

Rétterna ry och ry ar funktioner av a och b; ri(a, b), r(a, b).
Lat r beteckna en av rétterna och 1at r + d, beteckna den storda
roten nar vi andrar koefficienterna med 9, respektive dp. Vi har
sambandet:



19: Fel, konditionstal, stabilitet Nolistéllen till polynom

(r+6,)+(@+6)(r+06,)+b+6p,=0 &
r>4+ar+ b+6,(2r +a) + 6ar + 0p + 62 + 626, = 0
~—_—— ——
0 ~0
Vi far det approximativa sambandet:

Oar + Op
2r + a

ar| +10s|

)
) 5'
or] 5 12r + a

O ~

Eftersom r; och ry ar rotter sd galler att:

(x—n)x—n)=x*+ax+b = —(n+n)=a

x2—(r+nr)x+rnr

alltsd ar 2rp +a=r — r, gapet. Lat g = | — |, da géller:
Oar| + |0p
5, < orl+ 194
g
20: Fel, konditionstal, stabilitet Nolistdllen till polynom

Slutligen vill vi ha relativa storningar och utgdr da frén foregdende
uppskattning:
[0ar| + |0

g
Dividera med |r| och forlang med |a| respektive |b.

R A ) DR R (L)
irlL g lal g |b] g a| " ||
————

~ konditionstalet

[0, =

19/

7]

A

Y

l

Observera att detta ar en uppskattning av konditionstalet. Det ar
inte heller berdkningsbart eftersom vi maste kdnna r; och ry. |
praktiken kan man (kanske) uppskatta r; och r, med de berdknade
rotterna. En viktig lardom ar att vi nu vet att gapet mellan
rotterna ar viktigt.




21: Fel, konditionstal, stabilitet Bakatanalys

Vi har sett s.k. framatanalys: givet . vad blir
f(c+dc) — f(c)

Detta kan, som vi har sett, ge valdigt pessimistiska svar.

Ett alternativ ar foljande: givet approximationen 7 till det
exakta vardet r hur mycket maste vi andra c for att 7 skall bli en
exakt l6sning till det storda problemet? Vi soker alltsd d. sddant att

f(c+0c)="

Man kallar detta bakdtanalys. Detta pd grund av att vi tittar pa
indatasidan i stallet for pad resultatsidan.

22: Fel, konditionstal, stabilitet Bakatanalys

Exempel: L3t
p(x) = (x — 1)(x — 1.0001) = x? — 2.0001 x + 1.0001

Vi vet sedan tidigare att konditionstalet har storleksordningen
1/(1.0001 — 1) = 10%.

Antag att vi pd ndgot satt har producerat de daliga approximativa
rotterna 1.11 och 0.895. De relativa felen ar ungefar 11%.

Det stérda polynomet (som har rétterna 1.11 och 0.895) ar:

_ _ 2 6, <5-1073
(x—1.11)(x—0.895) = x“—2.005x+0.99345 = { 5, <7-1073
Detta innebar att vi har [6st “nastan ratt problem”; vi har gjort ett
relativt bra jobb med att berakna rotterna. Att vara rotter ar
daliga approximationer beror pd att problemet ar illakonditionerat.



23: Fel, konditionstal, stabilitet Stabila algoritmer

Man kan ofta l6sa ett berdakningsproblem pa olika satt.

2

x?> + ax + b =0 har rotterna —gj: (g) —b
Far vi ett bra program om vi skriver in ovanstdende formler i
koden? Nej, inte alltid. | en dator raknar vi med begransat antal
siffror. Om a ar mycket storre an b sd kanske inte b kommer med
ndr vi berdknar (2)? — b. Detta svarar mot att b = 0 s3 att en
berdknad rot blir noll. | detta fall ar gapet stort sd att rotterna ar
valkonditionerade.
Det ar algoritmen det ar fel pd! Det ar i allmanhet ingen bra idé
att kopiera formler direkt ur bocker.
Det finns battre algoritmer; se dvningarna.

24: Fel, konditionstal, stabilitet Stabila algoritmer

En stabil algoritm genererar resultat som ar exakta for ett
lite stort problem.

Algoritm

ursprungs
data

Exakt
stérning berakning

liten

Om vi loser ett problem med en stabil algoritm far vi da ett
resultat med ett litet fel?
Det beror pd om det lilla bakatfelet forstoras eller ej.

Valkonditionerat problem + stabil algoritm =
litet fel i resultatet.




25: Fel, konditionstal, stabilitet Stabila algoritmer

Om vi applicerar en stabil algoritm pa ett illakonditionerat problem
|6ser algoritmen fortfarande nastan ratt problem. Det lilla felet i
indata kan dock ge upphov till ett stort fel i resultatet.

26: Flyttalsaritmetik

Flyttal (tal med flytande decimalpunkt):

d d di_ .
X:i(do_‘_ﬁl—i_ﬁ_i—'_"'—i_ﬁi—i)ﬁ’ 0<d, <p-1, L<e< U
B bas (vi kommer att ha § = 2)

t precision

[L, U] exponentomfang
dody - - - di—1 mantissa

|IEEE 754 (Institute of Electrical and Electronics Engineers, Inc.)
definierar enkel och dubbel precision (bland annat).
Vi antar att 8 = 2 frdn och med nu:

bas t L U
2 24 -126 127 32 bitar
2 53 -1022 1023 64 bitar

Ett tal # 0 &r normaliserat om dy # O.
Om (B =2 sa ar dy = 1 varfér man inte lagrar dp.



27: Flyttalsaritmetik

| minnet lagras ett 64-bitars flyttal med en teckenbit, en exponent
till vilken man adderat 1023 (for att slippa tecken pa exponenten
bl.a), samt mantissan (utom den inledande ettan).

Exempel: -3.25 ar (—1)-1.101 - 21 i binar form.

Teckenbiten ir ett, exponenten (ett) lagras som 1 + 1023 = 210
och av mantissan lagrar vi 101, varfor vi bor hitta féljande bitar i

minnet:
1 100 0000 0O0OO 1010 0000 ... 0000 OOOO
s exponent 11 bitar mantissa 52 bitar lagras

Hexadecimalt (bas 16) gruppera fyra bitar / hex-siffra
c00a000000000000 (a <-> 1010, c <-> 1100)

a=10, b=11, c=12, d=13, e=14 och f=15.
| Matlab
>> format hex

>> =-3.25
ans = c00a000000000000

28: Flyttalsaritmetik

Det finns speciella bitformat for diverse specialfall, t.ex:

>> [OI —0]
ans = 0000000000000000 8000000000000000

Antalet olika tal &r: 2(8 — )3t Y (U - L+ 1) +1

dvs 4.2614 - 10° i enkel precision och 1.8429 - 1019 i dubbel.
Att testa en funktion for alla flyttal i dubbel precision ar nastan
omdjligt. 10° tester per sekund ger 584.4 r.

Minsta positiva representerbara normaliserade talet ar
2L ~1.17-10738 i enkel och ~ 2.2 - 107398 j dubbel.

Det storsta representerbara talet har storsta exponenten och ettor i
hela mantissan. | enkel precision ~ 3.4 - 1038, i dubbel 1.8 - 103%.
Tal storre an denna grans ger overflow.



29: Flyttalsaritmetik

>> le-20072
ans = 0

>> 1le20072

ans = Inf

>> log(0)

ans = -Inf

>> sin(1/0)
ans = NaN

e har INGET med exp att gora
underflow

o° o°

overflow
Infinity

o° o°

o°

—Infinity

% Not a Number

Enkel precision ar ratt begransande om man ar fysiker.
Andromedagalaxens massa ar ungefar 1012 solmassor,

~ 10'2.2.10% kg = 2 - 10* kg.

Plancktiden ir ~ 5.4 - 107** s (kortaste matbara tiden?).

30: Flyttalsaritmetik

Ett enkelt talsystem med 6 =2,t =4,L = -3, U = 3.

Samma system inzoomat kring nollan.

Att lagga marke till: ett minsta positivt tal, ett storsta tal,
ej kontinuerligt, grupperat, gap kring nollan, 6kande avstand
mellan talen. Vad ar avstandet, gapet, mellan tvd grannar?

Det absoluta gapet 6kar med talets storlek.
| dubbel precision ar det absoluta gapet ~ 2.2 - 1071® kring ettan,
men ~ 2 - 10%2°? kring overflowgransen.

Den relativa skillnaden, gapet dividerat med talet, varierar ndgot
med talet, men ar ungefar 1.1 - 10716 il 2.2- 10719 i dubbel

precision.

Vi raknar med ungefar 16 decimala decimaler i dubbel precision.



31: Flyttalsaritmetik

Exempel:

for vilka k > 0 kan 10X lagras exakt i dubbel precision?
1022 kan representeras exakt.

1023 lagras som 99999999999999991611392.

Det absoluta felet verkar “stort”:
09999999999999991611392 — 1023 = —8388608.

Det ar nu inte sa farligt som det verkar, eftersom det
relativa felet ar:
8388608,/10%% ~ 8.3 - 10717,

Negativa exponenter ar “svarare”, 0.1 kan t.ex. inte lagras exakt i
binart format med andlig mantissa.

32: Flyttalsaritmetik

R D DR N JR Sy
L |28k T oMkHL] g LRtk D 6k 216 1-1/16

varfor den bindra framstallningen av 0.1 kan skrivas;

0.000110011001100110011...

Detta ar inget konstigt. 1/3 = 0.3333--- i basen 10 men 0.1 i
basen 3. Nu 0.1 i Matlab:

>> format hex
> 0.1
ans = 3£fb999999999999%a

Med hjalp av Maple raknade jag ut att detta svarar mot

3602879701896397

~ 0.1 1115 ~ 0.14+-0.6-10"17
36028797018963963 0.100000000000000005551115 ~ 0.1+0.6-10




33: Flyttalsaritmetik fl-rakning

Om x ar ett godtyckligt reellt tal betecknar vi det avrundade
flyttalet med fI(x) (floating). Normalt (kan dndras) ar fl(x) det
flyttal som ligger narmast x.

Exempel: L3t oss anta att vi raknar decimalt med fyra siffror.
fl(r) = fI(3.141592653589...) = 3.142.
f1(31415926.53589...) = 3.142 - 107.

Hur stort kan det absoluta felet bli vid avrundning till ndrmaste
flyttal? Maximalt en halv enhet i fjarde siffran. S& om vart tal ar
+51.55354 ... - 10¢ (dar s1, sy, ... betecknar decimala siffror) ar
absolutbeloppet av absoluta felet maximalt 0.0005 - 10¢.
Relativa felet ar maximalt (for ett normaliserat tal)

< 0.0005 - 10¢
— 1.0000...-10

fl(x) —
‘ () = _ = 0.0005

X

34: Flyttalsaritmetik fl-rakning

Denna begransning kallas relativa maskinnoggrannheten och
betecknas med €,,,,cn. Denna kvantitet bestams av hur manga
siffror vi har i mantissan. Manga siffror ger ett litet €,,3ch.

Observera att €pmach INTE HAR NAGOT med exponentomfanget
att gora (hur stora eller sm3 tal vi kan arbeta med).
Exponentomfanget ges ju av parametrarna L, U.

Om vi antar att vi rdknar decimalt och U = 100 ar det storsta
talet vi kan lagra 9.999 - 10100

Om L = —100 ar det minsta positiva representerbara talet

1.000 - 107199, Det minsta representerbara talet dr INTE 0.0005.
| dubbel galler att €mach = 5 ~ 1.11 - 10716 (16 siffrorna!) och i
enkel precision €mach ~ 6 - 1078,



35: Flyttalsaritmetik fl-rakning

Vi kan skriva

> €mach

' fl(x) — x

X

pa ett annat satt. Det galler att:

f/(X) — (]_ + E)X = x + ex med |€| < €mach

OBS OLIKA e.
Varfor galler detta? Antag x # 0.
fl(x) —
filx) =1+ ¢e)x & fl(x) —x =ex = ‘M = ||
X
————
<€mach

OK aven om x =0 ty f/(0) = 0.
Enligt IEEE skall en enstaka +, —, =*, / avrundas korrekt.

36: Flyttalsaritmetik fl-rakning

L3t ® beteckna ndgon av dessa operationer och |3t x och y vara
tva flyttal. D3 galler att:

f/(X®Y) :(1+6)(X®Y):X®y+6(x®)/)a ‘€| < €mach

forutsatt att vi inte far Inf eller NaN.

Beloppet av absoluta felet vi denna berakning ar alltsa:

fix®y) = (x@y)| = |e(x @ y)| < €mach|x @ |
och det relativa felet (om x ® y # 0):

filx®y)—(x®y)

— <
XDy |6‘ > €mach




37: Flyttalsaritmetik Nagra vanliga problem med flyttalsrakning

Nagra vanliga problem med flyttalsrakning:
Utskiftning

Antag att vi raknar i dubbel precision:

>> lel6 + 1 - lelé6
ans = 0

> 1 + le-16 -1
ans = 0

>> lel6 + 1.000000000000001 - 1lels
ans = 2

>> lel6 + 123 - 1lelé6
ans = 124

38: Flyttalsaritmetik Nagra vanliga problem med flyttalsrdakning

Man bor undvika att addera eller subtrahera tal av mycket olika
storleksordning.

a+ (b + c) behover inte vara lika med (a + b) + c.
En kompilator far inte optimera for mycket.

> a = 1; b = lel6; c = -lel6;
> a + (b + ¢)
ans = 1

> (a + b) + ¢
ans = 0



39: Flyttalsaritmetik Nagra vanliga problem med flyttalsrakning

Kancellation - subtraktion av tva nastan lika stora tal
Antag att vi subtraherar féljande tva tal:

1.03678947f £ betecknar ett fel, osaker siffra
1.03678935g g betecknar ett fel, osaker siffra

0.00000012t t nytt fel

| de tva forsta talen kommer felet i tionde siffran. | skillnaden finns
felet redan i tredje siffran. Vi har alltsd mycket storre

relativ osakerhet i skillnaden an i ndgon av de ingdende

termerna. Vi kanner alltsd termerna mycket battre an

skillnaden; vi har forlorat information.

Vi far denna osakerhet aven om vi utfor subtraktionen exakt.

40: Flyttalsaritmetik Nagra vanliga problem med flyttalsrdakning

Exempel: Vi har tva cirklar med radier a = 1.2352 respektive

b = 1.2346. Bada vardena ar korrekt avrundade. Vad ar skillnaden
i area och vad ar relativa osdkerheten i denna skillnad?

Lat e = 0.00005 (maximala matfelet till beloppet) och definiera
A(a, b) = m(a? — b?). Vi anvinder Taylorutveckling for att
uppskatta felet (da, §b ar felen i radierna):

A(a+ da, b+ db) ~ A(a, b) + da- A,(a,b) + db - A} (a, b)
sd att (eftersom Al(a, b) = 2ma, A (a, b) = —27b)
dA = |A(a+da, b+0b)—A(a, b)| = |2w(a-da—b-db)| < 2me(a+b)

Det maximala relativa felet i A blir s3ledes:

SA _ 2me(a+b) 2 2 - 0.00005

S = = ~ 0.17
A~ xw(a® - b?) a—b 1.2352 —1.2346




41: Flyttalsaritmetik Ett fl-exempel

Antag att a, b och ¢ &r (redan avrundade) flyttal och att vi vill
berdkna a 4 bc. Vi far infora en e-term for varje rakneoperation:

fi(a+bc) = fl(a+fl(bc)) = fi(a+bc(1+¢€1)) = (a+bc(1+€1))(1+€2)
dar |ex| < €mach, k = 1,2. S&, om vi multiplicerar ihop faktorerna
fl(a+ bc) = a+ bc + bcey + (a+ bc)ex + beerer =
[fl(a+ bc) — (a+ bc)| = |bcer + (a+ bc)er + beeyer
Vi kan nu ge en Ovre begransning av det absoluta felet:
[fI(a+ be) — (a+ be)| < |belemach + |a + belemach + |belemacy =

((1 + €macn) |bc| + |a + bcl|) €mach

For det relativa felet observerar vi (om a + bc # 0):

|fl(a+ bc) — (a+ bc)| - (1 4 €mach) |bc| + |a + bc]
|a + bc| - |a+ bc|

mach —

42: Flyttalsaritmetik Ett fl-exempel

(1 + €mach) | bc]
|a+ bc|

+ 1| €mach

S3 det relativa felet ar litet om |bc/(a + bc)| inte ar for stort. Om
daremot bc =~ 1, a+ bc = 0, till exempel, kan vi f3 ett stort
relativt fel.

Observera att ett uttryck som |ae; — bex| < (|a| + |b])€mach dven
om a och b har samma tecken (€1 och e kan ju ha olika tecken).
Att uppskatta |(a+ b)e1| < (|al + |b|)€mach dr dock onddigt
pessimistiskt, ty a och b kan ju ha olika tecken (notera att

det &r samma ¢; for bida termerna).

Om man inte kraver en strikt grians utan endast en uppskattning
kan man tilldta sig att slanga t.ex. ejep-termer (produkter av
termer) ty e%vach < €mach- Du kan lasa mer om hur man foérenklar
sadana och andra e-uttryck pa sista sidan i dvningsmaterialet.



43: Flyttalsaritmetik Ett fl-exempel

For att se att analysen stammer ratt bra kommer har ett
numeriskt exempel i fyrsiffrig decimal aritmetik:

a=10.70, b= —4.567, c = 2.344. a + bc = —0.005048, exakt.

fl(a+ bc) = fl(a+ fl(bc)), bc = —10.705048

Eftersom fl(bc) = —10.71 far vi fI(a+ (—10.71)) = —0.010.
Beloppet av absoluta felet ar | — 0.010 — (—0.005048)| = 0.004952.
Notera att detta fel ar ungefar lika stort som det exakta vardet.

Det relativa felet ar
0.004952

0.005048
Relativa maskinnoggrannheten, som ar 0.0005, har alltsd forstorats
0.98/0.0005, en faktor 2000. Vi har inte en siffra ratt i resultatet.
Forstoringsfaktorn 2000 stammer val med var analys, som ger:

~ 0.98.

(1 + €mach) | be|

1~ 2123
la+ bc| i

44: Flyttalsaritmetik Ett fl-exempel

Om vi byter tecken pd b, sa far vi ingen kancellation, och berdknar
en mycket bra approximation av det exakta vardet.

a=10.70, b = +4.567, c = 2.344. a+ bc = 21.405048 exakt.

fl(a + bc) = fl(a+ fl(bc)), bc = 10.705048

fi(bc) = 10.71, och fl(a+ 10.71) = 21.41,

som ar ett korrekt avrundat varde av det exakta resultatet.
Det relativa felet ar

21.41 — 21.405048

~2.3-107% = 0.46 €mac
21.405048 31077 =046 €mach

Aven detta result stimmer val med v3r uppskattning som ger
vardet 0.5 (ungefar).



45: Flyttalsaritmetik Subnormala tal

Talsystemet igen:

Lucka kring nollan. Offra “decimaler” for att fa storre
exponentomfang. Vi anvander denormaliserade eller subnormala tal.

1.010010011100 ... % 2%e normaliserat
0.000010100011 ... * 24(-1022) denormaliserat

Har farre bitar i mantissan. Man talar om “gradual underflow".

Den minsta subnormala talet ar ungefar 5- 107324,

46: Linjara ekvationssystem Matrisfaktoriseringar

Vanligt i tillampningar och teoretiskt arbete att skriva matriser
som produkter av andra matriser (kallas matrisfaktoriseringar eller
uppdelningar). Nagra exempel illustrerade med sma
“kryssmatriser”:

X X X x 0 0 X X X

X X X |=|x x 0 0 x X

X X X X X X 0 0 x
A L ]

L for “Lower triangular”, undertriangular och

U for “Upper triangular”, dvertriangular.

Kallas LU-faktorisering. Anvands for att lésa Ax = b-problem.
Matlab-kommando 1u.



47: Linjara ekvationssystem Matrisfaktoriseringar

For att approximativt losa éverbestamda ekvationssystem
(minstakvadratproblem) anvander vi QR-faktorisering

(gr i Matlab).
[ X x x| [ X x x|
X X X X X X X X X
X X X | =] x X X 0 x X
X X X X X X 0 0 X
X X X X X X |3 N d
\- -J \- -/ R
A Q
dar Q ar ortogonal, dvs. QT Q = 1I.
48: Linjara ekvationssystem Matrisfaktoriseringar

Om A ér en sk diagonaliserbar matris kan vi anvanda Matlabs
eig-kommando for att berdkna:

X X X X X X A 0 0 X X X

X X X | =] x x X 0 X O X X X

X X X X X X 0 0 X3 X X X
A X A X-1

A1, A2, A3 ar A:s egenvarden och de tre kolonnerna i X ar
motsvarande egenvektorer. Om A ar en reell och symmetrisk matris

sd kan egenvektorerna valjas ortonormerade varfér X ar ortogonal
och X7t =XT,



49: Linjara ekvationssystem Matrisfaktoriseringar

Singularavardesfaktoriseringen (i Matlab svd) &r en slags
generalisering av egenvardesuppdelningen till ickekvadratiska

matriser.

[ x X x| [ x x x x x71[eg 0 0]
X X X X X X X X 0 oo O X X X
X X X [=] X X X X X 0 0 o3 X X X
X X X X X X X X O 0 O X X X
X X X X X X X X O 0 o0 O N~

\- -J \- -J\- -/ VT

A U N
dar UTU =1, VTV =1loch oy, >0y, > 03 >0. Faktoriseringen
existerar aven for liggande matriser.
50: Linjara ekvationssystem Matrisfaktoriseringar

| numerisk analys har man dessutom varianter av en faktorisering
beroende pd matrisens egenskaper.
Detta for att spara datorminne och berakningstid.

Ndgra exempel for LU-faktoriseringen.

Om A ar symmetrisk, AT = A, s3 behdvs halva minnet och
berdkningstiden. Om A dessutom ar positivt definit (positiva
egenvarden) kan man férenkla metoden ytterligare.

Det finns motsvarande varianter om matrisen dr komplex.
o A" = A A ir Hermitsk (AH = AT)
o AT = A Aar komplexsymmetrisk

Manga element i en matris kan vara noll, en gles matris. Detta kan
man utnyttja for att spara minne och berakningstid. Det ar viktigt
eftersom glesa matriser brukar vara stora, med en dimension om
10* — 10° kanske. Ett specialfall av en gles matris ar en sk
bandmatris, har tvd sma exempel:



51: Linjara ekvationssystem

Matrisfaktoriseringar

x x x 0
X X X X
0 x X X
0 0 x X
| 0 0 0 x

X X X O O

X
X
0
0

0

X
X
X
0

0

X X X O

0

X X X O O

0
0
0
X
X

Den hogra matrisen ar ett exempel pa en sk tridiagonal matris.
Den kan vara osymmetrisk, symmetrisk, symmetrisk positivt
definit, Hermitsk, komplexsymmetrisk etc. Dessutom brukar det
finnas stod for enkel- och dubbel precision liksom for komplex och

dubbel komplex.

Man inser att det kan bli manga varianter av LU-faktoriseringen
(manga olika rutiner i programbiblioteken, t.ex. Lapack).

52: Linjara ekvationssystem

LU-faktorisering

Now [let] there be

hemp 1 dou, wheat 3 dou,
worth 95 coins.

hemp 2 dou, wheat 5 dou,
worth 112 coins;

hemp 3 dou, wheat 5 dou,
worth 116 coins;

hemp 7 dou, wheat 6 dou,
worth 128 coins;

hemp 9 dou, wheat 7 dou,
worth 140 coins;

Question: how much is 1 dou [of each] worth?

En dou ~ 2 liter.

beans 2 ddu,

beans 3 dou,

beans 7 ddu,

beans 4 ddu,

beans 3 dou,

peas 8 dou,

peas 9 dou,

peas 6 dou,

peas 5 dou,

peas 2 dou,

millet 5 ddu,

millet 4 ddu,

millet 4 ddu,

millet 3 ddu,

millet 5 ddu,



53: Linjara ekvationssystem LU-faktorisering

The answer says:
hemp 1 dou 7 coins,
wheat 1 dou 4 coins,
beans 1 dou 3 coins,
peas 1 dou 5 coins,
millet 1 dou 6 coins.

Detta exempel ar hamtat ur kapitel 8 i den cirka 2000 &r gamla
boken “The Nine Chapters on the Mathematical Art (Jiuzhang
Suanshu)” Boken behandlar 246 problem i 9 kapitel. Boken ar den
mest betydelsefulla kinesiska matematiska klassikern.

1 3 2 85 h 95
2 5 3 9 4 w 112
357 6 4 b | = | 116
76 45 3 p 128
97325 m]| |140]
54: Linjara ekvationssystem LU-faktorisering

| Matlab:

> x=A\Db
X =

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

o U1 W b 4

Kineserna utnyttjar det som vi kallar Gausselimination (= 1800).
Kombinera rader sd att vi till slut har en triangular matris.

1 3 2 8 5 5] [1 3 2 8 5] [ 95
2 5 3 0 4 112 0o -1 -1 -7 -6 —78
3 57 6 4|x=1]116|=|0 -4 1 —18 —11|x= | —169
7 6 4 5 3 128 0 —15 —10 —51 —32 —537
|9 7 3 2 5 140 | [0 —20 —15 —70 —40 | | —715




55: Linjara ekvationssystem LU-faktorisering

1 3 2 8 51 [ 9] 1 3 2 8 5] [ 9
0 -1 -1 -7 -6 —78 0 -1 -1 -7 -6 —78
0 0 5 10 13 |[x=| 143|<|{0 0 5 10 13 x=| 143
0 0 5 54 58 633 0 0 0 44 45 490
|0 0 5 70 80 | | 845 |0 O 0 60 67| | 702

1 3 2 8 577[ x ] i 95 |

0 -1 -1 -7 -6 X5 —78

0O 0 5 10 13 x3 | = 143

0 0 0 44 45 X4 490

|0 0 0 0 % ]|x | 372/11

Vi loser det trianguldra problemet med s3 kallad bak3atsubstitution:

xs = (372/11)/(62/11) =6

X4 (490 — 45x5) /44 = 5
x3 = (143 —10x3 — 13x5)/5 = 3
xo = (=78—=(=1)x3—(=7)xa — (—6)x5)/(—1) =4
x1 = (95—3x —2x3 —8x4 —5x5)/1 =7
56: Linjara ekvationssystem LU-faktorisering

Kan formulera eliminationen som en serie matrismultiplikationer.

1 00 0O 1 3 2 85 1 3 2 8 5]

-2 1 0 0 O 2 5 3 9 4 o -1 -1 -7 -6

-3 01 00 3576 4|=|0 -4 1 —-18 -—11

-7 0 0 1 0 7 6 4 5 3 0 —15 —10 —51 —-32

| -9 0 00 1|]|9 7 3 2 5| |0 —20 —-15 —70 —40
0 A A

Elementen —L1(2:5,1) (dvs. 2,3,7,9) kallas multiplikatorer.

"1 0 00 0] 1 3 2 8 57
0 1 000 0 -1 -1 -7 —6
0 -4 1 00| A=|0 0 5 10 13
0 —15 0 1 0 0 0 5 54 58

0 —20 0 0 1 0 0 5 70 80

L, Ay



57: Linjara ekvationssystem LU-faktorisering

1 0 0 00O 1 3 2 8 5
01 0 0O 0O -1 -1 -7 -6
0O 01 0 0|A=|0 0 5 10 13
0 0 -1 10 0 0 0 44 45
' 0 0 -1 0 1 |0 0 0 60 67 |
Ly Ay
1 0 0 0 O] [ 1 3 2 8 5
010 O O 0O -1 -1 —7 -6
o 01 0 O|A3=(0 0 5 10 13
0O 00 1 O 0 0 0 44 45
—15 62
L 0 00 =532 1 1] L 0O 0 0 0 % i)
A U
Vi far
Lalslr[{A=U
eller
A= (L4lsloly) MU
58: Linjara ekvationssystem LU-faktorisering
Vi noterar (se dvningarna):
@ L, ar inverterbar
o L' ser nastan ut som Ly
"1 000] " [1 0 00]
0 1 0O 10 1 00
0 a1 0 |0 —a 1 0
|0 8 0 1 0 -6 0 1
@ det ar enkelt att multiplicera Li-matriser:
(1 00 O0][1 0 0O][1 0 0 O]
2 1 00 0 1 0 O 2 1 00 dock
3010 0 20 1 O 3201 0"
' 400 1] ,03001][4 300 1]
(1 0 0 O0][1 0 0 O] [ 1 0 0 0]
0 1 0 O 21 00 |2 1 0O
0 20 1 O 3 010 |43 2010
|0 30 01 )[400 1] | 64 30 0 1 |




59: Linjara ekvationssystem LU-faktorisering

Om vi sammanstaller allt detta far vi med andra ord

1 3285 1 00 0 O 1 3 2 8 5]
2 53 9 4 2 1 0 0 0 0 -1 -1 -7 -6
3576 4|={3 4 1 00 0 0 5 10 13
76 45 3 7 151 1 0 0 0 0 44 45
|9 7325] [92 11|00 0 0 0 2

A Ll—le—?ZglL;l U

Detta kallas LU-uppdelning. L ar undertriangular och U
overtriangular.

For att konstruera L plockar vi alltsd in multiplikatorerna fran de
olika L, pa respektive plats i L.

60: Linjara ekvationssystem LU-faktorisering

Ax = b l6ses i de tre stegen

© Berdkna Loch Usd att A= LU.
For att l6sa LUx = b infor vi beteckningen z = Ux och far da
problemet Lz = b.

@ Los Lz = b (framatsubstitution).
@ Los Ux = z (bakatsubstitution).

Framatsubstitution gar till p4 samma vis som bakatsubstitutionen
fast man tar raderna i omvand ordning.

Kostnad?

A = LU tar ungefir n3/3 vardera av + och *
Lz = b kostar n?/2 vardera av + och *

(Ux = z kostar lika mycket).



61: Linjara ekvationssystem LU-faktorisering

Vad ar det for fordel med detta jamfort med vanlig GE
(Gausselimination)?

Svar: enklare att hantera vid teoretiskt arbete.

Det gor det ocksd mojligt att effektivt I6sa problem av typen
Axi = by dar bx,1 beror av xx. (Om alla hogerleden ar kdnda pa
en gang kan givetvis vanlig GE utnyttjas).

Man loser ett sddant problem sd har:

e Berakna L och U sa att A= LU.
o Los LUXk = bk,k: 1,2,....

62: Linjara ekvationssystem Ett numeriskt exempel
1 -1 2 3
A=|4 2 12|, b=1|6
3 =7 1 9

Vi startar med en “tom” L = | och fyller i multiplikatorerna
eftersom under diagonalen.

1 > 1 -1 2 {
A=|Ta] —2 12|70 4 1= |0
0

3] -7 1 0 [-4] -5

S&, det som skall std i L ar symboliskt L och U ir det som blir

kvar av A efter trianguleringen. Alltsa:

1 0 0
L = 4 1 0 och U=
31 |-2] 1

o o
o N
w B~ DN




63: Linjara ekvationssystem Ett numeriskt exempel

Los Lz = b, ger:
3
zZ = —6
—12
Los Ux = z, ger:
16
X = 5
—4
Kontroll:
1 -1 2 16 3
Ax=| 4 —2 12 5|=1|6|=5b OK!
3 =7 1 —4 9
64: Linjara ekvationssystem Ar detta en stabil algoritm?

Har foljer en grov skiss som visar vad som kan ga fel.
Lat e sta for ett litet tal. a1, a» och a3 markerar “medelstora” tal.
L U-faktorisering blir da:

€ ar . 1 0 € dp
Lo = | a/e 1| |0 a3—ax(ai/e) J

7 \\
~" ~"~ ~N"

A L U

a1 /€ blir ett stort tal, vilket ger utskiftning i berdkningen av
upo = a3 — ap(ai/€). Lat oss anta att hela a3z skiftas ut och att allt
annat raknas ut exakt. Hur stort blir bakatfelet?

v [0 i |= |55
31/6 1 0 —82(81/6) - dl 0
N 7N 4 —

-~ -~

ber. L ber. U faktoriserad matris

Vi har alltsd faktoriserat en matris som avviker mycket fran A i
(2,2)-elementet. Algoritmen behdver inte vara stabil.



65: Linjara ekvationssystem Ar detta en stabil algoritm?

Det kan vi dock latt fixa. Kasta om raderna i systemet (byt
ordning pa ekvationerna), dvs. studera matrisen B = PA:

L 0 1 o dy as

—_———
P

L U-faktorisering blir nu:

diy as _ 1 0 di a3
€ dan 6/31 1 0 32—33(6/31)

Notera att €/a; ar ett litet tal. Vi far alltsa inte farlig utskiftning i

uz 2.
Lat oss anta att as(e/a;p) skiftas ut:

1 0 diy as L di as .
[e/al 1][0 82]_[€ ap + aze/ay = B+

-~ -~ -~

ber. L ber. U faktoriserad matris Fel

0 0
0 asze/a;

g

66: Linjara ekvationssystem Ar detta en stabil algoritm?

Detta forfarande kallas partiell pivotering och det far utféras i varje
eliminationssteg. Har foljer ett exempel:

0.0l 0.80 3.8 0 0 1
A=| —010 —-205 7.8 |, Pb=]0 1 0
1.00 20.00 20.0 1 0 0
1 0 0 1 20.00 20.0 1 20.00 20.0
0.1 1 0 01 -205 7.8 |=]0 —005 o938
0.01 0 1 ~0.01 0.80 3.8 0  1.00 4.0
z: PTA Ll\F;lA
1 0 0
P,=|0 0 1
0 1 0
1 0 0 1 20.00 20.0 20 20
0 1 0 0  1.00 4.0 1 4
0 0.05 1 0 —0.05 9.8 0 10
L PLLPLA U

S3 L,P,L;P;A = U. Kan visa att vi beraknat P,P{A = LU.



67: Linjara ekvationssystem LDU-faktorisering

Vi bildar givetvis aldrig permutationsmatriserna utan rader
flyttas via tilldelning eller pekare.

L DU-faktoriseringen

L har ettor pd diagonalen. Kan fa ettor pd U:s diagonal genom att
“bryta ut" U:s diagonal (antar A ickesingular). Har ett exempel dar
vi struntar i pivotering for att slippa brak.

ERERI R

\ A 7\ 7

A L D U

S3 allmant A= LDU. Vi kan utnyttja detta for att titta pa tva
viktiga fall:

68: Linjara ekvationssystem LDU-faktorisering

A symmetrisk: A= AT = U=L"Tsdatt A=LDL".
Innebér halva antalet operationer for faktoriseringen (forutsatt att
vi utnyttjar symmetrin i var algoritm). Halverat minnesbehov.

el t)E St St

Problem med pivotering och symmetri ty partiell pivotering
forstor symmetrin (finns andra pivoteringsalgoritmer).

Det andra viktiga fallet intraffar nar D i A= LDLT har
positiva diagonalelement.
Forst ett exempel:



69: Linjara ekvationssystem Choleskyfaktorisering

IR RN B ER ER

A 7\ g A 7\ 7\ 7
N—— — -~ -~ ~

>
'\
<<
'\
04
'\
\'

L DT/2 DT/2 L

B 1T 1T

1 0][2 0 1 0][2 0 T

BB

| Z Dxlr/2 4 L I D‘1,/2 i
c cT

S& A= CC’.
70: Linjara ekvationssystem Positivt definit matris

Detta kallas Choleskyfaktorisering och den existerar nar A ar
symmetrisk och positivt definit: x # 0 = x" Ax > 0. | denna kurs
kraver vi ocksa symmetri, AT = A.

D har i detta fall positiva diagonalelement. Man kan visa att

L U-faktorisering for en positivt definit matris ar stabil aven om vi
inte pivoterar.

Positivt definita matriser ar vanliga i tillampningar.

Exempel: vi har partiklar med massorna my, my, ms och farterna
v1, Vo, v3. Den totala kinetiska energin, Ei;, ar

1 mi 0 0 Vi
=5 [vi, v, v3] 0 m O o | =
v 0 0 ms V3

m1v12 + m2v22 -+ m3v32
2

v My
2




71: Linjara ekvationssystem Positivt definit matris

. L T .
Ekin > 0 om ndgon massa ror sig, dvs. v # 0 = VTMV > 0 sd att

M ar positivt definit.
For ett ickediagonalt exempel, se FAQ, Positivt definita matriser
och fysik (ett mass-fjdder system).

Exempel: en symmetrisk, positivt definit matris har positiva

egenvarden.
Bevis: En reell och symmetrisk matris har reella egenvarden och
egenvektorer.
T
x ' Ax
Ax = dx = xTAx = MAxTx = A = > 0
xTx

ty x ' x =3 _; x2 > 0 eftersom x inte ar nollvektorn. B
Omvandningen galler ocksa: en reell, symmetrisk matris ar
positivt definit om den har positiva egenvarden.

72: Linjara ekvationssystem Positivt definit matris

Exempel: en positivt definit matris har positiva diagonalelement.
Tag x = ¢j, kolonn j i I, enhetsmatrisen.
D3 &r (med Matlabnotation)

Aej = A(,j), ¢ A=A().2), ¢ Aex = A(j, k) = aj«

ejTAej:aj,j>O,j:1,...,n

Observera implikationen. Positiva diagonalelement dr nodvandigt
for att vi skall ha en positivt definit matris. Det ar inte ett
tillrackligt villkor.

SIS

Matrisen ar indefinit med egenvarden —1 och 3. W
Diagonalelementen maste ocksd vara tillrackligt stora jamfort med
de utomdiagonala, for att matrisen skall vara positivt definit.



73: Linjara ekvationssystem Positivt definit matris

Slutligen ett exempel fran flervariabelkursen. Lt z = f(x, y) vara
en reellvard funktion av tva variabler. Vi vill undersoka om f har

ett strangt lokalt minimum i punkten (a, b). Om f ar tillrackligt

snall (har tillrackligt ménga kontinuerliga derivator) géller att:

f(a+ h, b+ k) = f(a,b) + £ (a,b)h + f(a, b)k+

2 2
fo(a, b)h* + 27 (a, b)hk + £} (a, b)k
2

Ett nddvandigt villkor for minimum ar att gradienten ar
nollvektorn, ty annars kan vi gora f mindre genom att g3 i
negativa gradientens riktning. Alltsd galler:

+ ...

£ (a, b)h? + 21 (a, b)hk + £} (a, b)k?

f(a+h, b+k) = f(a,b)+= 5 +..

74: Linjara ekvationssystem Positivt definit matris

Nu ar (dar vi inte skriver ut (a, b))

fach® + 2£0 hk + £ k* = £ h* + £ hk + £, kh+ £} k* =
f1rogn ] h ] -
h k 4 = v' Hv
| | [ . || k

h £ ]
r— : H — XX Xy
HESky:

H &r den sk Hessianen. Om H ar positivt definit sd har f ett
strangt lokalt minimum i (a, b).
Detta géller allmant. Om w = f(x, y, z) dar Vf(a, b, c) ar
nollvektorn, s3 har f ett strangt lokalt minimum i (a, b, c) om
o
2 7 2
o
fox oy o

med

ar positivt definit (alla derivator ar berdknade i (a, b, ¢)).



75: Linjara ekvationssystem Konditionstalet for Ax = b-problemet, “Proof by example”

L3t oss se hur I6sningen x andrar sig nar vi stor hogerledet b. Vi
studerar ett numeriskt exempel dar A ar diagonal.

R R Y

Vi stér nu b med f och far d& losningen y, dvs. Ay = b + f.
Hur mycket andras x, dvs. hur stor ar y — x?

y=ANb+f)=Ab+ A =x+Af

oy 2 0 ][R Josh
yox=A f‘[ 0 100 ||hH || 1006

Det ar ar inte alltid sd har illa. Om vi i stillet tar matrisen

(2 o0 1. losg
B[oo&]‘iy x=8 f[m@]

sa att

76: Linjara ekvationssystem Konditionstalet for Ax = b-problemet, “Proof by example”

Slutsats: om A har ett eller flera diagonalelement nara noll, s3
kommer x att vara kanslig for andringar i hogerledet.
A ar “nastan singular” i foljande mening:

2 0 N 0 0 120
0 10710 0 —100109 | 7|10 0

| 7 \ 7 A\ 7
-~ -~ -~

A E singular

Den lilla stérningen E (sma element jamfort med det storsta
elementet i A) gor A singular. A ligger alltsd néra en singular
matris.

B ar inte nastan singular eftersom E maste innehdlla ett stort
element, —0.1.

Allmant galler att x ar kanslig for storningar i b och A om A ar
nastan singular. Om A ar langt fran att vara singular, sa ar x
relativt okanslig for storningar.



77: Linjara ekvationssystem Konditionstalet for Ax = b-problemet, “Proof by example”

En nastan singular matris har en invers dar dtminstone nagot
element ar stort. Eftersom y — x = A~!f s3 kommer x att dndras
mycket om A~! innehéller stora element.

Om matrisen inte ar diagonal far vi ett mer komplicerat
upptradande. Antag att J > 0 ar nara noll.

1 1 L 1146 41
C[1 145 |7 C 5[ 1 1]

Vi ser att C~1 ar proportionell mot 1/9, sa inversen &r stor.

C ligger ocksa nara en singular matris. ty om vi subtraherar  fran
C22 sa blir matrisen singular. Detta galler allmant.

Om C har element av storleksordningen ett:

storlek p& C~! ~ 1 / avsténdet till nirmaste singuldra matris

For att gora riktiga satser kravs mer matematik, vektor- och
matrisnormer.

78: Linjara ekvationssystem Vektornormer

En vektornorm ar en funktion som ger ett matt pa storleken pa
elementen i en vektor. Om vektorn innehéller n element s
sammanfattar vi storleken med ett ickenegativt tal, s normer kan
vara trubbiga matverktyg.

Det finns oandligt madnga normer. Vi kommer att anvinda tre s
kallade L,-normer som vi betecknar med || - ||:

1
n ’
Ixllp = [z ] Cp»1
k=1

o p=1,||x|l1 = > k_1 |Xk|, ettnormen
1
o p=2|lx|] = [2221 xﬂ ?, tvanormen
@ p =09, |[|X||lcc = Maxi<k<n|Xk|, maxnormen

Dessa tre normer (liksom alla vektornormer) uppfyller:
e x # 0= ||x|| > 0 (positivitet), ||0|]| =0
o |lax|| = |a] ||x]| for alla @ € R (homogenitet)
o |[x+y|| <||x||+ |ly|| (triangelolikheten)



79: Linjara ekvationssystem Vektornormer

Normer ar olika stora

—1
x=1 2|, [xllh="6, lIxl2=V14, [x]l=3
-3

men de ar ekvivalenta (“jamfoérbara™). Det existerar positiva tal «
och 3 som inte beror pd x utan bara pd n sd att t.ex.

a x|y < [Ix][2 < B[l

| detta fall &r « = 1/4/n och B = 1. Olikheterna ar skarpa, det
existerar x # 0 dar likhet antas.

Varfor racker det inte med den “vanliga langden” av en vektor,
dvs. det vi kallar tvdnormen?

Det beror pd att olika problemstallningar kraver olika satt att mata
storlek. Dessutom kan det vara s3 att det gar att skapa starkare
satser for en viss norm. P3 nasta sida kommer ett exempel:

80: Linjara ekvationssystem Vektornormer

Antag att vi befinner oss i en stad dar kvarteren ligger i ett rutnat.
Vi vill ta oss den kortaste vagen fran A till B. Lat O beteckna
origo. Om vi kan flyga s3 ar avstandet ||B — Al|2. Om vi méste
folja gatorna sa ar avstdndet ||B — A||1 (kallas ibland Manhattan
distance). ||B — A||oo ar den storsta forflyttning i sidled.




81: Linjara ekvationssystem Innerprodukt

Vi kan definiera en norm givet en innerprodukt (skaldrprodukt).

n
xy=0y)=> xy=x"y, |x|la=VxTx

k=1

Notera att x "y ar en skalar men xy T ar en matris.

Exempel:
3 —1 -3 -2 -1
[—123]2:4, 2{321}:642
1 3 9 6 3
En vektor x dr normerad om ||x|| = 1. Om x # 0 sa ar x/||x]|]|
normerad.

Definition av vinkel x "y = ||x]|2||y||2 cos ¢.
Cauchy-Schwarz olikhet [xTy| < ||x|]2]|y|]2.

82: Linjara ekvationssystem Matrisnormer

Matrisnormer ar funktioner fran R™*" till R och uppfyller de tre
vektornormsvillkoren ovan.

Anvandbara matrisnormer ar dessutom submultiplikativa

(konsistenta):
IAB[| < [|All [|B]]

Tre olika normer kan vara inblandade ovan. Vi anvander samma
beteckning || - || for alla tre.

Vi kan bilda matrisnormer utgdende frdn vektornormer.
En operatornorm mater hur mycket multiplikation med en matris A
kan forstora en vektor:

| A|| = max
x#0 ||x]|

Vi noterar att ||/|| =1 om || - || & en operatornorm.



83: Linjara ekvationssystem Matrisnormer

Operatornormerna som svarar mot vara tidigare vektornormer:

o p=1, [|All1 = maxk X7 |ark
kolonnsumman

, ettnormen, storsta

N

e p=2,||A||2 = max {)\(ATA)} tvanormen
@ p =00, ||Al|lcc = max, > k_q |ark|, maxnormen, storsta
radsumman
Exempel:
1 -2 -3
A=16 4 2 |, ||AllL =16, ||A]l> =~ 11.9042, ||A||cc = 18
9 —6 3
84: Linjara ekvationssystem Konditionstal for Ax = b-problemet

Vi skall nu anvanda normer for att studera konditionstalet for

Ax = b-problemet. Vi vill alltsd studera vad som hander med x nar
vi andrar A och b. Vi kommer endast att andra b.

Sats: Antag att A ar ickesinguldr och att Ax = b # 0.

Om Ay = b+ f sa galler att

—1p, 1]
< [JAI AT 1

[16]]

[Ix =l
[1x]]

Bevis:
Ay=b+f och Ax=b=Aly —x)=f=

y=x=A" = |ly —x|[ = [[ATH]| < [|ATH] [[f]]

Men Ax = b sa att [|A]| [|x|| > [|b]] eller 1/]|x|| < [|A]|/]|b]|. B
Man kan bevisa likartade satser for fallen nar A eller A och b stors.

Normalt betecknas konditionstalet med kappa, dvs.
K(A) = [|A]] [[AH].



85: Linjara ekvationssystem Konditionstal for Ax = b-problemet

Antag att || - || r en operatornorm, da géller:

o k(A)>1foralla A ty 1=|AA7Y| < ||A]] ||A7Y]
o [ ar perfekt konditionerad ty (/) =1
@ konditionstalet ar skalningsoberoende x(aA) = k(A)

@ x(A) =00 om A ar singular

Om A &r singular kan det finnas ingen eller oandligt manga
|6sningar. Vi forvantar oss problem om A ar nastan singular.

Om k(A) ar stort sd finns en matris, E, med liten norm ||E||, s3
att A+ E ar exakt singular. A “ligger nara” mangden av

singulara matriser, matrisen ar “nastan” singular.

Om k(A) ar litet maste man dndra A mycket (stor E) for att

A + E skall bli singular.

Man kan visa att de E som gor A + E singular och som har minsta
norm uppfyller ||E|| = ||A]|/x(A).

86: Linjara ekvationssystem Konditionstal for Ax = b-problemet

Determinanten for A inte ar ndgot bra matt pd nastan singular.

Exempel:
det(al) =", k(al)=1
A=l 01 get(A) =01, (A)=10
~ o0 o1 | VYT EL RS
(1 0 0 0 |
0 01 0 O
A= 0 0 01 0 | det(A) = 0.001, ~(A)=10
0 0 0 01




87: Linjara ekvationssystem Konditionstal for Ax = b-problemet

Exempel: Hur val stammer satsen?

A:[(I) 1008], b:[(l)], x:[é], Foo(A) = 108

1079 10~° IIx — ¥|]loo 0.1
f‘[1o9]:‘yx [101]’ 1% oo p — ol
[ [0 51077
o 1

Sa likhet i gransen. Tag nu i stallet

-9 -9 _ -9
f:[m ]jylelo ] X = ylloo _ 107° _ o

0 0 [X1]oo 1
1fllo _ . 8107°
Foo(A)m— = 10°—— = 0.1
), =1
vilket ger en enorm Overskattning.
88: Linjara ekvationssystem Tolkning av satsen

Antag att elementen i x (resp. y) ar ungefar lika stora. D3 géller
att x = xx e, dar e ar vektorn av ettor.
Analogt galler att y =~ y, e. Alltsa:

O = yiell Ik =y
[Ix] [[xkcel] [X]

S& normen uppskattar dd det elementvisa felet. Felet kan d3, i
detta speciallfall, begransas enligt:

il
54 18]

Xk — Y&l
[ Xk|
Detta sager att relativa felet i varje lI6sningskomponent begransas

av det relativa felet i indata multiplicerat med x(A).
Om t.ex. ||f||/||b]| = 0.5-10% (k decimaler) och k(A) ~ 10P s3 ar

QA

Xk — Y|

<10°P-05-107%=05-10°"%
[ x|

sa vi har tappat p siffror i svaret, vilket ger féljande tumregel:



89: Linjara ekvationssystem Tolkning av satsen

Om k(A) = 10P s3 riskerar vi att tappa p siffror.

Antag nu att x innehdller element av olika storleksordning, t.ex.
x = [1,1073]" och att vi anvander || - ||oo. Om p — k = —3 géller
att:

max{|1 — y1,|1073 — y»|} < 0.5-1073

sa att
1-05-103<y;<1405-1073

och
1073 -05-103<y, <1073+0.5-1073

Normer kan vara trubbiga instrument.

90: Linjara ekvationssystem Tolkning av satsen

Hur stora fel har vi i indata? L3t oss se pa tva fall.

Exakta indata: i detta fall far vi eventuellt avrundningsfel nar a;
och by lagras i datorns minne. Relativa felet (per komponent) ar
ungefar €mach. Vi far ocksd avrundningsfel nar vi [6ser

Ax = b-problemet.

Vi kan nog tilldta tamligen stora x(A), men det beror givetvis pa
hur manga siffror vi behéver. Om vi har stora krav eller om x(A) ar
mycket stort, s3 kan vi minska €,,ch genom att t.ex. anvanda
Maple eller Mathematica (rdkna med fler siffror). Att rakna med
manga siffror gdr dock mycket ldngsammare

(mjukvara och inte hardvara).

Indata med osdkerhet (matdata): detta fall ger normalt storre
begransningar pa hur stora k(A) som kan tillatas, eftersom vi
normalt inte mater sd valdigt noga.

Att rdkna med mindre €pach ger normalt inte en battre l0sning
eftersom x(A) dr mattligt stort och méatfelen helt dominerar ver
avrundningsfelen.




91: Linjara ekvationssystem Uppskattning av x(A)

Att berdkna A~! tar mycket tid och minne om A &r stor.
cond i Matlab anvinder svd for || - ||2 och explicit inv for
andra normer.

For stora matriser kan man anvanda condest som uppskattar
|A~1|| genom att l6sa linjira ekvationssystem (+ listigheter).
Aven LAPACK kan ge en sddan uppskattning nar man léser
Ax = b. Uppskattningen kostar nastan inget eftersom man
utnyttjar den LU-faktorisering som redan beraknats.

92: Linjara ekvationssystem Tolkning av residualen

Vad sager residualen r = b — AX? X berdknad l6sning.

1 0 1] . [ 1 | o

Kan visa: (A+ E)X = b, ||E|l2 = ||r]]2/||X]]2

|E||> ~ 1078 i exemplet.

Sa en liten residual betyder att vi [6st nastan ratt problem.

| fram3triktningen kommer x(A) in (antag att A~! existerar):

F=bh-AR=Ax - AR =A(x —R) & x — K= Al
Alltsa giller: ||x — X|| < [|A7Y|| ||r]|. Om b # 0 géller:
1 _ Al
x|~ []bl]

Om vi kombinerar de tva olikheterna erhaller vi:

gl
< k(A) m

S3 felet i l6sningen kan vara godtyckligt stort dven om ||r|| &r liten.

16l < [IAI] [[x]| <



93: Linjara ekvationssystem En mer generell storningssats

Antag att Ax =b, b A0 och att (A+ F)y = b+ f, med
I|F|| < wl|lAl] och ||f]| < u||b||. Lat k(A) vara A:s konditionstal.

Om pk(A) =r <1, sa galler att A+ F ar ickesingulédr och

ly = x|l _ 21 r(A)
X[ = 1=

Ett annat satt att formulera olikheten ar:

ly = xII _ (A (HFII Hf||>
< 2 max | ——, 7
[1x] 1—r 1Al [l6l]

Om man enbart stér matrisen A (och inte b), kan man ersétta
tvdan i olikhetens hogerled med en etta.

94: Minstakvadratproblem Nagra inledande exempel

Ett ofta dterkommande problem ar att vi har en matematisk modell
och uppmatta varden, och vill bestamma parametrar i modellen.
En mycket vanlig modell ar b = ce* (halveringstid,
befolkningstillvéxt, urladdning av kondensator). b kan vara
befolkningen vid en given tidpunkt t. ¢ ar befolkningsmangden vid
tiden t = 0.

Antag att vi vill bestamma parametern A\ genom att mata b vid m
olika tidpunkter. Vi alltsd har m par (tx, bx), k =1,...,m av
matvarden. L3t oss anta att vi kanner c.

Hur ska vi berdkna A7 Vi har ju m olika ekvationer

Aty Atm

At
by = ce™™t, by =ce*?,..

., bm=ce

och vi lar inte kunna hitta ett A som satisfierar alla ekvationerna.
Det ar inte intressant att fa m olika A\-varden.



95: Minstakvadratproblem Nagra inledande exempel

En rimlig kompromiss ar att hitta ett A som approximativt
satisfierar alla ekvationerna, dvs:

by ~ ce’, by~ ce’, ..., by~ cettm
Detta kan formuleras pa foljande vis:
Forsok att gora alla avvikelserna (residualerna)

ce’t — by, ce® — by, ..., ce’m — b,

sa sma (néra noll) som mgjligt.
Vi hade lika garna kunnat studera avvikelserna by, — ce
Vi kan definiera “sm&"” pad oandligt manga satt, till exempel:

Aty

min ’ce”k — bk‘
k=1
m 1/2
- At 2 : At
min Z [ce ko — bk} min max ‘ce kK — byl
A A 1<k<m
k=1
96: Minstakvadratproblem Nagra inledande exempel

Dessa forslag ar inte slumpvis valda, utan 13t oss infora en
vektor, r, av alla residualerna (en residualvektor):

ceMi — by

ceM2 — b,
r =

ceMm — b,

Var tre matt kan da skrivas:

minl[rll, minllrll2, - min|rll

Vi kommer normalt att fd olika varden pa \ beroende pa vilken
norm vi utnyttjar. Varje A ar dock bast for den givna normen.
Det finns oandligt ménga fragor, varje frdga med sitt svar; varje
svar ar dock ett korrekt svar pa den givna fragan.

Det finns normalt inte ett basta A\-varde.



97: Minstakvadratproblem Nagra inledande exempel

Man kan givetvis ha modeller med flera parametrar. Ett vanligt
problem ar att anpassa en serie matpunkter till en rat linje.
Var modell kan da skrivas; b = x; + xot. Har ar x; och x»
parametrar och (ty, bx) ar uppmatta varden.

Hur ser residualvektorn ut i detta fall?

[ Xy 4+ xoty — by | (1t | [ by ]
X1 + Xxotr — b 1 b X1 b

| X1+ Xotm — bm | | 1 tm_\T/ | bm |
A b

Dvs. r = Ax — b. Vi vill alltsd l6sa minimeringsproblemet:
min ||Ax — b||
X

i ndgon lamplig norm.

98: Minstakvadratproblem Linjara problem

Observera att detta normalt inte ar ett linjart ekvationssystem. Vi
|6ser inte Ax = b, ty detta gdr normalt inte, eftersom vi fér
avvikelser i alla ekvationerna. Lite slarvigt kan man skriva Ax =~ b.

Om vi kan l6sa Ax = b sd ar ju residualvektorn r = Ax — b
nollvektorn, varfér matpunkterna féljer modellen exakt. Notera
ocksd att matrisen A har fler rader an kolonner.

Nar residualvektorn kan skrivas r = Ax — b sager vi att problemet
ar linjart. Modellen har utseendet:

b = uttryck,; parameter; + ...+ uttryck, parameter,

dar uttryck, beror av matvardena och inte beror av ndgon
parameter.

Var forsta modell ar ickelinjar eftersom parametern )\ inte ingar
linjart i modellen. | vissa fall kan vi via substitutioner eller andra
transformationer skapa en linjar modell utifrdn en ickelinjar sddan.



99: Minstakvadratproblem Linjara problem

100:

Var forsta modell ar enkel att transformera, forutsatt att b och ¢
har samma tecken. L3t oss anta att bdde b och c¢ ar positiva:

b= ce’ < logh =logc+ At

A ingdr nu linjart i modellen.

Om vi nu antar att ¢ inte ar kand (vi matte aldrig b for t = 0) s&
ar ¢ en parameter som nu ingar ickelinjart i modellen. Om vi satter
x1 = log ¢ har vi dock en linjar modell som ar identisk med
modellen for var rata linje, log b = x; + At.

For att gora analogin annu tydligare satter vi x, = A och far:

1 f I log by ]
. 1 [ X ] log by
min o — .
X X X X2 X
I 1 t, | I log b, |

Efter att x ar berdknad satter vi sd ¢ = € och A = x».

Minstakvadratproblem Linjara problem

Nar vi gor transformationer pd detta satt andrar vi (ibland) p3
normen. Logaritmering, till exempel, har en utjamnande verkan,
och minskar de stora residualernas inflytande.

Detta kan jamféras med att minimera i en annan norm.
Vi staller en annan frdga, men den kan ju vara lika relevant.

Ibland faster vi olika stor vikt vid de olika residualerna.
Matapparaturen kanske mater olika noga i olika matomraden. Det
ar da rimligt att ett osakert varde far mindre inflytande an ett
sakert. Vi kan astadkomma detta med en viktad norm, t.ex.

mxin HV(AX_b)H? V:diag(vlvv27"'7vm)

Residual, ri, multipliceras alltsd med vikten v.



101: Minstakvadratproblem Olika normer

Lat oss nu dtervanda till den rata linjen, b = x; + xot.
Foljande bild visar anpassning i vara tre normer.

Anpassning med olika normer.

ool [T,
Il

I,

20

10

102: Minstakvadratproblem Olika normer

Accentueras ndr man har utliggare (outliers).

Anpassning med olika normer.

1,

i,

asll— I, ,




103: Minstakvadratproblem Optimalitet

Vi studerar nu det linjara minstakvadratproblemet:
min ||Ax — b||»
X

Det ar enkelt att beskriva den optimala l6sningen till detta
problem. Vi ser pd specialfallet nar A har tvd kolonner, a;
respektive ap; kan enkelt generaliseras till ett godtyckligt fall.

For en godtycklig x € R? giller att Ax = ajx; + apxp ar en
linjarkombination av As kolonner. Nar x varierar 6ver alla vektorer

med tva element s3 kommer mangden a;x; + axx» att bilda ett
plan, As bildrum, R(A) (ty R(A) = {Ax | x € R"}).

Om b tillhor detta plan sd existerar (minst) ett x sa att Ax = b
med likhet. Residualvektorn r = Ax — b blir da noll. T.ex.

11 , X
A=|0 11|, b=]1 ;»xlll
0 1 1

104: Minstakvadratproblem Optimalitet

Normalt bildar dock b en vinkel mot planet, tag till exempel
b=12,1,2]". Vektorn b kan d& inte skrivas som en
linjarkombination av As kolonner, men vi vill minimera avvikelsen,
langden av residualvekorn Ax — b.

Dela upp b i tvd komponenter, by som ligger i planet och b; som
ar ortogonal mot planet. Oavsett hur vi véljer x sd kan vi inte
nollstilla ndgon del av b, eftersom b ar ortogonal mot alla
linjarkombinationer, Ax. Daremot kan vi nollstalla by, eftersom by
ligger i planet och den darmed ar en linjarkombination av As
kolonner, dvs. det existerar (minst) ett x sd att by = Ax. Detta x
ar det x vi soker.

Residualvektorn blir r = Ax —b=Ax —ba— b = —b].



105: Minstakvadratproblem Optimalitet

Har foljer samma resonemang med normer:
Pythagoras sats: om y och z ar ortogonala vektorer galler:

2 2 2
ly +z||2 = |lyllz2 + ||z][3

ty
ly+213 = (v+2) " (v+2) =y Ty+y z+ 2Ty +27z = [ly|3+]|2[I5
M~ =
0 0
106: Minstakvadratproblem Optimalitet

Det x som loser Ax = ba ar optimalt. Ty om s3 inte vore fallet
existerar z # 0 sd att x + z ger ett mindre virde pad normen. Testa:

|A(x +2) = b||5 = ||A(x +2) — (ba+ b1)||5 =
Ax — ba+Az — b ||2 = |1Az||2 + ||b, |12 > ||b, |2
|| Ax — ba +Az — b_ ||5 = ||Az||5 + ||bL|[3 > [|bL]5

0
Med minimum d3 z =0 (om A har linjart oberoende kolonner).

Residualvektorn, r = —b |, ar ju ortogonal mot bildrummet.
Bildrummet utgors av alla linjarkombinationer av a; och ay (i vart
specialfall) vilket medfér att a{ r = aJ r = 0.

Vi kan skriva dessa likheter pa foéljande form:

T T
o lagr | | e B r AT B
ola;r][a;]r[al 2 | r=ATr=AT(Ax - b)

vilket ger oss normalekvationerna:

ATAx = ATh



107: Minstakvadratproblem Entydighet

rang(A) = n = AT A symmetrisk och positivt definit. Kan Iésa
normalekvationerna med hjalp av Choleskyfaktorisering.

Entydighet?
@ om A har linjart oberoende kolonner sd har

minstakvadratproblemet en entydig I6sning.
Matrisen har full rang.

@ om A har linjart beroende kolonner (ar rangdefekt) sé finns
det oandligt mdnga losningar som ger samma residualvektor,
ty tag z € N(A) da giller att A(x + z) = Ax.

Om A har nastan linjart beroende kolonner, sd ar problemet

illa konditionerat. Normalekvationerna forvarrar konditionen pa
problemet, ett elakt problem kan bli omgjligt att l6sa. Det galler
att k(AT A) = k(A)2.

108: Minstakvadratproblem Entydighet

Det finns battre metoder baserade pa s3 kallad QR-faktorisering.
x = A \ b i Matlab anvinder QR-faktorisering.

Observera att operatorn \ ar overlagrad. Om A ar kvadratisk sa
anvands LU-faktorisering, annars anviands QR-faktorisering.
Matlabkoderna for de tva fallen har ingen gemensam del.
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Minstakvadratproblem Kort om konditionstal for minstakvadratproblemet

110:

Antag att x resp. y loser féljande problem:

min ||Ax — b||2 resp. myin |(A+ F)y — (b+ f)l]2

y ar alltsd [osningen till ett stort problem.

Vi vill begransa ||y — x||2/||x]||2 i termer av ||F||2/||Al|2 och

[ £112/116][2.

Att gora detta allmant ar svart. En forsta forenkling ar att anta att
A har full rang och att ||F||, ar tillrackligt liten s& att A+ F har
samma rang som A. Harledningen ar nu avsevart enklare, men
anda lite smabesvarlig, sd pa dessa sidor antar vi att F = 0, precis
som vi gjorde nar vi analyserade Ax = b-problemet.

Eftersom A har full rang kan vi anvanda normalekvationerna och
far x = (ATA)"YATbresp. y = (ATA)TAT (b 4+ f).

Losningen till ett vanligt linjart ekvationssystem, Cx = b, kan
skrivas, x = C~!b, sa det verkar rimligt att betrakta (ATA)_lAT
som en generaliserad invers.

Minstakvadratproblem Kort om konditionstal for minstakvadratproblemet

Detta gor man, och denna invers kallas pseudoinversen, beteckna
AT och kan beridknas med Matlabkommandot pinv.

AT ar ett matematiskt hjdlpmedel och den brukar inte anviandas
for att 16sa minstakvadratproblem i praktiken. Vi ser att A™ ar en
vansterinvers, At A= (ATA)"'AT A = |. Diremot ar inte A" en
hogerinvers, s3 AA" # |. Man kan definiera A™ aven om A ar
rangdefekt (men da galler inte att AT = (AT A)~1AT).

Vi ser att

y—x=AT(b+f)—ATb=A"f= ||y —x|l2 < [|AT|]2 [If]]2

Vi m3ste f3 en undre begransning av ||x||> och anvéander
sambandet Ax = ba, dar by ar den ortogonala projektionen av b
pa A:s bildrum. Antag vidare att ba # 0 vilket medfor att x # 0.



111: Minstakvadratproblem Kort om konditionstal for minstakvadratproblemet

112:

Vi far
[ball2 = [[Ax]l2 < [|A[l2 |[x]l2 = 1/]Ix]l2 < |[All2/]|ball2

Slutligen:
17112

|| ball2

[y —x|[2
[Ix1]2

< JIAll> 1A*]l2
r2(A)
Denna grans liknar den for linjara ekvationssystem. En viktig

skillnad ar att det inte star ||f||2/]|b]]2.
L3t oss skriva om uppskattningen:

1b[]2 [If]]2
|ball2 ||b]]2

Om modell och matdata stammer val 6verens s3 kommer
|b||2/||ba||2 att vara nara ett (kvoten &r alltid > 1), men om
modell och data inte passar ihop s& kan kvoten bli stor.

[y — xll2

———— < [|All2 lIA"]]2
[Ix1]2

Minstakvadratproblem Kort om konditionstal for minstakvadratproblemet

Extremfallet ar att b ar ortogonal mot A:s bildrum i vilket fall

ba = 0 och kvoten ar oandlig.

Skulle kvoten vara valdigt stor ar det kanske inte s3 meningsfullt
att l6sa minstakvadratproblemet. Stor vi nu dven A med F s
tillkommer ytterligare en term i feluppskattningen och det

visar sig att man aven far en term k3(A) ||b.||2/||ball2 génger de
relativa stérningarna.

Nar vi studerade Ax = b-problemet sa vi att ||A||/x(A) ar normen
pa den minsta storning, E, som gor A + E singular. Analogt galler
for minstakvadratproblemet att ||A||2/k2(A) ar tvdnormen pé den
minsta E som gor att A+ E ar rangdefekt (A + E har linjart
beroende kolonner).



113: Minstakvadratproblem Kort om konditionstal for minstakvadratproblemet
Exempel: 13t €, x > 0 vara sma och antag att 0 < ¢ < 7/2. Satt;
1 1 COoS ) 0
A=|0 ¢l|, b=| 0 |, f=|u
0 0 sin 1) 0
Det géller att k2(A) =~ 2/e. Pseudoinversen blir:
1l e -1 0
AT = (ATA) AT ==
( ) e| O 1 0
varfor losningarna x och y ges av
Cos ) cosy — /e
X = O 5 y f—
ji/€
och
— X
|y |2 —\2 I
]2 € Cos 1
114: Minstakvadratproblem Kort om konditionstal for minstakvadratproblemet
Det galler att
1Fle e _,
Ibll2 1
och att
bl 1

1ball2 cosv)

Var uppskattning stammer bra i detta exempel:

[y = x]l2 [Ibll2 If]]2
o < r2(A)
[Ix1]2 ~—~— |lball2 [Ib]]2
2/e —_—— N —
V2 p/(ecosp) 1/ cosp H

Om ) ~ 7/2 s3 &r b nastan ortogonal mot A:s bildrum (v ar i
sjalva verket vinkeln som b bildar mot bildrummet) och felet okar
med (den d& stora) faktorn 1/ cos. O



115: Minstakvadratproblem Alternativ till normalekvationerna
Forst ett exempel som visar en nackdel med normalekvationerna.
1 1 1 1
- 100 11
A=10 €|, e>0 A A= 1 ¢ o0 0 €| = 1 14
0 0 0 0

116:

Om 0 < € < \/€mach 53 ar fI(1 + €2) = 1 varfor AT A blir singular
och AT Ax = AT b har inte entydig 6sning.
Minstakvadratproblemet, min, [|[Ax — bl||> har dock entydig 16sning
sd lange som € # 0.
|dé: vi utnyttjar att tvdnormen ar unitart invariant, dvs.

1QAP|2 = [|All2, om QTQ =1, PTP =1

forutsatt att P ar kvadratisk (Q behdver dock inte vara
kvadratisk). Speciellt kan A vara en vektor, v sig, sa:

[ Qvl2 = [[v]]2

En komplex matris, Q, ar unitar d3 QHQ = 1.

Minstakvadratproblem Alternativ till normalekvationerna

S& unitar ar motsvarigheten till ortogonal for reella matriser.
Bevis av ||Qv||2 = ||v||]2. Utnyttja att || - || > 0 och att

QI3 =(Qv)" Qv=v"QTQu=vIv=yvTv =3

Sats: Antag att A har linjart oberoende kolonner. A har da en
QR-faktorisering: A = QR dar QTQ =1och R ar overtriangular
med positiva diagonalelement.

Losningen, x, till minstakvadratproblemet ges da av:

Rx = Q"b

ett triangulart system. Detta foljer av normalekvationerna (som jag

bara anvédnder for att bevisa ovanst3ende):
ATAx = ATb med A= QR, dir R ar ickesingular, blir

(QR)T(QR)x=(QR) ' b= RTQTQRx=R"Q"b<= Rx=Q"b
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Ett fysikproblem

118:

En kvall fick jag ett mail frdn Peter Berntsen, kondenserade
materiens fysik, om ett besvarligt optimeringsproblem. Féljande
sidor ar resultatet av mina forsok att forstd problemets natur.
Svante Arrhenius (1859-1927) ar en av grundarna av den
fysikaliska kemin. Han undersokte (bland annat) hur hastigheten
hos kemiska reaktioner beror av temperaturen. Om t.ex. amnena «
och (3 reagerar och producerar dmnet ~, sd géller (ofta) att:

dbl _
dt
dar [ ] betecknar koncentrationen, t &r tiden och T ar absoluta

temperaturen (i Kelvin). m och n kallas ordningar (bada kan vara

ett t.ex).
Arrhenius ekvation (1889) ar en modell for utseendet pa k(T):

k(T) = Ae E/RT,

k(T) [o]™ [6]"

A kallas den pre-exponentiella faktorn, E (ofta skriven E;) ar
aktiveringsenergin och R ar den allmanna gaskonstanten.

Ett fysikproblem

Arrhenius resonerade sa har: For att en kemisk reaktion, mellan tva
molekyler, skall intraffa, s3 maste rorelseenergin hos
molekylerna uppna en viss niva, aktiveringsenergin E.

Enligt Ludwig Boltzmanns (1844-1906) arbeten (statistisk
mekanik och termodynamik) féljer att antalet kollisioner med
energi > E ar e E/RT s3 k(T) bér vara proportionell mot denna
faktor. Om temperaturen 6kar, sa blir sannolikheten storre att
molekyler uppnar E varfor k(T) okar.

Arrhenius formel passar till flera andra situationer. Min bok i
fysikalisk kemi namner frekvensen av syrsors spelande (som
funktion av T), myrors krypande, dldrandets hastighet,
eldflugors lysande, och hur snabbt man glémmer.

Anledningen att Arrhenius formel passar in, ar att ovanstdende
processer ar kemiska.
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Ett fysikproblem

120:

Nu till tillverkning av glas. Det ar intressant att ha en modell for
beroendet mellan viskositet, b, (av en glas-smalta) och
temperatur. Arrhenius modell stammer inte sd bra. Man noterade
att log b inte var linjari 1/T:
E 1
b=Ae E/RT & logh=logA—— - —
SPTRATRT

Gordon Fulcher (Corning Glass Works, NY) listade, i en artikel fran
1925, foéljande modeller

logh = A—B/T+C/T?

logb = —A+B/T +C/T?
logh = —A+BlogT+ C/T?
logb = —A+B/(T — Tp)?
logh = —A+ B/(T +273)*%
logh = —A+10°-B/(T — To)

T gesi °C och log = logy.

Ett fysikproblem

Den sista ekvationen fungerade ratt val. Vogel (1925) och
Tammann (1926) publicerade samma formel, som nu kallas:
Vogel-Fulcher-Tammanns modell (VFT), har skriven pd en vanlig

form:
b= A eE/(T=To) VFT

To = 0 ger Arrhenius modell. Vi har matt b vid olika
temperaturer, T, och vill bestamma parametrarna A, E samt Ty.
Vi har tydligen en ickelinjar modell i parametrarna.

Fulcher anvande en grafisk teknik. Forst bestimde han Ty frén tre
matvarden. Han plottade sedan log b som funktion av

1/(T — Tp) och anpassade en rat linje till matpunkterna.

L3t oss nu attackera problemet med moderna hjalpmedel.

Forsta idén: formulera problemet som ett ickelinjart
minstakvadratproblem (jag har tagit bort \/')
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Ett fysikproblem

122:

n

) _ 2
A,ngl,nTO kz::l |:bk _A eE/(Tk TO)i|

De I6sare som anvands ar iterativa och kraver en
startapproximation och producerar, forhoppningsvis, en serie
approximationer som konvergerar mot ett lokalt minimum.

Losaren stannar nar ett avbrottskriterium ar uppfyllt. Detta
kriterium baseras normalt pa férandringen av approximationerna,
forandringen av funktionen som skall minimeras (objektfunktion,
malfunktion) och pd normen av gradienten.

Det ar viktigt med bra startapproximationer. En dalig

approximation kan ge divergens eller konvergens mot ett lokalt
minimum med storre minimivarde.

Ett fysikproblem

Lat oss ignorera dessa rdd och starta med en slumpvektor. Vi
anvander Matlabs 1sgqnonlin for det ickelinjara problemet. S3
har ser plottarna av matdata och I6sning ut:

0.07 T T T T T T T T

0.06+ 1

0.05¢ 1

0.04} 1

b
log(b)

0.03¢ 1

0.02} 1 °

0.01f 1 -5|

o

220 230 240 250 220 230 240 250
T T



123: Ett fysikproblem

Den déliga anpassningen beror inte pa for stora toleranser i
avbrottskriteriet (man kan skérpa dessa).

Residualvektorn, med element b, — AeE/(Tk_TO), har element av
samma storleksordning, ~ 10~%. De relativa avvikelserna ar dock
enormt stora for de sma vardena.

Om vi tror (vet) att alla b-véarden ar givna med samma relativa fel

kan man anvanda vikter, s3 att alla matvarden far samma

inflytande. Om vi viktar med 1/by far vi problemet:

_ " b — A eE/(Tk=To) 2
min. 3

AE To (= by

Detta fungerar nu inte sd bra, men de sma vardena kommer i alla
fall med:

124: Ett fysikproblem

0.07

0.06} ]
0.05| ]

0.041 1

b
log(b)

0.03¢ 1

0.027

0.01

o

220 230 240 250 220 230 240 250
T T

Felet ar startgissningen. Att gissa gar inte sd bra, vi behover battre
varden.



125: Ett fysikproblem

For att bestamma startapproximationer av parametrarna,
skriver vi om det ickelinjara problemet som ett linjart
problem. Detta gar givetvis inte alltid.

Logaritmera VFT:

log b = + log A

T—Tp
Multiplicera upp T — T och samla ihop termerna:
Tlogh= Tologh+ TlogA+ E — Tglog A

Lat x; = Ty, xo = log A och x3 = E — Tylog A. Det linjara
problemet kan da skrivas:

[ loghy T1 1 [ Tilogb; |
|Og b2 T2 1 T2 |Og b2
min _ _ | x = _
X : : : :
I logb, T, 1 . I T, log b, 1115

126: Ett fysikproblem

Har ar Matlabkoden:

n = length(T);
x = [log(b), T, ones(n, 1)] \ (T .* log(b));

TO = x(1);
A = exp(x(2));
E = x(3) + TO » x(2);

Vi anvander nu dessa varden som startapproximation,
till 1sgnonlin, och far en nastan perfekt plot:



127: Ett fysikproblem

0.07

0.06

0.05¢

0.041

b
log(b)

0.03¢

0.02}

0.01}

220 230 240 250 220 230 240 250
T T

128: Ett fysikproblem

Ett alternativ till vikter, i detta fall, ar att logaritmera ekvationen.
Logaritmen av b-vardena ar:

-2.8350e+00
-4.7892e+00
-6.1521e+00
-7.5369e+00
-8.8262e+00
-9.9547e+00
-1.0892e+01
-1.1740e+01
-1.2494e+01

som ar av liknande storleksordning.

Man loser sedan det ickelinjara problemet, dar det ar lampligt att
ta log(A) som en parameter. Det blir dd@ mindre spridning p3
parametrarnas storleksordningar.
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Ett fysikproblem

130:

n

[ log by — log A —
P 5 35 [ost s

E 2
T — To

Vardena skiljer sig dock inte frdn vad det viktade problemet ger.
Nar Peter fick se resultatet, sa han ungefar “plottarna ser bra ut,
men jag hade inte vantat mig de parametervardena.”

Detta kan bero pd att parametrarna ar daligt bestamda av
malfunktionen. Tva enkla exempel:

Antag vi accepterar

(¥)
x som minimum om f(x) < 1078, g(y)
—107% < x < 1074 respektive —1072 <

Exempel: minimera f(x) = x? och g vt
1078, Vi far intervallen
<

<
y 102

Ett fysikproblem

Exempel:

min (Xl —|—X2)2
X1, X2

Minvardet ar noll, som antas for alla x; och xo dar x; + xo = 0. Vi
har inte entydigt minimum. M3lfunktionen ser ut som ett dike
(ranna). Om vi ror oss utmed dikets botten dndras inte funktionen
varde. Hessianen, H, ar en 2 X 2-matris av tvdor, s H ar positivt
semidefinit (singular).

En annan orsak kan vara att vi har f& matpunkter, nio, i
forhallande till antalet, tre, parametrar. Det hade varit trevligt
med, sag 30, matpunkter. Tyvarr tar redan nio matpunkter ett
dygn att producera. Matfel paverkar ocksa resultatet.

Har kommer en bild som visar varfor parametrarna ar illa
bestdmda. Lat oss plotta foljande funktion for, fixt Ty (det
optimala vardet), som funktion av A och E.



131: Ett fysikproblem

T — To

n 2 1/2
f(A,E){Z [Iogbk—logA—i] }

Fixt T o

N

/

N

residual
w N
N

7
.

N

N
N

7,
/7

77
_

N

7

NMNR
N\\\\

NN
\

1800 3 x 1072

132: Ett fysikproblem

Grafen ser ut som ett dike. Ovriga kombinationer, fixt A respektive
fixt E ger liknande plottar.

Ett annat satt att forstd problemen ar att studera
residualfunktionen r:

n

r(log A, E, Ty) = Z [Iog by — log A —
k=1

E 2
T —To

Den andrar sig inte sd mycket utmed ett tredimensionellt dike,

mimimum ar illa bestamt. Har en bild som visar funktionen med
farg:



133: Ett fysikproblem

Residual: log10(kvadratsumman)

170~

140

134: Ickelinjara ekvationer

f(x)=0, f:R—-R

Vi kan ocksd ha system av ekvationer:

f(x,y,z) =0
g(X,y,Z) =0
h(x,y,z) =0

Exempel:
x24+y?2—-2=0
x—y=0

med rotter (1,1) och (—1,—1).

En ickelinjar ekvation kan ha 0,1,2,3, ..., 00 lésningar.
Ett linjart problem (Ax = b) har 0,1 eller co manga.



135: Ickelinjdara ekvationer

Det kan tankas att f ar definierad via en procedur.

f(x) = /X (1+t)e Csint dt

—4

Flertalet metoder:
@ Startas med en (eller flera) approximation(er).

@ Skapar en sekvens av approximationer som férhoppningsvis
konvergerar mot nollstallet.

e Kan divergera.

@ Forsoker att hitta ett nollstalle at gangen.

136: Ickelinjdra ekvationer Halveringsmetoden (bisektionsmetoden)

Givet en kontinuerlig funktion f och p,n € R med f(n) <0,
f(p) > 0.

while |n — p| > tol do
m=(n+p)/2
if f(m) < 0 then ! borde ta hand om exakt likhet ocksa
n=m
else
p=m
endif
end

Om begynnelseintervallet har langden 7 har intervallet langden
T
2k

efter k iterationer.



137: Ickelinjara ekvationer Halveringsmetoden (bisektionsmetoden)

Halveringsmetodens férdelar

@ konvergerar alltid

@ racker att f ar kontinuerlig

o far ett intervall dar roten ligger
@ deterministisk i antal steg

och nackdelar

@ kan ej generaliseras till system
@ ldngsam

@ kan vara svart att hitta p och n

“ldngsam men saker”

138: Ickelinjdara ekvationer Sekantmetoden

Snabbare metoder: 16s ett svart problem genom att I6sa en
sekvens av enklare problem.
Linjarisering, approximera f med en linjar funktion.

ny approximation

f(x)




139: Ickelinjdra ekvationer

Sekantmetoden
Sekanten (den rata linjen) har ekvationen
f(b) —f(a)
y(x) = = =% (x — ) + £(a)
—a
varfor ¢ ges av
b—a af(b) — bf(a
c=a—f(a) (b) (2)
f(b)—f(a)  f(b)—f(a)
Iterera: givet tva startvarden xp, xq
Xk—1 — Xk
X = xx — f(x k=1,2,...
k+1 k ( k)f(Xk—l) _ f(Xk)7 y &
Om f ar linjar ger detta nollstéllet i ett steg.
Exempel: f(x) = x3 — 2x — 5.
140: Ickelinjdara ekvationer Sekantmetoden
. Sekant och halvering. x 3_3x-5=0. [0, 3]
10 T T w I
— sekant
— halvering
10°
5
T 10"
ix
10—10
10_15 ! ! ! !
0 10 20 30 40 50
iteration
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Ickelinjara ekvationer Sekantmetoden

142:

Sekantmetoden konvergerar i en iteration om funktion ar linjar, ett
faktum som anvants i flera hundra ar.

‘A discussion of sheep’ is a problem taken from Robert Record’s
“Grounde of Artes” (London, 15427).

There is supposed a lawe made that (for furtheryng of tyllage)
every man that doth kepe shepe, shall for every 10 shepe eare and
sowe one acre of grounde, and for his allowance in sheepe pasture
there is appointed for every 4 shepe one acre of pasture. Nowe is
there a ryche shepemaister whyche hath 7000 akers of grounde,
and would gladlye kepe as manye sheepe as he myght by that
statute. | demaunde howe many shepe shall he kepe?

Fyrste | suppose he maye kepe 500 shepe, and for them he shall
have in pasture, after the rate of 4 shepe to an acre, 125 akers,
and in earable grounde 50 acres that is 175 in all, but this errour is
to litell by 6825. Therefore | gesse agayn that he maye kepe 1000
shepe, that is in pasture 250 akers, and in tyllage 100 akers, which

Ickelinjara ekvationer Sekantmetoden

maketh 350, that is to lytle by 6650.

These bothe erroures with theyr positions | sette downe as you see,
and multiply in crosse 6825 by 1000, and it maketh 6825000. Then
| multiply 6650 by 500, and it doth amount to 3325000, which sum
| do subtract out of the fyrst, & there remaineth 3500000, as the
dividende. Also | doo subtract the lesser errour out of the greater,
and so remayneth 175, by which | divide the said dividende, and
the quotient will be 20000, so that | see that by this rate he that
hathe 7000 acres of ground may keepe 20000 shepe: & therby |
conjecture that many menne may kepe so many shepe: for many
men (as the common talke is) have so many acres of grounde.

The 'equals’ symbol '=" appears in Recorde’s book “The
Whetstone of Witte"” published in 1557. He justifies using two
parallel line segments “bicause noe 2 thynges can be moare
equalle”.
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Problem 12, kapitel 7 i “Nio kapitel om matematik”.
(1 cin = 15 chi)

Two rats gnawing towards each other

Jin you héng hou wi chi, Now let there be a wall of
thickness 5 chi,

liang shu dui chuan. two rats gnawing towards (each other).
Da shu ri y1 chi, The big rat gnaws on the first day 1 chi,
xido shu yi ri yr chi, the small rat also on the first day 1 chi.
Da shu ri zi bei, The big rat gnaws everyday twice itself,
xido shu ri zi ban, The small rat gnaws everyday half itself.
Wen Question:
ji hé ri xiang féng, (In) how many days (do they) meet,
gé chuang ji hé. how much has each one gnawn?

144: Ickelinjdara ekvationer Sekantmetoden
Da yue: The answer says:
ér ri shi gt fen ri zht ér. (In) 22 days.
Da shu chuan The big rat has gnawn

san chi si cun shi g1 fen cun zht shi ér,
3 chi 432 cun,
17
xido shu chuan the small rat has gnawn
y1 chi wu cun shi g1 fen cun zht w.
v i AY
1 chi 1% cun.

Shu yue: The rule says:

Jia ling er i, Assuming 2 days,
bu zd wu cun. the deficit is 5 cun.
Ling zhi san i, Let it (be) 3 days,

you yu san chi gi cun ban.
there is 3 chi 7% cun in excess. [
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Kan approximera med tangenten i stallet for med sekanten
(Newton-Raphson, 1690).

tangent

startpunkt, (a, f(a))

f(x)

/ /c ny approximation

146: Ickelinjdara ekvationer Newtons metod

Tangenten har ekvationen:

Nar x =cary =20

lterera

Kraver endast ett startvarde, men mdaste ha derivatan. Exempel:
Newtons eget exempel x3 —2x — 5 = 0.
Iterationen blir
x,‘:’ —2x, — 5
3X,% — 2

Xk+1 = Xk —

| bilden nedan har vi testat med de tva startvardena xp = 0
respektive xp = 3.
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Newtons metod

Newton, sekant, halvering. x 3_2x-5=0. [0, 3]

— sekant

— halvering H
o— Newton, x =3

Newton x O=O

0 10 2‘0_ _ 30 20 50
iteration
Startvardet ar viktigt! (roten = 2.0946)
148: Ickelinjdara ekvationer Newton for system
Repetition av Taylors formel
f(a+ h,b+ k) f(a.b) ], oriablpy 4 2rL2b) N
gla+ h,b+ k) g(a, b) 8g(a b)h—|— ag(a b)k o

+ ...

O0f (a,b)  0Of(a,b) h
ox oy

dg(ab)  Og(3,b) [k
Ox oy

J(a.b)
Matrisen av partiella derivator, J(a, b), kallas Jacobianen

Vi star i (x;, y;) och vill hitta korrektioner, (h, k), sa att
f(xi+ h,yj+ k) =0 och g(xj+ h,yj + k) =0
Fx, %)

0| | f(xx+hy+k) | _
0| g(xj, yj)

J

G+ h s+ K) +(@n)[k]
Om Jacobianen, J, ar ickesinguldr kan vi f& de approximativa
korrektionerna:
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hl o _ F( )
[ k ] =0 | g )
lterera!
Xt | X iy | 0 9)
[yj+1 ] Yj ] 0. 59) g(xj, ;)

Jamfor med det skalara fallet:

X1 = x; — F(x)/f'(x)

Vi raknar naturligtvis inte ut inversen utan |0ser systemet:

e[ ] e o<1

150: Ickelinjdra ekvationer Newton for system
Exempel : 1
Xy = 5

Vi skriver problemet pd normalform (nollor i ena ledet), s t.ex
fx,y) =x*+y? =2

Vdra funktioner ar alltsa: 1
g(X,y) = Xy — 2

Newtons metod blir:

o1 | _ [ g | [ 29 2 || P2
yit1 i i % XY = 3
Om vi startar med xp = —3 och yp = 10 sa far vi foljande

approximationer:

-3.0000e+00 -1.4121e+00 -5.4236e-01 -1.4188e-02
1.0000e+01 5.1264e+00 2.8033e+00 1.8081e+00

2.7380e-01 3.5877e-01 3.6597e-01 3.6603e-01
1.4593e+00 1.3733e+00 1.3661e+00 1.3660e+00
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Newton for system

152:

3.6603e-01 3.6603e-01 3.6603e-01
1.3660e+00 1.3660e+00 1.3660e+00
>> fel =
-3.3660e+00 -1.7781le+00 -9.0838e-01 -3.8021e-01
8.6340e+00 3.7603e+00 1.4373e+00 4.4208e-01
-9.2230e-02 -7.2583e-03 -5.1931e-05 -2.6966e-09
9.3297e-02 7.2586e-03 5.1931e-05 2.6966e-09
0 0 0
0 0 0

Om man arbetar med stora system kan man inte ha variabler

X,y,Z,w, ... utan vi fdr anvanda vektorer, analogt for

funktionerna.

Ickelinjara ekvationer

Newton for system

Exemplet kan skrivas pa foéljande vis. x och y fér vara elementen

x1 respektive xp i vektorn (kolonnmatrisen) x.
x2+x2-2=0
X1Xp — % =0

Var funktion, f, med tvd komponenter ar:

fi(x1,x2) = X12 + ><22 —2
fH(x1, %) = x1x2 — 5

Normalt skriver vi bara f(x) = 0 dar f, x och 0 ar vektorer.
f ar alltsd en vektorvard funktion som beror av en vektor.
Newtons metod blir (notera placeringen av iterationsindex):

. . . . -1 . .
Xl(J_+1) _ X1(J_) B 2X1(J.) 2x2(f_) (Xl(J))2 4 ()'(2(1))'2
X2(1+1) X2(J) X(J) X(J) Xl(J)X2(J)

Allmant:
XUt = x0) — =1 (x)f(x0))

—2
1
2
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Hur skall vi karakterisera de olika konvergenshastigheterna for
halvering, sekant och Newton?

X1 — X*

Om f(x*)=0 och Ilim X1 |

k—oo | xx — x*|"

sd sager vi att metoden har konvergensordning r

= C konstant < oo

@ om r =1 och C <1 s3 har vi linjar konvergens
@ om r > 1 sa har vi superlinjar konvergens

@ om r = 2 sa har vi kvadratisk konvergens

Vad innebédr r = 17 Om xq ligger tillrackligt ndr x* s& galler att:
X1 — x*| = Clxg — x*|, |x0 —x*| = Clxg — x*| = C?|xp — x|

Dvs. |x, — x*| = CK|xp — x*|

154: Ickelinjdara ekvationer Konvergensordning

Exempel: |xx11 — x*| = C|xx — x*|". Antag att |xp — x*| = 0.1 och
C =0.1, da ar |xx — x*|:

linjar superlinjar kvadratisk
k r =1 r = 1.618 r = 2
0 le-1 le-1 le-1
1 le-2 2e-3 le-3
2 le-3 6e—-6 le-7
3 le-4 3e-10 le-15
4 le-5 5e-17 le-31

Normalt (néra losningen for sekant och Newton) ar:
@ Halveringsmetoden linjar med C = 0.5.
@ Sekantmetoden superlinjir med r = (14 v/5)/2 ~ 1.618

@ Newtons metod kvadratiskt konvergent (om enkelrot)



155: Ickelinjdara ekvationer Konvergensordning

Exempel: 16s med Newtons metod och halveringsmetoden

x®—a3=0, a=10"

Anvand det urusla startvardet a ([0, a] for halveringsmetoden).
Uruselt eftersom x* = 10.

Newtoniterationen blir

X,}O—a 9 a 9

10x?  10°F 7 10x¢  10°

Xk+1 — Xk —
for stora xy, sa att
X1 — X[ = [xip1| = | x| o ) — X

dvs. vi far linjar konvergens med C = 5.

156: Ickelinjdara ekvationer Konvergensordning

0 Halveringsmetoden och Newton

10 w w x :
—— Newton
— halvering
10° -
=)
q]
c
[
2 10" | 1
=
g-'- ‘
~ 100} |
X ®
[
o
=
10720 |
10_15 | | | ;
0 50 100 150 200 250

iteration
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Ickelinjara ekvationer Konvergensordning

158:

Konvergensordningen ar definierad som ett gransvarde. Det kan
kravas manga steg innan x; ligger s3 nara x* att den kvadratiska
konvergensen satter igdng. Om den kommer igdng. Bade Newtons
metod och sekantmetoden kan divergera. “Snabba men osakra.”

Hybridmetoder: anvand “dyra” Newton dar det l6nar sig och en

billig metod for ovrigt.
Vilken metod ar billigare, Newton eller sekant?

Sekantmetoden kraver ett funktionsvarde i varje steg.

Newton kraver bade ett funktionsvarde och en derivata men
konvergerar snabbare (nara nollstallet).

Vi ar normalt inte intresserade av att minimera antalet iterationer.
Det viktiga ar det totala kortiden och minnesbehovet.

o f3 komplexa iterationer

@ manga enkla iterationer

Ickelinjara ekvationer Den metodoberoende feluppskattningen

Givet approximationen X och det exakta vardet x* hur skall vi
uppskatta |X — x*|? Det vi kan berdkna ar “residualen” f(%).
Medelvardessatsen:

f(%) = F(x") + (&8 = x)F'(), €€ (%xx7)
Antag att /(&) ar kontinuerlig med M = min |f'(£)],& € [k, x*].
Om d3d M > 0 géller att:
X = x| < |F(X)[/M
M kan vara noll. Tag f(x) = x2 (s3 nollan ar dubbelrot).
D3 &r bide 7(0) = 0 och f/(0) = 0. Nu ett exempel:

f(x)=1/x—-1/10, x=11, f(x)=1/11-1/10= —1/110,
1/11 —1/10|
f/ — 1 2 C Uk < | —
f ar strangt avtagande med f(9) > 0 och f(11) < 0 varfor (9,11)
innehaller precis en rot. Beloppet av derivatan ar 1/x2 som ar

strangt avtagande. Det minsta vardet pa derivatan, i intervallet, ar
darfor 1/112.

1.1
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| praktiken ar det svart att berakna M, s en vettig approximation
ar f(X)/f'(X). | Newtons metod fér vi denna approximation p3

kopet:
f(x) fx)
i PR . f—
Fiog) ~ 7T ()
Om x* = xj41 sa ar f(X)/f'(X) en uppskattning av felet i x;.
Nu ett exempel med féregdende problem, f(x) =1/x — 1/10.
Newtons metod lyder

X+l = X~

1/x; —1/10
Xji+1 = Xj — 2
160: Ickelinjdara ekvationer Den metodoberoende feluppskattningen

x =1; %$ bad
for 3 = 1:10

f =1/ x(j) - 0.1; s £

fp = -1 / x(j)*2; % £’

a = £/ fp;

x(j + 1) = x(3) - qg; % update

e(3) = x(j) - 10, % true error

a(j) = q; % approx. of error
end
fprintf (

! X error approx err\n'’)

disp([x(l:end-1)’', e’, a’l]) % print a table
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Den metodoberoende feluppskattningen

162: Ickelinjdara ekvationer

X error approx err
1.0000e+00 -9.0000e+00 -9.0000e-01
1.9000e+00 -8.1000e+00 -1.5390e+00
3.4390e+00 -6.5610e+00 -2.2563e+00
5.6953e+00 -4.3047e+00 -2.4517e+00
8.1470e+00 -1.8530e+00 -1.5097e+00
9.6566e+00 -3.4337e-01 -3.3158e-01
9.9882e+00 -1.1790e-02 -1.1776e-02
1.0000e+01 -1.3901e-05 -1.3901le-05
1.0000e+01 -1.9323e-11 -1.9322e-11
1.0000e+01 -1.7764e-15 -1.3878e-15

Avbrottskriterium

| sekantmetoden far vi inte en sekvens av intervall som innehdller
roten. Metoden kan ju till och med divergera. S3, hur vet vi nar vi
skall avsluta iterationen? Vi har ett avbrottskriterium som
kontrollerar:

@ k, for att undvika oandliga loopar (divergens, eller for sméa
toleranser)

® |xx — xx_1/|, borde g& mot noll vid konvergens, men litet varde
kan betyda att det gar ldngsamt

@ |f(xk)|, noll i l16sningen (tdnk ocksd pa |f(xk)|/M)

Forsta forsoket: avsluta om (| = eller):
k > maxit | |Xk —Xk_1| < toly | |f(Xk)| < tolf

maxit (max antal iterationer), tol, och tolf ges av anvandaren.
Man kan givetvis krava att |xx — xx_1| < toly & |f(xx)| < tolf.
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Inte skalningsoberoende: 10°f(x) = 0 borde helst fungera lika bra
som f(x) = 0. Motsvarande fér f(10°x) = 0. Toleranserna méaste
skalas efter problemet.

Andra forsoket: avsluta om:
k > maxit | |xk —xk_1| < toly|xo| | |f(xk)| < tole|f(xp)|

Fungerar inte om xg = 0. Vi skulle kanske kunna uppskatta
derivatan for att fa ndgot i stil med |x — x*| < |f(X)|/M.

Det ar inte enkelt att utforma ett sakert och effektivt

kriterium. Ett kriterium gar alltid att lura eftersom vi endast kanner
funktionen (och kanske derivatan) i ett dndligt antal punkter. Det
finns oandligt manga funktioner som gdr genom dessa punkter.

164: Ickelinjdara ekvationer Modifierad Newton

Dyrt och komplicerat att berdkna J(x). Alternativ?
Modifierad Newton: Berikna och LU-faktorisera J(xU)) da och d3
(inte i varje iteration). Har ett modellproblem med 2000 ekvationer.

Modifierad Newton

0 10 20 30 40 50 60
iteration
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Modifierad Newton

Har ar tiderna. J uppdateras i varje iteration, var tredje, var femte
etc. Var femte ar inte alltid optimalt.

Exekveringstid

3.1

29

2.8r
2.7t

Tid

2.6

2.3
2.2r

2.1t

T T T T

166: Ickelinjara ekvationer

10 15 20 25
Uppdateringsfrekvens

30

Modifierad Newton

Differensapproximation av J. Vi vill normalt inte berdkna de n?
derivatorna explicit. Om f ar given via en algoritm kanske det inte
ar mojligt att berdkna derivatorna. Vilj ett lampligt tal h (se

ovning):

eller

f(x+ he) =~ f(x)+ hJe

. f(x+ he) — f(x)

Y

h

e; ar kolonn i i enhetsmatrisen.
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Upprepade tryckningar pd cos-knappen. Tre olika startvarden.

-5.0000e+00 0 2.0000e+01
2.8366e-01 1.0000e+00 4.0808e-01
9.6004e-01 5.4030e-01 9.1788e-01
5.7349e-01 8.5755e-01 6.0750e-01
8.4001e-01 6.5429e-01 8.2108e-01
6.6745e-01 7.9348e-01 6.8143e-01
7.8540e-01 7.0137e-01 7.7667e-01
7.0711e-01 7.6396e-01 7.1325e-01
7.6025e-01 7.2210e-01 7.5624e-01
7.2467e-01 7.5042e-01 7.2742e-01
7.4872e-01 7.3140e-01 7.4689e-01
7.3256e-01 7.4424e-01 7.3380e-01
7.4346e-01 7.3560e-01 7.4263e-01
7.3613e-01 7.4143e-01 7.3669e-01
7.4107e-01 7.3751e-01 7.4070e-01
7.3774e-01 7.4015e-01 7.3800e-01
7.3999%e-01 7.3837e-01 7.3982e-01
7.3848e-01 7.3957e-01 7.3859e-01
7.3949%e-01 7.3876e-01 7.3942e-01

168: Fixpunkter och lite teori

S&, i varje kolumn har vi cos(cos(cos(cos(. . .
Detta kan skrivas pa formen xyx,1 = cos X.

@ lIterationen verkar konvergera
@ Gor den alltid det?

@ Hur snabbt konvergerar det?

@ Kan vi anvanda detta till ndgot?

cos(xg)--.)))).

Om vi far konvergens galler, i vart exempel, att x = cos x, dvs.
gransvardet ar losningen till en ekvation.

>> [x,
ans =

cos(x), x — cos(x)]
7.3909e-01 7.3909e-01 0

L3t oss trycka x2-knappen istallet. Vi noterar forst att om xp < 0
sd ar alla efterfoljande varden ickenegativa. Det racker att
studera ickenegativa varden med andra ord.



169:

Fixpunkter och lite teori
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Tre olika saker kan intraffa:

Q@ om 0 < xg < 1, sd konvergerar vardena mot 0.
T.ex. 0.1,0.01,0.0001,...

@ xp = 1 medfor att vi stannar i ett
@ xp > 1 medfér att x, — ¢

Punkten ett ar “repulsiv’ i den meningen att oavsett hur nara vi
startar ett (om vi inte startar precis i ettan) sd stots vi darifran.
Nollan “attraherar”. Om |xg| < 1 s& konvergerar foljden mot noll.

Vi kommer att studera iterationer av typen xxy11 = g(xk)

(inte enbart “knapptryckningsfunktioner™) dar g ar kontinuerligt
deriverbar. Om xj konvergerar, x, — x*, galler att x* = g(x™*).
Vi kallar g fixpunktsiteration och x* fixpunkt.

Startar vi i en fixpunkt far vi tillbaks den.

Fixpunkter och lite teori

Vi har tva syften med de féljande sidorna:

@ givet en ekvation, f(x) = 0, hitta en fixpunktsiteration, g,
som har en attraktiv fixpunkt, x*, saddan att f(x*) = 0.

@ vi vill forstd vilka egenskaper hos g som ger konvergens

Newtons metod ar en speciell fixpunktsiteration, ty

f(x
Xk11 = Xk — %, Xkr1 = &(xk) med g(x)=x— 7(x)

Om Newtons metod konvergerar mot x* galler i gransen att
f(x*)
f(x*)

dvs f(x*) = 0 (antag enkelrot, dvs. f'(x*) # 0). Sa fixpunkten ar

en losning till vart problem.
Nar konvergerar en fixpunktsiteration?

x* = x*
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Fixpunkter och lite teori
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Dvs om det existerar x* sa att x* = g(x*), nar giller att

lim |xx — x*| =07
k—o0

|dé: konvergens medfor att felet, |xx — x*|, minskar dvs.
|xpr1 — X*| < |xk — x*|, sé 13t oss studera felet.

Xer1 — X = g(xk) = x" = g(x" +xk —x7) —x" =

g(x*) + (xk — x*)g'(0k) — x* = g'(0k) (xk — x*), Ok € (xk,x™)
S3,
Xk1 — x*| = 1g"(0k)| Xk — x7]
Ett steg till:
Xkr2 — x| = 18" (Okt1)| [xk1 — X7 = &' (Ok+1)] 18" (0k)] Xk — x*

Alltsa:

i = x*| = |g"(Bk—1)| - - 1&"(61)] 18"(00)] |x0 — x|

Fixpunkter och lite teori

S& om det finns ett tal, A, dar alla |[g'(0x)| < A < 1 fér vi
konvergens.
X — x*| < M¥|xp — x*]
Foljande villkor garanterar konvergens:
@ X tillrackligt nara x*
@ g kontinuerligt deriverbar med |g’(x*)| < 1

Den andra punkten medfor att det existerar ett intervall,
| = [x* —6,x* 4+ d] sddant att |g/(x)| < A< 1,x €]

Om vi ser till att starta tillrackligt ndra x*, sa stannar alla x; kvar i
intervallet. Detta medfor att alla 8, € I.

Forsta steget: Om xg € [ s3 géller att 0y € 1, varfor |g'(0g)] < A
vilket medfor att x; € /. Induktion!

Normalt linjar konvergens; ju mindre |g’(x*)| desto snabbare
konvergens:

[ X1 — X7
—x] 8N
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Vad galler for Newtons metod?

o1 (PR = F)()
g) =1 ()P

Innebar (minst) kvadratisk konvergens (inte att det konvergerar i
ett steg). Lat oss troliggora detta. Infor dx = x, — x*. Vi far

=0, om x™ enkelrot

f(x* + xx — x*)
fI(x* + xx — x*)

Xkp1 — X =x¢— X" —

eller
f(x*+ k) F(x*) + Ok f'(x*) + 02 F"(x*) /2 + - -
Ok41 = Ok— I( % = Ok— I( % 11( %
f'(x* + 0k) f1(x*) + O f"(x*) + - -
sa att
RO 24 )
5k+1:/ * 11( % ~ / *5k
fI(x*) + O f"(x*) + -+ 2f'(x*)
Fixpunkter och lite teori

Nagra exempel:

e g(x) = x? har vi redan analyserat. xx11 = g(xx) eller xc11 = x7.
Fixpunkter? g(x*) = x* eller (x*)? = x* s8 x* = 0 eller x* = 1.
Konvergens? g’(x) = 2x och g’(0) = 0 s& battre an linjar
konvergens g’(1) = 2 divergens.

X0 = 10_1,X1 = 10_2,X2 = 10_4, cee

e g(x) = x/2. Fixpunkter: x* = x*/2 sa x* = 0. Konvergens?
g'(x*) = 1/2. Linjar konvergens: xo = 1,x1 = 1/2,x, = 1/4,.. ..

e g(x) = cos x. Fixpunkter: x* = cos x* s& x* ~ 0.7309.
Konvergens? g’(x*) = —sinx* och | — sinx*| = 0.674 < 1
sa linjar konvergens.

e Los x2 —2 =0. Vi kan ju anvanda Newtons metod, men [3t oss
testa med omskrivningen [x? — 2]/a 4+ x = x och tag
g(x) = [x? — 2]/a + x. Fixpunkterna &r rotterna till ekvationen.
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Konvergens? g’(x) = 2x/a + 1. Tar vi t.ex. « = —3 s3 far vi ratt
snabb konvergens ty |g'(v/2)| = | — 2v/2/3 + 1| ~ 0.05719.
> x = 1;

>> for k=1:9, x(k+1l)=x(k)-(x(k)*2 - 2) / 3; end

> d = x - sqrt(2) % editerat

d = -4.1e-01 -8.0e-02 -6.8e-03 —-4.0e-04 -2.3e-05
-1.3e-06 -7.5e-08 -4.3e-09 -2.4e-10 -1.4e-11

>> abs(d(2:end) ./ d(l:end-1))

1.9526e-01 8.4151e-02 5.9460e-02 5.7326e-02
5.7199e-02 5.7191e-02 5.7191le-02 5.7191e-02
5.7192e-02

P3& nasta sida en bild som forklarar varfoér ingen sats om global
konvergens kan existera. Ekvationen ar z3 = 1.

176: Fixpunkter och lite teori

| HPC Course BER
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Vissa punkter syns inte i plotten. zy = 0 ger divergens (division
med noll). Man kan ocks3 fa cykler.

S z,% —1
k+1 = Zk — 3213
En, av flera, I6sningar till z, = zy ar
Zp = — (125 + 7;;/1—5 i)1/3 ~ —0.63061 — 0.257851i
| Matlab
>> z0 = —-(125 + 75i * sqrt(15))~(1/3) / 10

z0 = -0.630614017753609 - 0.2578465512158901

>> z1 = z0 -(z0%3 - 1) / (3 x z0%2)
zl = 0.092005345245638 - 0.6750510349651421

>> z2 = z1 -(z1l*3 - 1) / (3 *x zl*2)
z2 = -0.630614017753609 - 0.2578465512158901

178: Interpolation

Nar jag laste pd gymnasiet gallde raknesticka och tabeller.
Berikna v/1.244 givet en tabell dver y = \/t, y-virdena ar givna
med fem siffror, och t = 0,0.01,0.02,...,9.99, 10.00.

Mer realistiskt, nu for tiden, vore en tabell, tx,yx, k =1,...,n, dar
vi av ndgon anledning inte kan berdkna y(t) for alla t
(mattekniska problem, gamla data).

Hur ska vi ga tillvaga? | min skoltabell fanns roda tal mellan
y-vardena, differenser, for att underlatta linjar interpolation

t y
1.22 1.104545
1.23 1.109146
1.24 1.113645
1.25 1.118044
1.26 1.122545
1.27 1.126944

44 i 1.118044 ska tolkas som 10%(1.1180 — 1.1136).



179:

Interpolation

180:

Givet (tk, yk) och (tkr1, yka1) soker vi y-vardet svarande mot t,

ty < t < tyy1. Linjar interpolation ger
Yk+1 — Yk

yRy+(t—t) T

tkr1 — Tk

S3 i exemplet:

0.0044
V1244 =~ 1.11 1.244 —1.24 =1.11
36+ ) 1.25 -1.24 >36

Felet ~ —1.3-1072.

Andra tillampningar som nyttjar interpolation ar kvadratur
(integration), 16sning av randvardesproblem, foérenkling av
funktioner, harledning av metoder (t.ex. sekantmetoden).

Interpolation

Allmant har vi (tx,yx), k=1,...,mmed t; < tp < -+ < t, och
vill hitta en funktion (polynom i denna kurs), p, sd att
p(t) = yk, k =1,..., m. Ibland ldgger man dessutom krav p§

derivator, sk Hermite-interpolation.

Lat oss anta att det finns en underliggande funktion, f, (i exemplet
\/‘) som vi vill interpolera. Denna funktion ar inte alltid kand.

Vi kanner yi, y» som ar approximationer av f i tvd punkter t; < tp,
y1 = f(t1) + 01 samt y, = f(t2) + &2 och vi vill

approximera f(t) dar t; < t < ty.

Vi bestammer nu interpolationspolynomet, p, som uppfyller
interpolationsvillkoren: p(t;) = y; samt p(ty) = y». Tva villkor
bestammer en konstant- eller en linjar funktion s3 vi kraver att p
har grad < 1. Ansatt p(t) = x1 + xot, vilket ger foljande linjara
ekvationssystem:



181: Interpolation

X1 +xot1 = y1 ] = (toyr — tiyn)/(t2 — t1)
X1+ Xoty = y» xp = (y2 —y1)/(t2 — t1)

sa att

tay; — t — —
ponzte eon, L y2TN

P( b —t h—1t1 h—t

Observera att den andra omskrivningen direkt svarar mot
tabellrdkningen. Felet p(t) — f(t) kan skrivas enligt:

f(tg) — f(tl) —+ 52 — 51 B

pE) = F(£) = (1) + 81+ (e — 1) = 20— 2] f(t) =
At + (e ) D () (e ) 2

p;(r t) P;(,f)

182: Interpolation

Lat oss infora de tvd polynomen pr och ps sddana att
pr(t1) = f(t1), pr(t2) = f(t2) resp. ps(t1) = 01, ps(t2) = d2. D3 &r
tydligen p = pr + ps.

Detta kan man direkt se fran det linjara ekvationssystemet,
l6sningen x beror ju linjart pd hogerledet.

p(t) — £(t) = pr(t) + ps(t) — £(t) = pr(t) — £(t) + ps(t)

De tva delarna i felet kan tolkas som foljer: pr(t) — f(t) anger hur
val pr approximerar funktionsvardena om de hade varit utan fel.
ps(t) interpolerar (avrundnings)felen i tabellvardena.



183:

Interpolation Felets utseende

184:

Lat oss nu uppskatta felet e(t) = f(t) — pr(t) (denna harledning
kan ratt enkelt generaliseras till polynom av hogre gradtal). Vi
antar att t # ty, tr ty e(t1) = e(t2) = 0. Infor

e(Z) B (Z — tl)(Z — tz) e(t)

(t —t1)(t — to)
dar vi betraktar t som en fix punkt, g beror alltsd av z. Det géller
att g(t1) = g(t2) = 0 och dessutom ar g(t) = 0. g har alltsa tre
distinkta nollstéllen varfér, enligt medelvardessatsen, g’(z) har tva
distinkta nollstéllen. g”(z) har alltsd ett nollstélle, kalla det
0 € (t, t1,t2) (det minsta intervall som innehaller t, t1, t5). Vi
deriverar nu g (med avseende pa z) och far (ty grad pr < 1):

/" — &'(z) — 2 e(t) _ () _ 2 e(t)
g'(2) = e(2) (t—tl)(t—tz)_f (2) (t —t1)(t — to)
Eftersom g”(0) = 0 kan vi 16sa ut e(t) och far

()= " (e - 1) - 1)

g(z) =

Interpolation Felets utseende

Felet ar noll d& t = t; eller t = t,. Faktorn (t — t1)(t — tp) mater
hur langt t ligger fran ndgondera andpunkten. Om t; < t < tp s
antar (t — t1)(t — to) sitt mest negativa virde dd t = (t1 + t2)/2.

f(6) ar ett matt pa krokningen hos f, dvs hur mycket f “buktar
ut” fran en rat linje. Om krokningen ar noll, /(6) =0, s3 ar f
linjar och felet ar noll.

Krokningsradien, R = (1 + (f'(6))?)3/2/f"(6). Krékningen ar 1/R.



185: Interpolation Felets utseende

186:

Antag att vi tar med fler punkter och interpolerar med ett polynom
av hogre gradtal. Kommer felet i approximationen att minska?

Vi kan forst se pa den allmdnna satsen: Om pr interpolerar f for
de n t-vardena t; < tp < ... < t, sa galler att

(n)
f(e) — pr() = = e )t 1) (e - 1)

dar 0 € (t, t1,ta,...,tn).
n! ser lovande ut, men resten ar inte s3 latt att bedéma (6 kanner
vi inte t.ex.), sd vi ser pd vart exempel i stillet.

| exemplet kommer inte felet att minska eftersom det ser ut som:

p(t) — f(t) = pr(t) — £(t) + ps(t)

sa dven om vi kan gora pr(t) — f(t) mindre, s kommer ps(t), som
svarar mot avrundningsfelet i tabellvirdena, att vara tamligen
konstant, 107> — 107°.

Interpolation Felets utseende

Situationen andras om tabellvirdena hade givits med mindre fel,
anta att 61 = 0> = 0. | exemplet hade da felet i approximationen
varit 107° med tvd punkter (vart férstagradspolynom), ~ 10~8
med tre punkter (andragradspolynom), ~ 10710 med fyra punkter
och ~ 10712 med fem punkter.

Observera att felet beror pd hur t-punkterna ligger relativt den
punkt dar vi vill approximera f. | exemplet har jag lagt
punkterna symmetriskt kring detta varde.

Sa det kan I6na sig att hoja gradtalet forutsatt att tabellvardena
inte ar behaftade med for stora fel. Polynom av héga gradtal ar
dock inte sa latthanterliga, mer om detta senare.

Kan vi anvanda polynomet for att extrapolera (ga utfor [t1, ty])?
Vi vet att |p(t)| — oo nér |t| — oo (om inte p &r konstant), s& det
kan vara vanskligt. Polynom kan vaxa snabbt!



187:

Interpolation Entydighet

188:

Det star polynomet i bestimd form, detta pga att det alltid
existerar och ar entydigt.

Interpolationsproblemet: hitta ett polynom p med grad hogst n —1
sadant att p(tx) = yx, k =1,...,n, dar alla (tx, yx) ar givna och
h<b<- <t

L3t oss anta att existensen ar given och studera entydigheten.
Antag att det finns ett annat polynom, g, av grad < n—1 som
interpolerar data. Det giller da att p(tx) — q(tx) =0,k =1,...,n,
vilket sager att polynomet p — g av grad < n — 1 har n distinkta
nollstallen. p — g maste darfér vara nollpolynomet och p = g.
Polynomet behéver inte alltid ha grad n — 1. Om vi t.ex. valjer
punkterna yx = t2, k = 1,...,10 s3 klarar vi oss med p(t) = t°
fastan n = 10.

Nu till existensen. Den gér att bevisa pa flera olika satt. Vi kommer
att anvanda ett konstruktivt bevis. Antag att vi har n = 3 punkter.

Interpolation Lagranges form

Har foljer interpolationspolynomet pd Lagranges form:

(t — )t — t3) (t —t)(t — t3) (t —t)(t — 1)
1 — t2)(t1 — t3) y2(t2 — tl)(tg — t3) y3(t3 — tl)(t3 — tz)

p(t) =0y

En fordel med denna form pd polynomet ar att det ar latt att stalla
upp och den kan vara anvandbar vid teoretiskt arbete. Formen
lampar sig dock inte s& val fér numeriska berdkningar (manga
operationer). Det finns ocksa risk for under- overflow om man inte
tanker sig for.



189:

Interpolation Vandermondematrisen

190:

Ett annat satt att konstruera polynomet ar att satta upp ett
ekvationssystem som vid gjorde i det linjara fallet. S3 vi ansatter
p(t) = x1 + xot + x3t2. Interpolationsvillkoren ger d& problemet:

1 t t12 X1 )41
1 tp t3 X | = | »
1 t3 tg X3 ¥3

| linjaralgebrakursen brukar man visa att en sddan matris, en
Vandermonde-matris, ar ickesingular om alla t-vardena ar distinkta.

Detta system ar latt att formulera men relativt dyrt att I6sa
(kubisk kostnad) men det finns snabbare metoder som utnyttjar
matrisens speciella utseende. Normalt har man dock inte speciellt
hoga gradtal. Det ar dock billigt och stabilt att berdkna p(t).

Interpolation Horners metod

Man anvander normalt Horners metod for detta. Exempel med
n=4:

X1 + xot + x3t? 4+ xat> = x1 + t(x0 + t(x3 + tx3))

Detta skrivs lampligen i en loop, men har jag anvant sekventiell
kod: p=x4, p=x3+ tp, p = x> + tp, p = x1 + tp. Detta kraver
n — 1 + respektive *.

Man kan se Vandermonde-harledningen som ett speciallfall av
foljande. Vi ansatter

p(t) = x191(t) + x202(t) + - - - + Xn—10n—1(t) + Xa@n(£)

oy kallas basfunktion och i Vandermonde-matrisen anvande vi

di(t) = thL.
Ett problem med Vandermondematriser ar att de kan bli
illakonditionerade.
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Interpolation Horners metod

192:

Exempel: Antag att n = 4 och tag t-vardena 0.1,0.2,0.3,0.4.
Matrisen kan da skrivas:

1 101 1072 103
1 2-100Y 4.10%2 8-103
1 3-1001 9.1072% 27.1073
1 4-100! 16-1072% 64-1073

Konditionstalet ar ~~ 2 - 103. Anledningen till det stora
konditionstalet ar att basfunktionerna liknar varandra (kolonnerna
blir nastan linjart beroende).

Ett satt att fd ner konditionstalet ar att anvanda andra
basfunktioner. L3t oss ta bokens forslag.

[t (t )2\
¢k(t)_< (tnitl)/2 )

Den transformerade variabeln ligger i intervallet [-1, 1]:

Interpolation Newtons form

— 2
1< t—(ty + tn)/
(th — t1)/2
Denna transformation leder till det nya konditionstalet ~ 8 i vart
exempel.

<1, te]|ty,tn)

Det finns ytterligare en vanlig framstallning av interpolations-
polynomet, namligen Newtons form. Den ar en kompromiss mellan
de tva tidigare. Det ar relativt billigt bdde att konstruera
polynomet och att sedan evaluera det.

Dessutom ar mojligt att lagga till nya punkter utan att borja om
med polynomberdkningen. Den allmanna formen ar;

p(t) = xy+xo(t—t1)+x3(t—t1)(t—t2)+- - -+xa(t—t1)(t—1t2) - - - (t—tp—-1)



193:

Interpolation Newtons form

194:

Lat oss se pa specialfallet nar n = 3.
p(t) =x1 +xo(t — t1) + x3(t — t1)(t — t2)

Vi fér det undertrianguldra ekvationssystemet:

1 0 0 X1 n
1 tb—t 0 X | =1 ¥
1 t3—t1 (t3—t1)(tz3 — 1) X3 V3

som ju ar enkelt att 16sa (framatsubstitution). Vi ser ocksa att det
gar att lagga till en punkt (en rad underst i matrisen) och vi
behover inte |6sa systemet fran borjan.

Nu ett exempel dar vi konstruerar polynomet med de tre

metoderna.
Exempel: Finn p som interpolerar (1,1), (2,4) samt (3, 11).

Interpolation Newtons form

1) Vandermondes form. Vi ansitter p(t) = x; + xot + x3t2.

11 1] [ x 1 2
1 2 4 X2 = 4 = X = -3
1 3 9| xs 11 2

S3 p(t) =2 — 3t + 2t eller p(t) = 2t%> — 3t + 2.
2) Lagranges form:
(t —2)(t—3) (t—1)(t—-3) (t=1)(t—-2)
t)=1 4 11
P =15y 1=3) Tte-ne=3 T HB-DG-2)
Forenklar vi detta uttryck far vi (givetvis) p(t) = 2t — 3t + 2.
3) Newtons form: p(t) = x1 + xo(t — 1) + x3(t — 1)(t — 2). L&s:

1 0 0 X1 1
1 2-1 0 x | = | 4
1 3—-1 (3-1)(3-2) X3 11

s& att x = [1,3,2]7 varfor p(t) =1+ 3(t — 1) +2(t — 1)(t — 2)
som ocksd kan forenklas till p(t) = 2t — 3t + 2.



195: Interpolation Problem med interpolation

| féljande exempel interpolerar p(t), f(t) = et i nio punkter.

2
Interpolation ave

12 T T T T T

196: Interpolation Problem med interpolation

Det stammer inte bra och det ar stora fel i intervallets andar. For
vissa funktioner accentueras detta fenomen (Runges fenomen) nar
vi 6kar antalet punkter (p behover inte alltid konvergera mot f
utan felet kan 6ka med 6kande antal punkter).

Det ar inte ovanligt att polynom av hogt gradtal svanger kraftigt
nar man anvander ekvidistant interpolation (samma avstand
mellan ty-vérdena).

Vi kan forsoka att “halla nere” polynomet i dndarna genom att
lagga punkterna tatare dar. Har har jag ocksd anvant nio punkter,
men de ligger tatare mot intervallets andpunkter. Polynomet
svanger avsevart mindre.



197: Interpolation Problem med interpolation

2
-t

Interpolation av e
1.2 x w w w :

>
-0.2} .
_0.4 | | | | |
-3 -2 -1 0 1 2 3
t
198: Interpolation Problem med interpolation

Vad &r ett bra satt att vélja punkterna (om vi far valja)? Lt oss
studera felets utseende igen (vi kan tinka oss exakta data, sd att

pr = p):
F(m(6)

n!

f(t) — p(t) = (t—t)(t—t2)---(t = t5)

dar 6 € (t,t1,to,...,t,). Antag att [F("(0)| < M for alla
0 € (t, ty,tp,...,t,). Vi har dd

()~ p(8)] < 3 [(t = 0)(E — )~ (t — 1)

Lat oss specialstudera funktionen (t — t;)(t — t2) -+ - (t — t,)/n!.
Den véxer snabbt utanfor [t1, t,]. | bilden péd nasta sida &r n =4
och sedan 11. Extrapolation ar farligt.



199: Interpolation Problem med interpolation

(t— 1)t - 2)(t - 3)(t - 4) / 4!
2.5 ‘ ‘ ‘

0.5

_05 | | | | | |

200: Interpolation Problem med interpolation

Den kan vara orolig inom intervallet ocksa:

(t - 1)(t — 2) [t - 10)(t — 11) / 11!

0.01f — Ekvidistant [
—— Chebyshev

0.008
0.006|

0.004

0.002

—-0.002
—-0.004

-0.006
—0.008

-0.01}




201:

Interpolation Chebyshevpunkter

202:

Den réda kurvan, i andra bilden pa foregdende sida, svarar mot
ekvidistanta punkter den svarta (battre) utnyttjar se sa kallade
Chebyshevpunkterna. Dessa punkter har egenskapen att gora det
maximala vardet av |(t — t1)(t — tp) - -- (t — t,)| s litet som
mojligt.

Sats:
_?]gaél ((t —t1)(t — t2) -~ (t — tn)]

minimeras d3

(2k — 1)m

], k=1,2,...,n
2n

tk:—cos[

Det maximala vardet pd |(t — t1)(t — tp)---(t — t,)| ar d& 1/2"1.

Interpolation Chebyshevpunkter

Nar t ligger i ett annat intervall, [«, 3] sdg far vi gora en linjar
avbildning av Chebyshevpunkterna till detta intervall. Vi ser att

=
2

L1+ 2 <o,

sd de transformerade Chebyshevpunkterna blir

2k -] a+p
2n ]+ 2

60—«

2

COs [

| bland ar det and3 problem. Det kan tanka sig att M,
begransningen av |f("(0)| ej existerar. Exempel: f(t) = v/t pa
intervallet [0, 3]. Redan f/(0) ar ju obegradnsad, man sager att
derivatan har en singularitet. | vissa fall visar sig singulariteten forst
i hogre derivator (ex f(t) = t5/?).

P3 nista sida visas felet vid interpolation av /t, t € [0, 3] for
okande n. Chebyshevpunkter ger obetydligt battre resultat.



203: Interpolation
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204: Interpolation
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Interpolation Chebyshevpunkter

206:

Anledningen till att det inte konvergerar vid t = 0 ar att \/t dar
har lodrat tangent, nagot ett polynom aldrig kan ha.

Om en funktion har n+ 1 antal kontinuerliga derivator s3 kan den
utvecklas i en Taylorutveckling:

f’(a)( ' (a)
1! 2!

dar resttermen R(t) = c(&)(t — a)™,& € (a, t) och |c(&)] ar
uppat begransad. Detta innebéar att en sddan funktion (som har
Taylorutveckling) liknar ett polynom pa ett tillrackligt litet
intervall.

Om inte alla f(K)(a) =0,k =0,...,n kan vi géra R(t)
godtyckligt liten jamfort med resten av Taylorutvecklingen,
genom att ta |t — a| tillrackligt litet. P& ett stort intervall behdver
inte funktionen likna ett polynom.

v/t har ingen Taylorutveckling kring a = 0. Daremot har ju v/t en
utveckling kring alla a > 0 och det ar inga problem att
approximera funktionen for positiva t.

() (a)

f(t) = f(a)+ o

t—a)+

(t—a)’+-- -+ (t—a)"+R(t)

Interpolation Rationell approximation

Man kan naturligtvis approximera med annat an polynom.
Exempel: Approximera f(t) = (sint —1)/(cost — 1) kring t = 0.
Problem, i detta fall har ju f (inte bara derivatorna) en
singularitet. Kan anvédnda rationell approximation (Padé).

sint—1_12—12t+t2+t3+ t2
cost—1 612 B

S3 for t ~ 0 och med r(t) = (12 — 12t + t2 + t3)/(6t2):

|f(t) —r(t)\ _ ‘R(t)‘ s
f(2) f(t)

240
Ett annat alternativ ar att anvanda en generaliserad potensserie:

2
t2

2 1 t t2 t3 t4
et et oo Tt 4o

f(t) =
®) 6 6 120 360 3024



207: Interpolation Rationell approximation

f(t) Absoluta felet

[¢)]

10

[f(t) = r()]

=10
10" |
10° |
10 10
-1 ? 1 -1 (t) 1

208: Splinefunktioner

Polynom av hoéga gradtal ar svarhanterliga men har samtidigt
lokalt goda approximationsegenskaper och ar enkla att beskriva,
lagra, berakna, integrera, derivera etc. En vanlig kompromiss ar
styckvisa polynom av ldga gradtal. Man behaller polynomens
enkelhet men slipper svangningarna.

Den heldragna linjen ett polynom och den streckade ett annat.
Heldragen plus streckad ar inte (nédvandigtvis) ett polynom.

y2 4 —--~~\
Yy 4 o)
y, 4

t t t



209: Splinefunktioner

Def: En interpolerande splinefunktion av grad j ar en funktion som
interpolerar (tx, yx),k =1,...,n och som bestar av

styckvisa polynom, pa intervallen [t1, to], [t2, t3], . . .

Dessutom ar splinefunktionen j — 1 gdnger kontinuerligt deriverbar
i knutpunkterna (dvs. i (tk, yk))-

Det ar inga problem med kontinuiteten av derivatorna av varje
enskilt polynom (i varje delintervall).

210: Splinefunktioner

e Om j =1 s3 har vi ingen kontinuerlig derivata utan bara
kontinuitet hos splinefunktionen.
Delpolynomen har hogst grad ett.

e Om j = 2 s3 ar delpolynomen (hogst) andragradspolynom.
Splinefunktionen ar kontinuerlig och ar kontinuerligt
deriverbar (forstaderivatan ar kontinuerlig).

e Det vanligaste ar dock j = 3, kubiska splines, dar
delpolynomen &r kubiska (hdgst) och splinefunktionen &r
kontinuerlig liksom dess forsta- och andraderivator.

Lat oss se varfor detta verkar vara mojligt att dstadkomma och
varfor man inte kan krava kontinuerlig tredjederivata.



211:

Splinefunktioner

212:

En kubisk spline kan skrivas pi(t) = axt3 + bet? 4 ckt + di pa
intervallet [t, tx11]. Antag att vi har n stycken t-varden. Detta ger
n — 1 intervall (lika ménga polynom), s& antalet obestdimda
koefficienter ar 4(n — 1). Hur ménga villkor har vi?

Interpolationskravet ger 2(n — 1) villkor (ty varje polynom méste
interpolera 2 knutpunkter). Detta ger oss kontinuiteten gratis.

Kontinuerlig forstaderivata ger n — 2 villkor (inre punkter) och lika

manga for andraderivatan. S& summa
2(n—1)4+n—2+n—2=4n— 6 villkor.

Det innebar att vi saknar tva villkor som mdaste bestammas pa

nagot satt. Har ar ndgra vanliga tillaggsvillkor (s ar
splinefunktionen):

Splinefunktioner

s"(ty) = s (t,) = 0 sk naturliga splines (minimerar ti”(s”(t))2 dt)
s'(ty) = f'(t1) och s'(t,) = f'(t,) komplett spline

s'(ty) = s'(t,) samt s”(t;) = s”(t,) periodisk férsta- och
andraderivata (kanske rimligt med y; = y, i detta fall).

pl(t) — p2(t)7 t € [t].) t3] och pn—2(t) — pn—l(t)7 t € [tn—2> tn]:
not-a-knot; medfér att s’/ kontinuerligi t = t, och t = t,_1).
Det ar alltsa ett tredjegradspolynom i [t1, t3] (och ett (annat) i

[tn—2, ta])-

Om vi atervander till e_t2—exemp|et har vi inget problem att goéra
en bra approximation med kubiska splines. Jag har ritat felet

snarare an de tva kurvorna, eftersom de ligger sd nara varandra.



213: Splinefunktioner

2
Interpolation ave

10

10 °F |

10 ¢ I

Ist)-e™" |

Om ) ar begransad (6ver intervallet) s3 konvergerar
splinefunktionen mot f med hastigheten max h}.

214: Kvadratur - numerisk integration

Vill berdkna: fab f(x) dx. Inte alltid mdjligt att uttrycka en primitiv
funktion i elementara funktioner (inte alltid bekvamt heller).
Grundidé: approximera f(x) med en funktion p(x) som har bra
approximationsegenskaper, och som ar enkel att berdakna och
integrera.

Enkelt exempel: vi vill approximera fol e~ dx.

Facit: [ e dx ~ 0.74682413281.

Vi delar in intervallet i tvad delar och approximerar f med ett
andragradspolynom pa [0, 0.5] och ett férstagradspolynom pa
[0.5,1]. | figuren pé nasta sida har jag ritat ut approximationerna
med kryss, annars ar det svart att se skillnad pd f och
approximationer.

Raknar vi ut summan av integralerna av dessa polynom far vi
vardet 0.7480... med ett fel mindre an 0.0013.



215: Kvadratur - numerisk integration

Kvadraturexempel

o
* Kkvad approx
x |inj approx

1

2

0.8

0.7

0.5

0.4

0.2f

0.1

216: Kvadratur - numerisk integration

Metoderna bygger pa tva principer
@ indelning av [a, b] i intervall (inte alltid lika ldnga)

© approximation av f med polynom pa varje delintervall f6ljd av
integration av polynomen

Man anvander ofta adaptiva metoder som forsoker anpassa langden
pa delintervallen s3 att det sammanlagda felet blir mindre an en
given tolerans. Det ar dd vanligt att man har olika [anga intervall
och det ar inte ovanligt med samma gradtal pa alla polynomen.

Bilden pa nasta sida visar hur den (4ldre) adaptiva metoden
quadl fungerar p3 f(x) = e %1 sin(5x) p3 intervallet [0, 5].
Integranden raknas ut i 193 punkter och det absoluta felet ar

mindre dn 3-10713. integral kriver 150 funktionsberikningar
och ger felet 2 - 10710,



217: Kvadratur - numerisk integration

En adaptiv metod

-0.8 H

LHLL

5

218: Kvadratur - numerisk integration Trapetsmetoden

Trapetsmetoden: approximation av f med ett linjart
interpolationspolynom p3 varje delintervall. P3 intervallet [a, b]
approximerar vi integralen med arean av en parallelltrapets (darav
namnet):

b h
/a f(x) dx ~ J(F(a) + £(b)), h=b—2

Vi delar nu in [a, b] i n — 1 lika langa delintervall (en del forfattare
borjar med xp):

xk=a+(k—1)h, k=1,....n, h=(b—a)/(n—1)

sa att x; = a och x, = b.
Beteckna den approximation vi far med T,(f). Den blir:

D 10FGa) + FO)) + (FG) - FO)) -+ (Flxnr) + F ()] =

f(Xl) f(Xn)
2 2

h

+f(x2) + f(x3)+ ...+ f(xp—1) +



219: Kvadratur - numerisk integration Trapetsmetoden

Om man kor Trapetsmetoden pa vart forsta exempel med
n=2,...,50 verkar felet ha utseendet ch® nir h — 0.
Anpassning av det verkliga felet till ch® ger ~ 0.0619 - h>-0928,
Kan man bevisa att felet har utseendet ch??

Fran interpolationsteorin vet vi att:

f”(9 )

f(x) = p(x) = (x —a)(x —b), 0xc(ab)

med ett intervall. Alltsa

/f f(x) dx — /é,b p(x) dx = /ab fﬂ(zex)(x —a)(x — b) dx =

" b _a3 "
féf)/a (x — a)(x — b) dx — — 2 22f(€), ¢ € (a, b)

Detta foljer av integralkalkylens medelvardessats ((x — a)(x — b)
byter inte tecken pa [a, b]).

220: Kvadratur - numerisk integration Trapetsmetoden

| det allmanna fallet, med n — 1, intervall far vi summera felen:

h3n1

n—1 . 5 )3 !
/b f(X) dx — Tn(f) _ Z ( k+1 1k2) f (gk) _ Z f//(sf )
a k=1

Om vi antar att " ar kontinuerlig s& antar f” min/max pé [a, b] s&
att

// < f”
(€k) = max £7(x)

min f”
a<x<bp

sa att (en kontinuerlig funktlon antar mellanliggande varden):

n_lzf” ) = f"(€) (nytt &)

Alltsa:

b 3 n— " — 3 2.1
[ ) o) = - DS - AR ey

ty h(n—1)=b— a.
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Kvadratur - numerisk integration Trapetsmetoden

222:

Sa om andraderivatan dr begransad i [a, b] och om vi rdknar exakt
galler att T,(f) — fab f(x) dx, n— oo,

Observera att om man inte vet ndgot om hur f” ser ut kan man
inte garantera konvergens.

Det ar enkelt att lura avbrottskriteriet i kvadraturprogram. Det
enda vi kdnner ar ju (xx, f(xk)), k =1,...,n men det finns
oandligt manga funktioner som interpolerar dessa punkter (med
olika varden pa integralen).

Detta ar ett allmdnt berdkningsproblem (andliga punktmangder
fran oandliga punktmangder).

Kvadratur - numerisk integration Newton-Cotes-kvadratur

Man kan generalisera trapetsmetoden. Att integrera
interpolationspolynom ger Newton-Cotes metoder. Man skiljer
mellan 6ppna metoder dar andpunkterna ej ar med resp. slutna,
dar andpunkterna tas med.

Enklaste metoden ar mittpunktsmetoden (rektangelmetoden) dar
vi approximerar f(x) med f((xx + xk+1)/2) i intervallet [xk, Xk+1]-
S& om vi bara ser pd intervallet [a, b] s& har vi

approximationen:

/abf(x) dx%(b—a)f(a;b>

Vi har tittat pa trapetsmetoden dar man anvander en linjar
approximation. Anvander man en kvadratisk approximation far
man Simpsons formel:

/abf(x) dx ~ bga [f(a)+4f(a;b>+f(b)]




223: Kvadratur - numerisk integration Newton-Cotes-kvadratur

Felet for den sammansatta mittpunktsmetoden har utseendet:
(b — a)h*f"(£)/24

vilket lustigt nog ar mindre an for trapetsmetoden som ju har
hogre ordning pa polynomet.

Dessutom har bdde mittpunkts- och trapetsmetod

polynomiellt gradtal ett (exakt for alla polynom upp till och med
grad ett). Detta beror pa att vi inte priméart ar intresserade av att
approximera f (da ar normalt en allman linjar funktion battre an
en konstant) utan att vi vill approximera en integral.

En linjar approximation av t.ex. f(x) = x over [—1, 1] ger felet noll
och en exakt integral. Approximationen av samma funktion med
f(0) = 0 ger stora fel i funktionsanpassningen men en exakt
integral pga att approximationsfelen i integralen precis tar ut
varandra.

224: Kvadratur - numerisk integration Newton-Cotes-kvadratur

Simpsons formel, som ocks3d har ett udda antal punkter (jamn grad
pa polynomet), har felet (b — a)h*f(*)(£)/180 som ocks3 uppvisar
mindre fel an forst forvantat (tre punkter ger h* och f(4).

En allman kvadraturmetod kan skrivas
b n
/ F(x) dx = 3 wief ()
a k=1

wy kallas vikter och x; abscissor.

Hur ser Simpsons formel ut pd mer an ett intervall? Dela in [a, b] i
sex lika l1anga delintervall dér vi anvander metoden pa: [x1, x3],
[X3,X5] och [X5,X7].



225: Kvadratur - numerisk integration

Newton-Cotes-kvadratur

226:

/3f(x) dx—i—/ T F(x) dx—i—/ "F(x) dx ~
X1 X3 X5

X3 — X1

6

6

6

xtxs _
72 =

_f(xl) + 4f (

X5 — X3 [

() + 4f (

x7 — X5 [

_f(xs) + 4f (

X1+ X3

2

X3 + X5
2

X5 + X7
2

> + f(X3)_
> + f(X5):

) + f(X7):

_|_

_|_

Xp etc. och h = x,11 — X, sa att approximationen blir:

%h [F(x1) + 4F (x2) + 2f (x3) + 4F (xa) + 2f (x5) + 4f (x6) + f (x7)]

eftersom andpunkterna i delintervallen sammanfaller parvis.

Med f(x) = e och ett absolut fel < 1.2-107° tar

trapetsmetoden 7150 funktionsevalueringar, mittpunktsmetoden
5055 och Simpsons formel 52. Matlabs quadl, som ar adaptiv, tar
18 (integral tycks alltid borja med 150, felet blir 10~1°).

Kvadratur - numerisk integration

Newton-Cotes-kvadratur

Det spelar alltsd stor roll vilken metod man anvander och
h™-faktorn ar viktig. Lt oss anta att vi har en uppsattning
metoder med feltermer (¢ ar en konstant och m ett postivt heltal
som varierar mellan metoderna, h = 1/(n — 1) som vanligt):

c (b—a) A FIm(g)

Om f(m(€) ar konstant kan felet skrivas Ch™, C konstant. For att
feltermen skall bli & 7, en given tolerans, kravs alltsa:

Ch" =~ T,

n=

(7/

1

C)l/m’

1
n o<

Med 7 = 10~2 och C = 1 s3 far vi denna tabell:

X n

3

~N o oA~ WwNS

1623
1000
178
63
32
19

71/m



227:

Kvadratur - numerisk integration Singulariteter

228:

Om nagon av f:s lagre derivator har en singularitet i [a, b] kan
dock metoderna konvergera avsevart [dangsammare.

Exempel:

Trapetsmetoden pd f(x) =xP, 0 < p <1, [a,b] = [0, 1].

Vi kan ej anvanda feluppskattningen pa hela intervallet eftersom f’
och f” har en singularitet i nollan. Vi kan dock rdkna ut

skillnaden mellan integral och approximation fér x € [0, h]:

2 2(1+p)

Man skulle kunna anvanda feluppskattningen pa [h, 1] for att visa
konvergens (felet gdr mot noll nar h — 0), men det blir ett valdigt
svagt resultat.

Anvander man uppskattningen pa [h,2h], [2h, 3h] etc. far man ett
bra resultat som visar att felet uppfér sig som hl*P.

Det forvantar man sig aven for de 6vriga metoderna.

/th dX_h[Op+hp] _ (1_,0) h1—|-p
0

Kvadratur - numerisk integration Singulariteter

Tar vi p = 0.3 med samma tolerans som i féregdende exempel, sa
kraver Simpson inte 52 funktionsberakningar utan 1 697 157.
Problemet ar vasentligen av samma slag som nar vi interpolerade
V/t kring t > 0.

Vad kan man géra? Man kan byta till en battre metod, integral
t.ex, som kraver 150 funktionsberdkningar. Kanske kan man byta
parametrisering av f och betrakta x som funktion av y (givetvis
forutsatt att 1 existerar lokalt) och sedan integrera i y-led (lite
mer fixande kravs for att fa ratt integral).

| exemplet: y = x93 ger x = y1/%3, som har en singularitet forst i
fjardederivatan.

1 1
/ 203 gy — 1 _/ 1103 ¢y,
0 0

Simspon tar 83 funktionsberdkningar for y-integralen, quadl tar
48, integral tar 150, med vasentligen nollfel.
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Kvadratur - numerisk integration Adaptivitet

230:

Normalt vill vi inte ha ekvidistanta punkter, utan vi vill att
metoden automatiskt ska anpassa sig efter funktionens utseende
och anvanda tatare med punkter dar s3 behovs. Vi behdéver da en
uppskattning av felet.

Att direkt uppskatta feltermen gér man normalt inte.

En vanlig metod ar att rdkna ut resultatet med tvd metoder (en
med mindre fel) och jamfora resultaten. Kostnaden bér vara som
for en metod. Man kan ocks3d anvanda samma metod men med
olika antal punkter.

| boken anvands den senare varianten med trapetsmetoden
(Simpson, eller battre, ar vanligare). Har foljer en genomgang.

Vi borjar med intervallet [a, b], rdknar ut trapetsapproximationen
med tva punkter. Vi lagger sedan till mittpunkten, m = (a + b)/2
och raknar ut en ny approximation, nu med tre punkter.
Observera att detta kraver ett nytt funktionsvarde, f(m).

Kvadratur - numerisk integration Adaptivitet

Vi fortsatter nu sa rekursivt pa intervallen [a, m] och [m, b]. Nar
felet 6ver ett intervall ar tillrackligt halverar vi inte detta
intervall vidare.

Antag att vi har kommit ner till ett delintervall av langd h.
Approximationerna kan skrivas (/ ar det exakta vardet

av integralen Over detta delintervall)

I = Tyh— hf"(£)/12 resp. | = Ty — h(h/2)*f"(6)/12

Antag att ¢ = —f"(&) =~ —f"(0) (behodver inte vara sant).
D3 galler

O/ Th— Thjp+ch’(1—1/4)/12 = T, — Th/a + 3ch’ /(4 - 12)
Men felet i T}, ar ju ch(h/2)?/12. Alltsa

Thyo— Th
3

S3 har kan det se ut (med ratt stor tolerans):

| ~ Th/2+



231: Kvadratur - numerisk integration Adaptivitet

En rekursiv trapetsmetod. Skalad |f”(x)| ——, f(x) —.
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232: Kvadratur - numerisk integration Adaptivitet

Man kan notera att formeln ovan aven ger upphov till en ny
metod. Om vi lagger till feluppskattningen far vi

| ~ (4Th/2 — Th)/3
och bakom denna formel déljer sig Simpsons formel.

Ovanstdende ar ett specialfall av Richardsonextrapolation.
Man kan visa att det existerar en serieutveckling av felet

b
(/ f(X) dX—)/— Th—|—31h2—|—32h4—|—a3h6—|—°"
a

Vi halverar nu h och far

| = Thjo+arh®/4 + ah" /16 + agh®/64 + - - -
Kombinera de tva uttrycken for att bli av med h?-termen:
4l — | = 4Ty — Tp+ (4arh® /4 — a1h®) + (4axh" /16 — axh*) + - -

sa att
AT = Th  ah®

3 4
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Kvadratur - numerisk integration Gausskvadratur

234:

Detta kan man nu upprepa (med T}/4) fér att bli av med
h*-termen. Denna process (upprepad Richardsonextrapolation)
kallas Rombergkvadratur.

Richardsonextrapolation kan anvandas narhelst man har en
utveckling av felet.

Gausskvadratur

Antag att vi vill berdkna fab f(x) dx och tilldts gora tre
funktionsberdkningar, f(x1), f(x2) samt f(x3).

Om vi valjer x; = a, xp = (a+ b)/2 samt x3 = b sa kommer
Simpsons formel att vara optimal nar det galler polynomiellt
gradtal. Dvs om vi vill att metoden ska vara exakt for polynom av
grad 0,1,..., m for sd stort m som mojligt s& ar Simpsons metod
det basta valet (m = 3).

Det visar sig dock att vi kan fa stérre m genom att vilja

andra x,-varden. Detta ar karnan i Gausskvadratur, att vilja bade
X-varden och vikter for att maximera m.

Kvadratur - numerisk integration Gausskvadratur

Lat oss ta intervallet [—1, 1]. Vi ska nu vélja xq, xo, x3 samt vikter
Wi, Wo, W3 sa att

1
/ xk dXZWle—|—W2X2k—{—W3X3f(,k:O,1,...,m
-1

for maximalt m. Integralens varde blir 0 om k ar udda och
2/(k + 1) annars. Vi far l6sa det ickelinjara ekvationssystemet:

(2 = Wi+ W+ w3 k=0
0 = WiX] + WoXs + W3X3 k=1
2/3 = wix@ + wox3 + waxd k=2

< 0 = Wle’ - W2X23 + ngg k=3
2/5 = wix{ + waxy + W3X§' k=4

[ 0 = W1X15 - W2X25 + W3X:}? k=5

Det verkar inte rimligt att ta med en ekvation till. Vi har ju

3 + 3 = 6 obekanta och sex ekvationer. For att I6sa systemet kan
man anvanda “brute force”, men vi utnyttjar symmetri och antar
att x; < x» < x3 med xo, = 0 och x; = —Xx3.
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Kvadratur - numerisk integration Gausskvadratur

236:

Detta val leder (k = 1) till att w; = w3 och satisfiering av fallen
k = 3,5. Kvarstar dd ekvationerna 2 = 2wy + wp, 2/3 = 2W1X12
samt 2/5 = 2w x7. Vi far x; = —/3/5 och wy = 5/9. Metoden
blir alltsa:

/ F(x f< \/%>+gf(0)+gf(\/375)

Man ser att metoden inte ar exakt for m = 6 sd det polynomiella
gradtalet ar 5 (det var 3 fér Simpsons metod).

Eftersom integration ar en linjar operation s3 ar metoden exakt for
alla polynom av grad hogst 5.

For en Gausskvadraturformel har vi gradtalet 2n — 1 med n
punkter. Vi har dock offrat i enkelhet. Harledningen kan dock
forenklas (man anvander teorin for ortogonala polynom och kan
blanda in egenvardesproblem for tridiagonala matriser).

En annan nackdel ar att vardena maste skrivas in i ett program
(stora tabeller).

Kvadratur - numerisk integration Gausskvadratur

Det allvarligaste problemet ar dock att man inte kan ateranvanda
funktionsvarden nar man gor adaptiva metoder.

Det finns dock varianter, Gauss-Kronrodkvadratur dar man har en
kompromiss mellan optimaliteten i Gausskvadratur och kravet pa
ateranvandning av funktionsvarden, se boken. Finns quadgk i
Matlab.

Hur ser var metod ut pa intervallet [a, b], fab f(z) dz?
Satt z=ax+ [ dira=(b—a)/2 och = (a+ b)/2.
z € [a,b] = x € [-1,1]. dz = « dx. Alltsa:

3

b 1
/a f(z) dz = /_1 flax + 0)a dx ~ Z(awk)f(axk—i—ﬁ)

k=1
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Ordinara differentialekvationer

238:

Vi kommer enbart att studera begynnelsevardesproblem, t.ex.
y'(t) =2 +siny(t), 3<t<10, y(3)=4

t ar tiden och 3 < t < 10 anger det intervall dar vi vill approximera
l6sningen. y(3) = 4 &r ett begynnelsevillkor som anger y:s
begynnelsevarde, 4, vid tiden t = 3. Normalt skriver man aldrig ut
t, i y(t). Vi struntar dven i intervallet (tiden i begynnelsevillkoret
ar vanster andpunkt, och man far anta nagot lampligt slutvarde).
Problemet kan d3 formuleras:

y' =t>+siny, y(3)=4
Normalt vill vi studera ett generellt problem, vi skriver:
.y/:f(t7y)7 y(tO):.yO

S3, i exemplet ovan ar f(t,y) = t? +sin y. Begynnelsetiden ar tg
(3 i exemplet) och y vid detta vérde ar yy (4 i exemplet). Bade t
och yp maste vara kanda.

Ordinara differentialekvationer

Losningsmetoderna genererar approximationer till |6sningen for en

uppsattning tidpunkter: (to, yo0), (t1,y1), (t2,¥2), .-, (tn, yn), dar
t, ar slut-tiden och yx =~ y(tx).

Yk ar en approximation av lésningen vid
tiden t = ti. Det exakta vardet ar y(tx).

Senare kommer system av ekvationer. Sddana behovs for att vi
skall kunna l6sa problem som innehdller hogre derivator, t.ex.

y" =t+2y"+ (y)? +siny, y(0)=2, y'(0)=-3, y"(0)=4



239: Ordinara differentialekvationer

Exempel: 13t oss studera problemet: y’ = 1. Detta ar inget
begynnelsevardesproblem (eftersom vi saknar y(ty) = yp). Ett
problem av detta slag har normalt oandligt manga lésningar, i
detta fall y(t) = t + c dar c ar ett godtycklig reellt tal. Nar vi ger
ett begynnelsevillkor valjer vi ut en av alla dessa oandligt ménga
l6sningar. y(3) = 4 ger oss l6sningen y(t) = t + 1. Med grafiska
verktyg kan vi skaffa oss en bild om |6sningsmangden aven for
problemet y' = f(t, y). Lat oss gora detta for problemet

y' = sin(ty).

| bilden nedan har jag skapat ett gitter i (en begransad del av)
(t, y)-planet. | varje gitterpunkt har jag avsatt en vektor vars
riktning 6verensstimmer med derivatan av den ldsningskurva som
gar genom punkten. Detta ar enkelt eftersom y’ = f(t,y), sd
derivatan ar f(t,y).

Tva roda losningskurvor (jag har gett tva begynnelsevérden) ar
ocksd med i bilden.

240: Ordinara differentialekvationer
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Ordinara differentialekvationer Eulers metod

242:

Det finns begynnelsevardesproblem som saknar, eller har

flera losningar. Det kan ocksé vara sa att y(t) inte existerar for alla
t >ty (om y(t) — oo t.ex).

Foregdende bild antyder en enkel 16sningsmetod. Vi startar i (to, yo)
(som vi kadnner). Vi tar sedan ett litet steg utmed tangenten till
l6sningen (tangenten kan vi berdkna med hjélp av f(t,y)).

(ty ¥y

Ordinara differentialekvationer Eulers metod

Antag att vi stegar med fix steglangd, h, i t sd att:
ti=ty+ h to =t + h, tg =t>+ h,.... Allmant t, = t5 + kh.
Vi far Eulers metod:

Yk+1 = Yk + hf(tk,yk), k = 0,1,2,...

eller utskrivet
yvi = Yo+ hf(to,y0), y2 = y1 + hf(t1,y1), y3 = yo + hf(t2, y2), ...

Exempel: y' =sin(ty), y(—1)=1.S3 ty = —1, yp = 1 och
f(t,y) =sin(ty). Om h = 0.1 far vi approximationerna:
y1 = yo+ hf(to, ¥o) = yo+ hsin(toyp) = 1+0.1sin(—1-1) =~ 0.9159

Yo =y1+ hf(t1,y1) = y1 + hsin(tyy1) ~
0.9159 4 0.1sin(—0.9 - 0.9159) ~ 0.8425

y3 = Yo + hf(t2, y2) = yo + hsin(tays) ~
0.8425 + 0.1sin(—0.8 - 0.8425) ~ 0.7801 osv.



243: Ordinara differentialekvationer Eulers metod

h=0.125,0.25,0.5, 1
1.8 w ‘ !

244: Ordinara differentialekvationer Alternativa harledningar av Eulers metod

Forst Taylorutveckling sedan integration:

2

y(tk +h) = y(te) + h y'(tc) + % y'(te) + - -

Nu ar y'(tx) = f(tk, y(tk)) och txs1 = tx + h sd att:
y(tet1) = y(tk) + h f(te, y(tk))
Vi approximerar nu yi = y(tx), ykr1 =~ y(txs1) och far:

Vir1 = yk +h f(te, vi)

tei1

Vi) —y(t) = [y (@) de= [ r(ey(0) de

tk tk
Vi approximerar nu integralen med arean av en rektangel;

tkt1
Y(tkt1) — y(te) = / f(t,y(t)) dt = (tis1 — te) F(t, y(tk))
t R
Sa:
Yik+1 = Yk + h f(tx, k)



245: Ordinara differentialekvationer System av ekvationer, ett exempel

u3)= 2
v o=u" =2t +u®—t+1, u'(3)=-1
J'(3)= 0

Infor nya funktioner

|
S

)41
)/2=U/=>)/2=)/{

)/3=U”=>)/3=)/§

Vi far
Y1 =Y n(3)= 2
Yy =y3 , y2(3) = -1
Yi=ys—2tya+yi —t+1 y3(3)= 0

Detta problem kan fortfarande skrivas, y’ = f(t,y), om vi infor
vektorerna y och f, dvs.

246: Ordinara differentialekvationer System av ekvationer, ett exempel
y1(t)
y(t) = | ya(t)
y3(t)
Y2 2
f(t,y) = | 3 Y9 = 1
y3—2tyr +yf —t+1 0

Alla metoder vi har sett kan enkelt generaliseras till systemfallet.
Skalara yj byts mot vektorn y(K)_ f(t,, yi) gar over i f(ty, y(¥).
Tiden t, och steglangden h ar fortfarande skalarer.

Eulers metod for exemplet ovan blir, med ty = 3, h = 0.1:

2
y @O = 1], y® =y 4 nf(to,y)
0



247: Ordinara differentialekvationer System av ekvationer, ett exempel

Dvs.
1 0 (0)
) 9 )%m
y2(1) = y2(0) +h| ¥3 ,
1 0 0 0 0
e WO | a0 () g
1.9 2 —1
—1 = -1 |14+01(0
0.8 0 0-2-3(-1)+2°-3+1
OSV.
248: Ordinara differentialekvationer Hur man l6ser problemet med ode45
function ode_ex
y0O = [2 -1 0]/; % begynnelsevarden
t0 = 3; % begynnelsetid
ts = 10; %$ slut-tid

[t, y] = oded45(@f, linspace(tO, ts, 100), yO);

figure(l); hold off
plot(t, y(:, 1), 'k-', t, y(:, 2), '"r-'",
t, y(:, 3), "b=")
legend({'y’, "y'"", "y'""""},
"Location’, ’'NorthWest'’)
xlabel('t’)
grid on

function yp = £(t, y)
ypP = [¥y(2); y(3); y(3)-2xt*xy(2)+y(1l)"~2-t+1];



249: Ordinara differentialekvationer

Hur man l6ser problemet med ode45

Har en ndgot postprocessad bild:

20
—y

15—V .
_y”

10

-15

-20

250: Ordinara differentialekvationer

10

Ett exempel till

(0) = —1

U =20V + v+t
vV'=u+v+v'u

{ u(0)
’ v(0)

|nf('jry1 =Uu, yo = u’:yL Y3 =V, ya = v/:y:/,, och Y5 = V//

Systemet blir

(1= ( y1(0) =1
Yh=2yoya+y:+t y2(0) = -1
q Y3=Va , ¢ »(0)=2
Ya=Ys ya(0) =3
| Vi=y1i+y3+ysn | y5(0) = —4

1,d
2,v/(0) =3,v"(0) = —4

/

:y4_



251: Ordinara differentialekvationer Felkallor

@ trunkeringsfel; i Eulers metod trunkerar vi Taylorutvecklingen
(approximerar med tangenten)

@ avrundningsfel; normalt inte sd viktigt

Lokalt fel: felet som uppstér i ett steg nar man
betraktar startpunkten, (tx_1, yx_1), som exakt.
Programvara forsoker begransa detta fel.

Globalt fel: felet mellan approximativ och exakt I6sning,

Y — y(tk)
252: Ordinara differentialekvationer Felkallor
Lokalt och globalt fel
—y(t)
—&— Euler
— Ett steg

(t,. Y(t,)




253:

Ordinara differentialekvationer Ordning

254:

Olika metoder har olika ordning: en metod har ordning p om det

lokala felet ar av storleksordningen hP*1 nar h — 0. Vi skriver
O(hPT1).

Vilken ordning har Eulers metod?

Antag att vi stdr i punkten (tx_1,yx—1). Vad blir felet i ndsta steg
forutsatt att (tx_1,yx_1) betraktas som exakt?

Lat oss titta pa det speciella problemet y' = Ay, y(0) = yo.

Eulers metod ger, som vanligt, approximationerna yp, y1, y2, . .
Den exakta I6sningen som gar genom (tx_1, yx_1) betecknar vi
med z(t) och den loser foljande problem:

Z/ — )\Z7 Z(tk—]_) = VKk—1 = Z(t) — e)‘(t_tk—l)yk_l
sd nar t = t; ar
At —ti— \h
z(ty) = eMit1)y, | = My,

Eulers metod ger:

Yk = Yk—1 + hf (tk—1, yk—1) = (L + Ah)yk—1

Ordinara differentialekvationer Ordning

Det lokala felet blir:

vk — 2(te) = (L + Ah)yk_1 — My =

\h)? \h)?
l—l—)\h—i—( ) + ... yk_l——[( ) + ...

1+ Ah—
i 2

> Yk—1

som ar O(h?), s3 Eulers metod har ordning ett (ir en forsta
ordningens metod).

Nu till det globala felet, yx — y(tx), dar y(t) ar den exakta
l6sningen till y' = Ay, y(0) = yp och yx &r approximationen av
y(tx). Tydligen ar

y(tx) = ey och y, = (1+ M) yp,

Varfor?

y1=Yo+ hl\yo = (1+ h\)yo.
vo = y1 + hAyr = (14 h\)yr = (1 + hA)2yp etc.



255: Ordinara differentialekvationer Ordning

Eftersom t, = kh, far vi foljande uttryck for det globala felet:

v —y(te) = (1 + Ah)kyo — eAtkyo =(1+ )\h)kyo — e>‘khy0 =

k(k—1 k\h)?
1+k)\h+g()\h)2+...]yo—[1+k)\h+( 2) T+ =
— (Ayo+ .= =S N (hk)yo h+ ... = —SXhyo h+ ...

Sa det globala felet uppfor sig som h.

Tumregel: det globala felet ar O(hP).
Vi tappar alltsd en potens mellan lokalt och globalt fel.

256: Ordinara differentialekvationer Ordning

Vi kan forsoka skapa metoder av hogre ordning, t.ex. genom att
anvanda tidigare punkter; en sd kallad flerstegsmetod. T.ex.

3 1
Yk+1 =Yk + h §f(tk,yk) — Ef(tk—la)/k—l)

som har ordning tva. For att starta metoden kan vi ta ett
Euler-steg.

Har en tredje ordningens metod:

23 5

4
= h|—f(t — —f(t._ _ —f(t,_ _
Ykl = Y+ h | o5 (th, yk) 3 (tk—1, yk—1) + 1 (tk—2, Yk—2)

En annan metod av andra ordningen ar Heuns metod:

h
i+l = Yk T 5 [f(tk, yi) + f(tx + h, yk + hf (tx, y))]

Detta ar en enstegsmetod.



257: Ordinara differentialekvationer Ordning

Jag har fuskat och gett den tredje ordningens metoden exakta

startvarden.
o Tre metoder.y’ =y, h=0.1
10 ¢ ] L
10_1 -
10_2 -
10_3 -
' —e— Euler
—e— Heun
—e— 3—e ordn
10_4 | | | |
0 0.5 1 1.5 2
258: Ordinara differentialekvationer Problemets stabilitet

Hur dndras l6sningen vid sma andringar i problemet?

Bilden visar hur lésningen (till y’ = sin(ty)) beror av n3gra
begynnelsevarden. Om l6sningskurvorna gér ihop eller gar isar
avgors av det lokala utseendet pa riktningsfaltet.
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259: Ordinara differentialekvationer Problemets stabilitet

En I6sning ar stabil om tva lésningar kan fas att ligga godtyckligt
nara varandra (for t > ty) givet att vi stor tillrackligt lite.

| nedanstdende bild har jag lést y' = f(t,y) + s(t), i tva fall. s(t)
ar en liten storning som intraffar omkring t = 3.

6

— Exakt
— Med s(t)

>
_1 L |
0 5 10 15
t
260: Ordinara differentialekvationer Problemets stabilitet

Den undre |osningen ar stabil, storningen dampas ut, den Ovre ar
instabil.

Givet modellproblemet:
y =Xy, y(0)=1, AeC

sd ar lésningen stabil om A\ har negativ realdel. Om realdelen ar
positiv ar [6sningen instabil.

Detta kan generaliseras till ickelinjara problem och system av
sddana.

De flesta ODE-l6sare ar adaptiva, dvs. de forsoker att anpassa
steglangden sd att det lokala felet underskrider en tolerans given
av programmets anvandare.

| vissa fall bestdr programmet av en familj av metoder av olika
ordning. Programmet kan da aven variera ordningen.



261: Ordinara differentialekvationer Adaptivitet

| figuren nedan har jag I6st ett problem med ode45 (den heldragna
l6sningen) och ode23, med stor tolerans, (de bld ringarna).

Adaptivitet: y’ = exp(3 sin t) sin(5t)

262: Ordinara differentialekvationer Styva problem och I6sarens stabilitet

Det ar vanligt med s kallade styva problem (stiff).

Dessa uppkommer t.ex. ndr man har snabba transienter.

Om vi anvander en vanlig ode-l0sare pé ett styvt problem tvingas
|6saren ta mycket korta steg for bibehdlla stabiliteten.

Det visar sig att vi kan lara oss mycket om metoders stabilitet
genom att studera den skaldra testekvationen, y' = Ay, y(0) = 1.
Normalt har vi dock styva system (och inte skaldra ekvationer).

Antag att A < 0, den exakta lésningen ar da avtagande.
For vilka h ger Eulers metod yx — 0 dd kK — o0?

Yk+1 = Yk + hf (te, yk) = Y + Ay = (1 + b))y«
sa att
v = (1+ hA)*
Nar galler att y, — 07 Jo da:
1+ hA <1



263: Ordinara differentialekvationer Styva problem och I6sarens stabilitet

264:

dvs, om A € R (och A < 0),
0 < hlA\ <2

Antag nu att A\ ar ett mycket negativt tal, sag A = —20000. For
att vi overhuvudtaget skall f3 en lésning som gar mot noll maste
h < 1/10000.

Vi noterar att e’ = €0cn om t = (108 €mach) /A ~ 2 - 1073 i vart
exempel.

Vad skall vi géra? Losningen ar implicita metoder.
Bakat-Euler:

Vi1 = Yk + hf (ter1, Yer1)
Stabilitet? Testa pd y' = \y

Yk+1 = Yk + hAYk+1

sa att

Yerr =L =h\) Ty =y =(1—-h\)"" ty yo=1

Ordinara differentialekvationer Styva problem och I6sarens stabilitet

Nar ar [(1 — hX)7Y < 17 Om X < 0 (reellt) sd &r [(1 — hA) 71| < 1
for alla h > 0!

Detta innebar givetvis inte att vi kan ta godtyckligt 1dnga steg. Tar
vi for ldnga steg blir felet for stort.

Implicita metoder har den nackdelen att vi maste I6sa en (normalt
ickelinjar) ekvation for att bestdmma yy. 1.

| en explicit metod, som Eulers metod, ar detta inte nédvandigt.
Det finns implicita metoder av hogre ordning, t.ex.

4 1 2h

et Sy = e
Yk+1 3yk+3yk 1= 3 (ths+1, Yk+1)

som ar ett exempel pd en flerstegsmetod.



265: Ordinara differentialekvationer Styva problem och I6sarens stabilitet
Exempel: vi léser y' = Ay, y(0) = 1,t € [0,5], A = —20000 med
Matlabs ode23 samt ode23s (s for stiff).
ode23 kraver 119476 funktionsberdakningar och ger ett maxfel av
1.2-107°.
ode23s kraver 230 funktionsberdkningar och ger ett maxfel av
3.4-10713.

266: Ordinara differentialekvationer Nagra andra ODE-problem

Tvapunkts randvardesproblem:
y'=1f(t,y,y), awy(a)+piy'(a) =n, aay(b)+ Bay'(b) =2
Egenvardesproblem (vibrerande strang):

(py) +Xpy =0

y(a) = y(b) = 0, fixerade dndpunkter
y'(a) = y'(b) = 0, fria &ndpunkter
y(a) = y(b), y'(a) = y'(b), periodiska randvillkor.

Ickelinjart egenvardesproblem (bifurkationsproblem).
Knackning, roterande kedja, Taylor-Couette.

AY = 0 samt randvillkor

JETE

y// _|_



267: Ordinara differentialekvationer Nagra andra ODE-problem

Tidsfordrojningsproblem (delay equations)

Y(t)=y(t)—y(t—T)+..

Inkubationstid; andlig utbredningshastighet...

Differentialalgebraiska problem: differentialekvation med
algebraiska “bivillkor".
Specialfall, implicita problem: g(t,y)y’ = f(t,y).
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