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1 Losningsforslag till 6vningarna

1.1 Losningar till kapitel 1
1: Absoluta felet < 0.0005 (en halv enhet i sista decimalen). Relativa felet < 0.0005/(24.516 —0.0005) ~ 2-10~°.

2: Nér vi hirledde uppskattningen antog vi att koefficienterna utsattes fér sma stérningar. Det &dr inte helt up-
penbart vad som #r litet, utan vi far testa lite. p(z) = % —3x+2 har nollstillena 1 och 2 varfér uppskattningarna
av konditionstalen blir:
| =3l+12/1 _ . [=31+12/2] _
2—-1 2—-1
Tag 6, = 31074, 6, = 2-107%. D& &r |04|/|al = |0s|/|b| = 1074,

5, 4

Vi far da [6,|/|r] S 5-107* respektive 4 - 1074

r = 1.0005e+00 Y% beridknade rotter
1.9992e+00

rel = 5.0040e-04 % relativa fel; stimmer bra!
4.0020e-04

p(x) = 22 —1.992+0.99 har nollstillena 0.99 och 1 si att uppskattningarna av konditionstalen blir 298 respektive
209. Med 6, = 2104, 5, = 10~4 blir [5,|/|r| < 0.03.

r = 9.9490e-01+ 1.6553e-02i
9.9490e-01- 1.6553e-021
rel = 1.7321e-02 % relativt fel, jamfort med 1

Detta &r for stora storningar for att satsen skall fungera bra. Om vi stér mindre och byter tecken pa d,, stdmmer
det dock bra. Med 6, = —2-107¢, 6, = 107° blir |5,|/|r] £ 3-107*.

r = 9.9969e-01
9.9031e-01

rel = 3.0739e-04
-3.0848e-04

B Vivetatt T —0 <z < z+496. fx) = f(&+z—2) = f(&) + (x—2)f(&),E € (x,2), sa |f(x) — f(&)] <
dmaxee(z—s,:+6) [/ ()]-

Om f &r linjar (forsta fallet) sa dr derivatan konstant, 7 i exemplet, varfor absoluta felet begrinsas av 70. I
andra fallet far vi begrénsningen 2§(|&| 4 0) eftersom derivatan, 2z, dr stringt vixande.

4:

Z 1 _lgz 1 N n0.91 <R< nl.ll
Z<1IR, ~ R~ & 09R, = Y, & > k=1 Ty
For seriekoppling géller:

Xn:O.QRk <R< z": 1.1R
k=1 k=1
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5: Fragan &r alltsa: hur dndras f(z) nér vi dndrar z lite? Taylors formel ger f(z + d,) = f() 4+ 0 f'(x) + -+ -
Den absoluta fordndringen &r: f(x + ;) — f(x) = §,f'(z). Om x och f(x) dr skilda fran noll kan vi studera

relativa fordndringar:
J+8) = ) 2f'(@) 8
f(x) flz)

eller .
‘f(:c +8,) —1(@)| _|2f'@)| |8
f(x) fl@) ||z
————
dar k dr en uppskattning av konditionstalet.
Da f(z) = cosz far vi
~zf(x)|  |zsinz
f(x) cosx

Nér z =6 > 0 (2 = 0 ger division med noll; dessutom &r sin0 = 0, sa for att fa en uppskattning far man titta
pa niista term i Taylorutvecklingen) kan vi gér fljande approximation, for att ldttare kunna analysera vad som
hénder:

K~ 62

ty sinz &~ x och cosz =~ 1 for z ~ 0. Nir x = 7/2 — § far vi

(/2 — &) sin(w/2 — 0) ‘ -
cos(m/2 — §)

w/2-1
)

Detta x vixer alltsd som 1/6 och kan bli mycket stort. Hiir foljer en numerisk kontroll, z = § = 1072 och
5, = 1076 ger:

>> x = 1e-3; delta_x = 1le-6;
>> kappa = abs(((cos(x + delta_x) - cos(x)) / cos(x)) / (delta_x / x))
kappa = 1.0005e-06

vilket stdmmer bra med x2.

>> x =pi / 2 - 1e-3; delta_x = le-6;
>> kappa = abs(((cos(x + delta_x) - cos(x)) / cos(x)) / (delta_x / %))
kappa = 1.5698e+03

vilket stdmmer bra med 7/(20).

6: Derivatan av en funktion behéver inte vara begriinsad dven om funktionen &r det. Tag t.ex. §(x) = e cos(wz).
Funktionen ér tydligen begrinsad, men derivatan kan vara godtyckligt stor om vi véljer ett stort w (hog frekven-
sen medfor stor derivata). En liten stérning av f kan alltsa éndra derivatan godtyckligt mycket. Detta giller

inte integralen. Vi har ju:
b
/ 0(z)dx

7: h/s =tana sa att h = s tan«. Vi anvéinder nu Taylors formel och far:

< (b—a)e

/a " F(2) + (a)de — / " fa)ds

h(s+ As,a+ Aa) = h(s,a) + hl(s,a) As + k. (s, a) Aa
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sa att (jag slutar att skriva ut (s, «))

Ah _hyAs  hyAa  his As h,a Aa

Ah =~ W, As + hl, Aa = — =52 77 =2
B8 FhaBa= h h s T ha
—~— —~—
K1 K2
k1 &r ett konditionstal (forstoringsfaktor) for s och kg for a.
K_stana_l oy S0 so 2«
YT h T 7 " T heos?a stanacosla sin(2q)
Sa
Ah| _ 14 2a N As| |Aa
< 2% Vmax([22] ==
h |7 sin(2«) s || «
—_———

K

Vi ser att k gar mot odndligheten nér « gar mot 7/2, vilket verkar rimligt. x avtar nér a gar mot 0, vilket inte
later rimligt. Anledningen &r att vi har antagit att s méts med samma relativa fel dven for stora s. Detta &r
nog ett rimligt antagande nér s ligger inom rimliga grianser, < 100m sig, men det ar orimligt nér s blir vildigt
stort. Det verkar ocksa kanske rimligare att anta att vi kan méta o med samma absoluta (och inte relativa) fel
oberoende av «. Antar vi en absolut felgrins for o far vi feluppskattningen:

2
sin(2a)

Ah As
<=
‘ I’L ~ s |AC¥|

Vi ser att felet ckar ndr o gar mot noll eller gar mot 7/2. Optimalt virdet pa « &r 7/4.

8: Vi kan beriikna x explicit genom x = A~'b forutsatt att inversen existerar, dvs. da |a| # 1. Sa:

e T I | E=

Om || = 1 kommer sma variationer i a att ge upphov till stora férindringar i x. Lat, t.ex. « = 1 — ¢, da blir x

SRR

Sma variationer i € ger upphov till stora variationer i x. Berékningen av x #r saledes illakonditionerad da |o| =~ 1.

En alternativ hirledning dr att beridkna derivatan av x som funktion av «. Vi utgar fran A(a)x(«a) = b,
dér jag skrivit ut (a) for att betona beroendet av denna parameter (b beror inte av « utan &r en konstant
vektor). Om prim far beteckna elementvis derivering med avseende pa a kan man visa att féljande operationer
ar tillatna. [A(a)x ()] = b’ ger

A'(a)x(a) + A()x'(a) =0

s att
x'(a) = —A o)A/ (a)x(a) = —A7 (o)A () A7 ()b

Derivatan blir stor nir A~!(a) innehdller stora element, dvs. nir |a| ~ 1. Det gar givetvis att derivera z;(«)
och z2(«) pa vanligt sitt (vi har ju uttryck for o1 (a) och zao(a)).

9: Denna 6vning &r snarlik den foregaende. Vi kan aterigen derivera, men nu beror x bade pa « och 3 sa vi far
anvinda partiella derivator.

x(a, 8) = 0[2%62 [ _ag ]
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som &r kéinslig for storningar da |« ~ |3].

10: Losningen ér y(t) = etyg. Lat z(¢) vara 16sningen till det stérda problemet: 2/(t) = cz(t), 2(0) = yo + 6.
Tydligen &r z(t) = e“(yo + J) sa att 2(t) — y(t) = e“*5. Om ¢ > 0 kommer |z(t) — y(t)| att viixa; storre ¢ ger
snabbare tillvixt. Om ¢ < 0 sa kommer skillnaden att avta och om ¢ = 0 sa &r den konstant.

11: Denna uppgift kriver kunskap om hur man l6ser linjira differensekvationer (jag tar inte upp teorin hér).
Karakteristiska polynomet &r 2 = r+ 1 sa att rotterna ér r; = (1++/5)/2 ~ 1.62 och 1y = (1—+/5)/2 ~ —0.62.
Den allménna 16sningen har formen aj, = clr’f + chlg. Vi bestdmmer ¢; och ¢, med begynnelsevirdena, ag och

ai 5 OCh fé,r Slutligen:
240 a1 T1a0 ay k
k ,],,2

ap =
T2 —T ! T2 —T

Lat nu by vara en stord talfoljd definierad genom: bgyo = bg41 + bg, b = ap + d och by = a1 + €. Eftersom ag
och a; ingar linjart i ag, sa ges skillnaden, by, — ag, av:
1

T2 —T

by —ap = [(r26 — €)rf + (=116 + €)r5]

Den relativa féréandringen ges av:

by —ar 7y (120 — )1y + (=710 + €)r5]

r2a0—a1 .k —ri1a0+a1 .k
ro—T1 rt ro—r1 12

Qg

Om rgag — a3 # 0 sa kommer (by — ai)/ar att konvergera mot (r2d — €)/(r2a0 — a1) da k — oo (eftersom
r1 > |r2]). Det relativa felet stannar alltsa pa en viss niva. Om dédremot reag — a; = 0 sé avtar |ay| eftersom
|ra| < 1. Ar da koefficienten, framfor 7 i uttrycket for by, skild fran noll sa kommer felet att vixa. Dvs. om
ro(ag + ) — a1 — € # 0 s& kommer |b;| — oo men |ag| — 0.

12: Lat p(x) = apz™+- - -+a1z+ap med distinkta nollstéillen r1, . .., r,. Vi vill veta hur kinslig ett nollstélle, 7,
dr for sma dndringar i koeflicienterna, dvs. vi vill studera dri(ag, a1, ...,a,)/0a;,5 =0,1,...,n,k =1,...,n.
For att fa enklare formler later vi r beteckna ett av nollstéllena (vi far samma hérledning oberoende av vilket
nollstélle vi arbetar med). dr(ag, a1, . ., a,)/da; kommer jag att beteckna med ' (vi maste da komma ihag att
vi deriverar med avseende pa just a;). Observera dock att olika nollstéllen kan vara olika kénsliga och att det
spelar stor roll vilken koefficient vi stor.

Lat oss forst se pa specialfallet n = 3. Eftersom r &r ett nollstélle, p(r) = 0, sa giller:
agr?’ + a27°2 +air+ag=0
Vi deriverar nu detta uttryck med avseende pa ag och far (med vara beteckningar):
3a37’21"/ +r2+ 2a9r7 + a1’ =0
Om vi later p’(z) beteckna derivatan av p(z) med avseende pa z, dvs. p/(x) = 3azz? + 2asx + a; s& ser vi att
3asr®r’ 4+ 12 + 2a9rr’ + ayr’ = r'p/(r) + 12

Uppgift: overtyga Dig om att nér vi deriverar p(r) = 0 med avseende pa a; for allmént n sa far vi sambandet:
r'p'(r) + 17 = 0. Detta ger omedelbart foljande uttryck for derivatan, r' = —rd /p’(r). p/(r) &r lite svartolkat, sa
vi gor foljande omskrivning (ater specialfallet n = 3):

p(r) = az(z —r1)(x —r2)(x —13) = p'(x) =az[(x —ro)(x —r3) + (x —71)(x —r3) + (x — r2)(x — 13)]

varfor (r dr ju en av 71, ro eller r3)
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I det allménna fallet géller visentligen samma formel, dvs.

P (r) = an H (r—rs)

s=1,...,n,rs#r

Vi vill slutligen fa en relativ feluppskattning och sammanstéller ovanstaende. Lat @ndringarna i 7, och a;
betecknas med 6,, respektive d,,. Vi utnyttjar (som vanligt) att r’ ~ 0,, /0., och far (givet att ry, # 0):

-1
Or,,

Tk

3a,

aj

CLj’I’i
an Hs;ék (re —7s)

K

Nér n = 2 kéinner vi igen resultaten fran foreldsningen. Produkten bestar da bara av gapet, |rq — ra|. Nir n > 2
spelar gapet ocksa en viktig roll. Lat oss se pa tva exempel: lat nollstéiillena vara 1,1 +¢€,1 4 2¢,...,1 £ pe (sa
att n = 2p +1). Tag r = 1, produkten kommer da att bli (e’p!)2. Genom att halla p fixt och lata ¢ — 0 kan
vi gora gapen godtyckligt sma. k — oo da € — 0. Ett, eller flera, sma gap leder till ett stort konditionstal.
Om r har langt till alla 6vriga nollstdllen, stora gap, sa blir x normalt inte sa stort. Lat nollstéllena vara
LA+1+eA+14+26...,A+14 (n— 1)e, dir X &r mycket storre dn ett och € > 0. Produkten blir da
[(A+€)(A+2¢) - (A+ (n—1)¢)|. Produkten star i nimnaren, sa ett genom produkten kan begriinsas av 1/A" 1.
Detta blir ett litet tal och r &r ett vilkonditionerat nollstélle.

Ibland bjuds man dock pa o6verraskningar. Antag att vi har nollstéllena r, = k,k = 1,...,n med n = 20.
Gapen mellan angridnsande nollstillen ar da ett, vilket verkar vara betryggande, alla nollstillen borde vara
vilkonditionerade. Lat oss nu studera hur kénsligt nollstéllet r,, = n &r for stérningar i a,, = 1. Var uppskattning
ger:

nnfl

~ (n—1)!

n—1
n

(7% Hs#n Tn — Ts)

5T n | o~

~

da,,

2%

J

An

2%

J

An

Ap

anT,

~4.3-107

T'n

Nagra av de andra nollstéllena dr &nnu kénsligare.

13: Far Du gora sjilv, se dock diskussionen i slutet av foregaende 6vning.

14: Vi kan klara av alla tre fallen pa en gang genom att lata p, nedan, anta virdena —10, 0 respektive 10. Det
exakta virdet blir: 6.278- 107 4 4.039 - 10? = 1.0317 - 107! och det lagras, korrekt avrundat och i normaliserad
form, som 1.032 - 10P*!. Det absoluta felet blir: 1.032- 10Pt! — 1.0317 - 107t = 3. 10P~3. Det relativa felet blir
3-10P73/1.0317- 10PT! ~ 3-10~%. Notera att de tre absoluta felen blir: 3- 10713, 3. 1073 respektive 3 - 107. Det
relativa felet blir, i alla tre fallen, ~ 3 - 1074,

15: Vi vet att fl(a +b) = (a4 b)(1 +€), |e| < emach. Alltsa géller att fl(a +b) = a+ b dir @ = a(1l + €),
|a — a| < |aleémach, analogt for b. fl(a + b) dr sdledes den exakta summan av tva nagot stérda tal.

16: Eftersom matrisaddition utfors elementvis kan vi tillimpa resultatet fran féregaende 6vning pa varje sum-
ma. Saledes géller att fI(A + B) = A + B dir A ligger ndra A och B ligger niira B.

17: Lat oss betrakta specialfallet da n = 4. For att fa mindre olésliga formler infér vi o = 1+ 0, mp = 1 + €
(o for summa och 7 for produkt) dér alla |eg| och |dx| dr mindre &n €maen. fl(21y1) = T1Y171.

Fl(z1y1 + 22y2) = [x1y171 + T2y2m2]o2, vi anvinder inte oy

Fl(ziyr + z2y2 + x3y3) = ([T1y171 + T2yom2]o2 + T3Y373)073.

JUziyr + 22y + 23y3 + T4ys) = [([T19171 + T2yem2]02 + 3Y37T3)03 + T4yams|oy.

Allmént géller tydligen, om vi infér ., = 00541 - - - ok, att:

fllziyn + z2y2 + ... + TpYn) = T1Y1T1 020 + T2Y2T202:m + L3Y3T303im + - . . + TRYThOkin + - - - + TnYnTn0n
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Med vara antaganden om flyttalsaritmetik kan vi skriva detta

fl <Z a:kyk> =z1y1(1 4+ ney) + Zxkyk(l +(n—k+2)e,)

k=1 k=2

dir alla |€)| < €mach. Om vi t.ex. sétter T = xy, \/1 + (n —k +2)e, och g = y» \/1 + (n — k + 2)€), (analogt

for 21 och yy) sa giller tydligen att:
() - S
k=1 k=1

Om da nepqep ar tillrdckligt litet sa édr den berdknade skaldrprodukten en exakt skaldrprodukt av néraliggande
véarden och algoritmen &r stabil.

Ovanstaende analys &r onodigt pessimistisk. Det visar sig ndmligen att manga FPUer (Floating Point Unit) kan
berikna sum = sum + x(k) * y(k) med endast ett avrundningsfel (en s.k. FMA, floating multiply add; dven
kallad MADD). Det kan ocksa vara sa att FPUn internt har flera bitar (4n 64) i flyttalsregistren. Hér foljer
ett experiment. Jag har skrivit ett innerproduktsprogram, i enkel precision, i Fortran90. Vektorerna innehaller
100000 slumptal valda sa att innerprodukten skall bli noll. Koden har kompilerats med olika optimeringsoptioner,
allt pa en IBM-dator. Forst tvingade jag kompilatorn att generera kod som foljer IEEE. Det star i manualbladet
for kompilatorn att:

Specifies various floating-point suboptions. Suboptions include:

hssngl - Rounds single-precision expressions only when the results are
stored into REAL(4) memory locations.

rndsngl - Ensures strict adherence to IEEE standard. That is, all operations on
single-precision values produce results that remain in single precision.

Dérefter kompilerade jag utan optioner och i det sista fallet slog jag pa aggressiv optimering. Jag fick foljande
resultat i de tre fallen:

Innerprodukten = 3.85E-02
Innerprodukten = 1.89E-04
Innerprodukten = -1.07E-14

I tredje fallet ridknas allt i dubbel precision (minst).

18: Storsta talet i bada fallen #r 9.999 - 101°. Minsta normaliserade talet &r 1.000- 10719 och det minsta denor-
maliserade talet dr 0.001 - 1071°. Denormaliserade flyttal anvinds bara (i IEEE-standarden) kring nollan och
inte kring stérsta/minsta tal. Det dr dérfor det storsta talet i b)-uppgiften dr samma som i a)-uppgiften. De
storsta talet dr i bada deluppgifterna normaliserat.

19: 100%° 4 1005 pga utskiftning, sa 1.000000000100000e+40.

20: a) 2365.27 normaliserat blir 2.36527 - 10 med ¢t = 6 och U = 3.
0.0000512 = 5.12-107° s& L = —b.
b) Med ¢ = 6 far vi 0.0000512 = 0.00512- 1072 s& L = —2.

21: Tva logaritmberdkningar torde ta mer tid &n en logaritm och en division.

Problem med kancellation d& z ~ y. Sétt © = (1 + 0)y, dér |d] &r litet och antag att fl(logz) = (1 + €1)logz
med |€1] < €mach (dvs. logaritmfunktionen returnerar ett korrekt avrundat virde). Via Taylorutveckling kan vi
skaffa oss en uppfattning om det exakta vérdet:

logz —logy = log(1 + 0)y —logy =8 — 6%/2 + - - -

Numerisk analys I
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Nu till felen:
flogz —logy) = (1 +€1)logz — (1 + €2) logy)(1 + €3) =
logz — logy + es(logx — logy) +€1 logx — ealogy + e3(€1 logx — €2 logy)

exakt %563 zefmach

Sa

|fl(logz — logy) — (logz —logy)| < (|9] + 2| log z|)emach
|log x| kan bli stor (men inte vildigt stor).
Motsvarande for log x/y:

fl(ogz/y) = (14€2) log [(x/y)(1 + €1)] = (14€2)(log z/y+log(1+€1)) = log x/y+log(1+e€1)+e2 log x /y—+ea log(1+€1)
sa,
|fl(logx/y) — (logx/y)| < (1 + (6] + €mach)€mach

(ty log(1 +€1) = €1 — €2/2+ -+ = €1). Metod tva ger, med andra ord, béttre resultat utom da = ~ 1 (nér
2|log z| < 1). Detta faktum illustreras i nedanstaende plot (gjort i Fortran och foér § = 107°).

1 heldragen: log(x) - log(y), streckad: log(x/y)
10 T T T

101E E

107 E

abs(beréknat — exakt)

10*15 L B

-17
-400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400
e, dary=15*10°

22: Kancellation om x = y.

fliz® =) = (221 +e) —y?(1 + )1 +e3) =2(1 + €1 + 3+ e1€3) — ¥%(1 4 €2 + €3 + €e2¢3)
Sa
’fl(:EQ - y2) - (:EQ - yQ)‘ < (|.’L'2 + y2|(1 + 61nu,ch) + |£C2 - y2|)6mach
vilket ger ett stort relativt fel om z ~ y, ty

|fli(a? —y?) = (2 —y)| _ [ 2”+
|2 — 52| Lz =2

(1 + 67nach) +1 €mach
Alternativ formel:

e =y +y) = (@ -y +ea)z+y)(1+e)l+e)= (" —y*)(1+ea)(l+e)1+es)
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sa
[fUl(z = y) (@ +y)) = (2 = y°)| < Bemacnle® — |
vilket alltid ger ett litet relativt fel, ty

|fl((z = y)(@+y)) — (22 —y?)|
|22 — 2|

5 3€mach

23: Lat oss kalla den stora (negativa) roten R och den lilla, néra noll, r. Standardformeln och Taylorutveckling

ger:
a a? a 4b a 20 2b2
R=-2_ % p= 21— =22 _ 2 _|~_
2 4 2 + GQ] 2[ a®>  a* ] “
a a? a 4b a 26 2b2 b
S A Y § ) [ P A (.
" 2+ 4 2 + GQ] 2{ a?  a* ] a

Hér foljer ett litet Matlabexempel:

>> format long e

>> a = le4; b=1;

>> roots([1 a b]l)

ans =
-9.999999899999999e+03
-1.000000010000000e-04

Vi kan uppskatta konditionstalen enligt:

_lal+Ib/R] _a+b/a _

~ 7 1
iR |R — r| a
och
el b/
"TUR—-r] T a -

Nér vi berdknar r = —5 + 1/% — b kommer att fa utskiftning av b. I det mest extrema fallet kommer inte b

alls med och approximationen blir noll. T vart exempel far vi approximationen -1.000000011117663e-04. Hur
skall vi berdkna r? Ett sitt dr att anvinda utvecklingen ovan:

Hur manga termer skall vi ta med? Det &r enklare att analysera om vi skriver om utvecklingen som:

Det &r ingen vits att ta med termer, inom hakparenteserna, som &r mindre &n €,,,., eftersom de skiftas ut. I
exemplet ovan far vi approximationen:

>r=-(b/a) *x (1 +b/ a"2)
r = -1.000000010000000e-04
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Den exakta roten &r -0.0001000000010000000200000005000000. . ..
Ett standardtrick ar att forlinga med konjugatet, salunda:

IERCRIEREE b

a (7.2 a (7.2
-5 -y (3) —0b -5y (3) —b

Vi far utskiftning av b i ndmnaren, men b kommer med i téljaren. Ytterligare ett sétt, dr att gora en transfor-
mation sa att  blir en dominant rot i det transformerade problemet. Sétt y = 1/z (sa att r — 1/r). Ekvationen
22 + ax + b = 0 6vergar da till y*> + (a/b)y + 1/b = 0. Om vi anviinder standardformeln far vi for den sokta
roten:

24: Problemet dr att normen kan vara representerbar men att delresultat ger under- eller overflow. I dubbel
precision #r det minsta normaliserade positiva talet ~ 2.2 - 107398 och det storsta ~ 1.8 - 103°®. Den naiva
implementationen nrm = sqrt(sum(x.~2)) fungerar inte bra, t.ex.:

>> x = [1e300 2e300]; sqrt(sum(x."2))
ans =

Inf
>> norm(x) % Matlabs normkommando
ans =

2.2361e+300

>> x = [1e-300 2e-300]; sqrt(sum(x.~2)), norm(x)

ans =
0
ans =
2.2361e-300

Sa hir ser, en forenklad och forkortad version av, Fortran77-rutinen dnrm?2 fran BLAS ut (jag har skrivit ruti-
nen i ett pseudo-sprak). BLAS = Basic Linear Algebra Subprograms, en uppsittning standardrutiner for enkla
vektor- och matrisoperationer. (I ett riktigt program riknar man inte om |xy| utan man lagrar absolutbeloppet
i en variabel.)

if n ==1 then
norm = |11

else
c=0
s=1

for k=1tondo
if x # 0 then
if o < |zy| then
s=1+s(o/x)?

o = |kl
else
s=s5+ (zp/0)?
end if
end if

end for
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norm = o\/s
end if

Lat oss analysera ovanstaende algoritm. o ar en skalfaktor som ser till att vi slipper under- overflow. o kommer
(pga if-satsen) att vara det hittills stérsta |xy|-véirdet. Lat oss se hur det fungerar i ett specialfall, da n = 5. Nér
k =1Dblir s =1 och o = |z1]. Antag nu att bade |z2| och |z3| &r < |z1| men att |x4] > |21]|. Efter tredje loopen
(k = 3) har s virdet s = 1+ (22/21)% + (23 /74)?. Efter niista varv ar s = 1+ [1+ (w2 /21)? + (v3/21)?| (21 /24)* =
1+ (21/24)% + (v2/24)% + (23/24)%. Om |25| < |24 fAr vi slutligen

norm = |za|y/1+ (21/w4)? + (w2/24)? + (23/24)? + (25/24)? = \/9@21 +af 2 + 25+ af

dvs. rétt uttryck. Vi kan notera att |o/x| < 11ithen-delen och att |z /0| < 11 else-delen. Vi bildar inga farliga
kvoter med andra ord. Detta innebér givetvis inte att vi slipper utskiftning. Normen av [1,1071°)7 kommer att bli
ett oavsett hur vi rdknar, ty det exakta vardet pa normen ar 1.0000000000000000000049999999999999999999875000 . . .
och den forsta decimalen skild fran noll kommer inte med om vi rdknar med 16 siffror. Daremot klarar algoritmen
de tva exemplen i borjan.

Man kan kritisera algoritmen pa tva punkter. Det gors fler operationer én i den vanliga algoritmen (roten ur
kvadratsumman) sa vi kan férvinta oss flera avrundningsfel (inte nédvindigtvis storre). Ett sitt att fa ner felen
ar att skala med tvapotenser (det svarar ju mot att flytta bindrpunkten, vilket dr en exakt operation). Detta dr
nu lite knoligt att gora pa ett portabelt sdtt, men om man skriver program for en speciell dator sa gar det bra.
Ett véirre problem &r att ovanstdende program gar vildigt langsamt pa en modern RISC-dator (en faktor 10-
30 langsammare dn motsvarande naiva implementation (beroende pa dator och kompilator)). Alla if-satserna
forstor pipeliningen i CPUn. Ett sétt att komma forbi detta ar att utnyttja att IEEE-standarden foreskriver att
man skall kunna avlisa statusflaggor som visar om en berdkning har orsakat under- eller overflow. Man kan da
alltid chansa och utféra den vanliga, snabba berdkningen (som torde ga bra i de flesta fall). Om statusflaggorna
sdger att den berdkningen inte gick bra anvinder man den langsamma men sékra algoritmen.

25: Lite teori. Lat oss studera trunkeringsfelet. Dvs. vad &r skillnaden mellan grénsvirdet 1 och (e* — 1)/ for
x = 0. Taylorutveckling ger:

e =1 1+az+a?/2+23/31+... -1
r x

x
— 1+ Z4...
+5+

Sa trunkeringsfelet #r ungefér x/2 for sma |z|. Nu till avrundningsfelet. Vi antar att fl(e”) = e*(1 4 €) med
le| < €mach- Da giiller

ﬂ{ w—1] _F(ltea)-1

et —1 e*

+€ ;} (1+€)(1+e3)

€
€T x X

(L a)i+e) = |

sd (da x — 0)

‘fl {ex—l] et -1

x x
Notera |z| i ndmnaren! Féljande tabell visar approximationen, felet och uppskattningen
(diskretiseringsfel+avrundningsfel).

1
S |:2 + m] €mach

>> x = 10.7-(1:16);

>> limit = (exp(x) - 1) ./ x;

>> sprintf(’%22.16e %8.1e %8.1e\n’, [limit, limit - 1, x / 2 + (2 + 1 ./ x) * eps]’)
ans =

1.0517091807564771e+00 5.2e-02 5.0e-02

1.0050167084167949e+00 5.0e-03 5.0e-03

1.0005001667083846e+00 5.0e-04 5.0e-04
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1.0000500016671410e+00 5.0e-05 5.0e-05
1.0000050000069649e+00 5.0e-06 5.0e-06
1.0000004999621837e+00 5.0e-07 5.0e-07
1.0000000494336803e+00 4.9e-08 5.2e-08
9.9999999392252903e-01 -6.1e-09 2.7e-08
1.0000000827403710e+00 8.3e-08 2.2e-07
1.0000000827403710e+00 8.3e-08 2.2e-06
1.0000000827403710e+00 8.3e-08 2.2e-05
1.0000889005823410e+00 8.9e-05 2.2e-04
9.9920072216264089e-01 -8.0e-04 2.2e-03
9.9920072216264089e-01 -8.0e-04 2.2e-02
1.1102230246251565e+00 1.1e-01 2.2e-01
0.0000000000000000e+00 -1.0e+00 2.2e+00

Om man vill berdkna e” — 1 pa ett bra sétt kan man utnyttja C-rutinen expml t.ex. Hér &r ett forkortat utdrag
ur manualsidan:

Mathematical Library expml (3M)
NAME: expml - computes exponential functions

SYNOPSIS
cc [ flag ... ] file ... ~-1m [ library ... ]
#include <math.h>
double expml(double x);

DESCRIPTION: The expml() function computes e**x-1.0.

USAGE: The value of expml(x) may be more accurate than exp(x)-1.0 for small
values of x. The expml() and loglp(3M) functions are useful for financial
calculations of (((1+x)#**n)-1)/x namely:

expmi(n * logip(x))/x

when x is very small (for example, when performing calculations with a small daily
interest rate). These functions also simplify writin accurate inverse hyperbolic functions.

26: Diskretiseringsfelet erhalles via Taylorutveckling:

x — f(= x "(z 2f"(x = flz
a1~ la) _ S0 ) I S0) iy B

Nér vi uppskattar avrundningsfelet antar vi (for att forenkla) att z+h beriknas exakt (se dock nedan). Dessutom
antar vi att fI(f(z)) = f(@)(1+€r), |ex] < €mach (vilket kan vara orealistiskt om f &r en komplicerad funktion).

fl f(x—i—h}z—f(fﬂ) _ f(x"‘h)(l"‘ﬂ;_f(x)(l+62)(1+63)(1+64):

fla+h)(A+e)l+e)l+ea)=fl@)d+e)d+e)dt+e)
h
fl@+h)(1+3e5) — fx)(1+366) _ flz+h)— flz)
h

= 3
5 +

f@+h)es — f(x)ee
h
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Antar vi dessutom att f(x) = f(z + h) far vi uppskattningen:
{f(iEﬂLh)—f(x)} _flz+h) - f(2)

6€mach

~

h h

g W)

i
Det totala felet far vi om vi adderar de tva felen:

‘ﬂ [EEDEC) _f,w‘ |p[fart=se) fert ot (et - s _f,(x)” B

h h h

h) — h) — h) — h
ALt = 1@ S+ = 1@ | fath = f@) o @b
h h h h 2
Tar vi |h| f6r litet dominerar avrundningsfelet och om vi tar ett for stort |h| dominerar diskretiseringsfelet.

Genom att derivera begrinsningen av felet med avseende pa h far vi det optimala vérdet:

f(z)

f"()

hopt = 12€mach

Hur stort blir det totala felet, ez, med hop:?

f(z)

hopt

er = 6€mach +

%f”(w)’:”': 12|f(z) f"(@)| vemach

Hér foljer ett exempel (f(z) =sinz,z =1, hopr & 5 - 107° vilket stdmmer mycket bra).

Differensapproximation av (d/dx) sin(x)
100 T T T T T T

10"

fel

10°

10°

-10

107 0™ 107 107 10° 10 10 10

Vi hade antagit att x + h beriknas exakt. Om detta inte &r fallet &dr det risk att var feluppskattning stimmer
daligt. Man kan latt skapa ett problem déar vi far utskiftning i « + h. Rimligtvis borde hop; skalas med x. Det
borde gora stor skillnad om x = 1071% 1 resp. 10%°. Hir foljer en rimligare hiirledning déir vi tar hinsyn till
berdkningsfelet i « + h. For att kunna ateranvinda det vi redan gjort infér vi €5 och antar att fi(xz 4+ h) =
(x+h)(1+€5). Taylorutveckling ger f((x+h)(1+e€5)) = f((x+h)+es(x+h)) ~ f(x+h)+es(x+h)f' (x+h) ~
f(z) + es(x 4+ h)f'(z). Vi kan dven approximera x + h /2 z eftersom h-termen &nda férsvinner nér vi deriverar.

Vi far
[f(f +h) - f(ff)} _ (@ +ezf(z)d+a) = fla)(1+e)
h

h (1+63)(1+€4)

fl
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zf'(x)
h

€mach

< 'f(hx)

6€mach + ‘

[l =] i) g

Detta ger foljande uppskattning av hope
6|f ()] + |z f" (@)
hopt = \/2€mach |f”($)|

Denna uppskattning verkar rimligare eftersom hop: skalas med z. I vart exempel ger detta dock en liten
foréndring av hepe. Det totala felet blir

er = V/(6lf (@) + [af'@)]) [f"(2)]/2 VVemaen

b) Trunkeringsfelet blir h? "’ (x)/6 + - - - och avrundningsfelet som i a-uppgiften (om vi antar att multiplikation
med 2 gors exakt). Sa det totala felet och hgp blir ungefér
1/3
el

Hér foljer ett exempel (f(z) = sinz,z = 1, hopr ~ 1.4 - 107° vilket stimmer mycket bra). Totala felet boir
mindre i detta fall:

h2
6

|f”/(:c)| + ‘%‘1’) f(iC)

6€macha hopt = |:18€mach

1/3
6€mach = 2.7 |f2($)f”/(117)| / Efr{jch

h2
er = 1) () 4 | T2

6 opt

Differensapproximation av (d/dx) sin(x)
10 T T T T T

107 107 107 107 10° 10" 10" 10° 10

Vi kan dven i denna uppgift ta hinsyn till felet i berdkningen av x + h.

27: Den harmoniska serien dr divergent, men om vi rdknar med &ndligt manga siffror far vi utskiftning och for

nagot N kommer det att gilla att:
N N+l
l —| = fl —
n( 2 a3

n=1 n=1

Lat oss uppskatta N. Vi vet att
N

Z%zlogN—i—v

n=1
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ddr v = 0.57721566490153286060651 . . . (Eulers konstant) Vi far utskiftning da
(1/N)/(10gN + 7) = €mach

Dvs. i enkel precision d& N ~ 2.1-10% och i dubbel d& N ~ 1.2-10'4. Division &r ett mycket ldngsam operation
(22 klockeykler pa en Sun), sa att testa detta tar enormt mycket tid i dubbel precision (tusentals timmar) men
i enkel dr det mojligt (tar mindre dn en sekund). Hir f6ljer ett Fortran90-program:

program harmonisk

real :: summa, gammal_summa = 0.0
integer :: n =1
do

summa = gammal_summa + 1.0 / n

if ( gammal_summa == summa ) exit

gammal_summa = summa
n=n-+1
end do

print*, n, summa
end program harmonisk

Koérning:
% a.out
2097152 15.4036827

Det stammer réitt bra med andra ord.

28: Den andra formeln kréver att vi gar igenom z-vektorn en gang, men den forsta formeln kréaver tva pass, vilken
ur prestandasynpunkt ar en nackdel. Ur felsynpunkt &r den forsta formeln dock béttre, eftersom subtraktionen
av medelvirdet har en utjaimnande verkan. Vi kan fa stor skillnad mellan virdena genom att sett till att det
blir under- eller overflow i Y 7, z?-beréikningen. T.ex.

>> x = [2e154 2e153];
>> n = length(x);
>> mx = sum(x) / n;

>> [sum((x - mx)."2) sum(x.”2) - n * mx~2]
ans =
1.6200e+308 NaN

>> x = [0.1 ones(1, 50)] * le-161; % ger
ans =
7.9051e-323 -9.8813e-323 % 0OBS: -9.8813e-323 < 0
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