Numerisk Analys, MMG410. Exercises 3.
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Vi vill 16sa minstakvadratproblemet

min ||Ax — b||3
X

dd A har ortogonala kolumner (aJ-Tak = 0da j # k). Hur forenklar
denna egenskap hos A losandet av problemet?

Svar:

Om A har ortogonala kolonner sa ar ATA =D, dar

D = diag(a{ a1,a] a2, ..., a5 a,). Antag att ingen kolonn har
langden noll, d& ar matrisen D ickesingular med invers

D! = diag(1/||a1|[3, 1/||a2l|3, ---, 1/||an]|3). Losningen till
minstakvadratproblemet kan skrivas (normalekvationerna)

x = (ATA)"YATb (ty om A har ortogonala kolonner och inga
nollkolonner s& méste den ha full kolonnrang. Varfor?) S3,

x = D71ATb eller x, = a] b/||a||3.



Vi vill anpassa matpunkter (tx, Ng) (alla Nk > 0) till funktionen
N(t) = Ngexp 2.

Gor en lamplig omskriving av problemet sa att parametrarna, Ny
och A, i modellen kan bestammas med hjalp av ett (linjart)
minstakvadratproblem.

Svar:

Problemet ar att My och X ej ingar linjart i modellen varfor vi inte
kan anvinda minx miny ||Ax — b||3 direkt. Idé: logaritmera

log N(t) = log Np — At.
x1 := log No, x2 := A, b := log N(t), da

b= x1 — xot.



D3 far vi

1 —t log N(t1)

_ 1 —b [ X1 } log N(t2)
min ) . - )
X : : X2 :

1 —tn log N(tpm)

Nar x ar beraknad satter vi Ng = €t och A = x».
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Givet matpunkterna

(te, be) = (=n,0), (—(n — 1),0), .., (~1,0), (0, 1), (1,0), (2,0), ..., (n, 0)

anpassa en rat linje till punkterna i ettnorm, tvadnorm respektive
maxnorm. (Alla bi-virden 3r 0 forutom dé tx = 0 ndr by = 1.)

Svar:

En rat linje har ekvation: f(t) = x; + xot. Vi bérjar med tvanormen. A
och b har 2n+ 1 rader och ser ut som:

1 —-n 0
1 —(n—-1) 0
A=1]1 -1 ,b=10
10 1

| 1 n ] | 0 |

P& rad n+ 1 star 1 i vektor b. Vi noterar att vi kan utnyttja foregdende
uppgift eftersom A har ortogonala kolonner.



Losningen blir alltsa

§n+1 gn(n+1)(2n+1)/6 }1 [ cl) ] B [

Den rata linjen ges alltsd av f(t) = x1 +xt =1/(2n+1)+0- t eller
f(t) =1/(2n+ 1) (konstant oberoende av t).

x=(ATA)IATh =

1
2n+1

0

|
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Nu till maxnormen (co-normen). Man gissar att
f(t)y=1/2

ty da ar

1= f(t)] = |0 f(t)].
Det méste gilla att 7(0) = 1/2 ty annars &r |1 — £(0)| > 1/2 eller
|f(0)] > 1/2. Derivatan maste vidare vara noll annars dr nagon av |f(1)]
eller |f(1)| storre n 1/2. Slutligen ettnormen. Man gissar att f(t) = 0,
som ger normen ett. Om f(t) = & sa ar

|Ax — blly =206 +1— 6 > 1.

Om f/(t) # 0 sa blir |f(=1)| + |f(1)] > 1.

Slutsatsen ar att vi far tre parallella linjer och att maxnormslinjen
paverkas mest av utliggaren. Ettnormslinjen paverkas minst och
tvanormslinjen ligger emellan de andra tva.
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Antag att A € R™%" har rang n. Visa att AT A ar positivt definit.
Svar.
Vi kollar:

XT(AT A)x = (Ax)T (Ax) = [|Ax]3

Det sista uttrycket kan inte vara negativt (det ar ju en norm). Sa fragan
ar om det kan vara noll aven om x # 0.

| Ax|]2 = 0 — Ax =0

vilket inte kan intraffa eftersom A har full kolonnrang enligt
forutsattningarna.



Antag att A € R"™" &r bade ortogonal och triangular.
@ a) Visa att A ar diagonal.
@ b) Vilka diagonalelement har A?

Svar.

@ a) Antag att A &r reell och undertrianguldr. Eftersom A dessutom
ar ortogonal giller att AAT = I. Innerprodukterna mellan forsta
raden i A och kolonnerna i AT blir

41,1 °41,1,4d1,1 * 821,411 * 43,1,---,4d1,1 * dn,1

eftersom forsta raden i A endast innehaller ett element skilt fran
noll (ndmligen a; 1). Men eftersom forsta raden i enhetsmatrisen
har nollor utom i forsta positionen maste

a1 =431 =...dp1 = 0.

Vi kan nu utnyttja induktion och upprepa resonemanget for andra
kolonnen i A osv.

® b) Det maste gilla att aj , = 153 att a,, = +1.



n=2:
| — 1 0 | a1 0 dil1 a2
10 1| | ay ax 0 ax»

_ afl di1d21 _ a%l 0 _ +1 0
ar1ail 3%1 + 352 0 352 0 =1
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Antag att den partitionerade matrisen nedan &r ortogonal (A och C ar
kvadratiska). Visa att A och C méste vara ortogonala och att B = 0.

o c]
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Antag att den partitionerade matrisen nedan ar ortogonal (A och C ar
kvadratiska). Visa att A och C méste vara ortogonala och att B = 0.

A B
0 C
Svar.
Detta ar en form av generalisering av foregdende ovning. Vi kollar:
I 0] [AB] ' [A B
(V) 10 C 0 C
_ATO AB_ATA ATB | 1o
| BT CT 0 C| | BTA B'B+C'C | |0 |
Detta innebar att ATA =1, s3 att A ar ortogonal. AT B = 0 skall vara
nollmatrisen vilket, eftersom A ar ortogonal och darmed ickesingular,

medfor att B = 0. Detta medfor slutligen att C ar ortogonal, ty
B"B+CTC=1.
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(")vning 12

Antag att x och y loser problemen
min ||Ax — b||3 resp. min||(A+ E)y — b||3
x y

y ar alltsd losningen till ett stort problem. Studera
minstakvadratproblemet min, ||Ax — b||3 ur stérningssynpunkt d3

10 by
A=10 6 |,0<é<<l,b=| by |,bs# 0.0ch da vistor A
00

b3
med E

,0<e<<d<< L.

m
Il

o oo

n oo
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Svar. Vi sitter upp normalekvationerna AT Ax = AT b och far

ATAX:[é 0 ]X=ATb:[ br ]—>x=(ATA)_1ATb:

52 obo
by
by /5

Vi satter nu upp normalekvationerna fOr det storda problemet, dvs.
(A+E)T(A+E)y=(A+E)Th.

0

T 11 _ T, by
(A+E) (AJrE)y—{O 524 &2 ]y—(A+E) b_{5b2+5b3 } —

y=(A+ET(A+E) Y (A+E)Tb=

b1 [ b
dby+ebs ~ dby+ebs
§2+e? 52

- S 0 o 2 0
vxx 5| g | =1ERsn | g |
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(")vning 13

Vi har modellen e®* = b och vill bestimma «. Formulera ett
ickelinjart och ett linjart minstakvadratproblem. Los problemen
exakt dd antalet observationer ar m =2 ochdart; =1,t, =2
samt b, = 1/2. (Den optimala Idsningen beror alltsé av b;.)
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(")vning 13

Vi har modellen e®* & b och vill bestamma «. Formulera ett ickelinjart
och ett linjart minstakvadratproblem. Los problemen exakt da antalet
observationer &r m =2 och dar t; = 1,t, = 2 samt b, = 1/2. (Den
optimala 1&sningen beror alltsd av b;.)

Svar.

Ickelinjart minstakvadratproblem:

min ||e®t — b||3
«
Linjart minstakvadratproblem:
min ||at — log(b)][3

(03

For antalet observationer m = 2: Ickelinjart minstakvadratproblem:
min(e®® — by)? + (€22 — by)?
(0%

Linjart minstakvadratproblem:

min(at; — log(by))? + (at; — log(b2))?
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Forst for antalet observationer m = 2 vi | “oser ickelinjart
minstakvadratproblem. Vi vill |osa:

(e = bu)? + (2 — b)), = 0

och deriverar ickelinjart minstakvadratproblem:

((e™™ — by)? + (e — by)?)), = 2t (™™ — by) 4 2tre*2(e™2 — by).

D3 t; =1,tp =2 och b, = 1/2 vi far ekvationen:

0 = e¥(e”—by)+2e*?(e™?~1/2) = e —bye™+2e** —>* = 2e**—be”.

och 2e** = p;e®, logaritmerar med log, :
log(2) + 4a = log(b1) + «,

4o — o = log(by) — log(2),

. log(by) —log(2)
3
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Nu for antalet observationer m = 2 vi loser linjart minstakvadratproblem.
Vi vill losa:

((atr — log(b1))? + (at> — log(b2))?),, = 0
och deriverar linjart minstakvadratproblem:
((aty—log(b1))*+(aty—log(by))?)., = 2t (aty—log(by))+2ta (s —log (b))
D3 t; =1,t, =2 och b, = 1/2: vi far ekvationen:
0= —log(b1) +2(2c — log(b2)) = 5a — (log(b1) + 2log(bz))
och 5a = log(b1) + 2log(b2),

o log(b1) + 2 log(b2) _ log(b1) + 2 log(b2)
5 5 '
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