Numerisk Analys, MMG410. Lecture 10.
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Ickelinjara ekvationer (Konvergensordning)

Hur skall vi karakterisera de olika konvergenshastigheterna for

halvering, sekant och Newton?

_ *
Om f(x*) =0 och lim Pl =] = C konstant < oo
k—oo |xx — x*|"

sa sager vi att metoden har konvergensordning r.

@ om r =1 och C < 1 s3 har vi linjar konvergens
@ om r > 1 s3 har vi superlinjar konvergens

@ om r = 2 sd har vi kvadratisk konvergens

Vad innebar r =17 Om xp ligger tillrackligt nara x* sa galler att:

Ix1 — x*| = Clxo — x*|, |x2 — x*| = C|xy — x*| = C?|xg — x*|

Dvs. |xx — x*| =~ CK|xp — x*|.
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Ickelinjara ekvationer (Konvergensordning)

[xk+1 — x*| = Clxx — x*|". Antag att |xp — x*| = 0.1 och C =0.1,
da ar |xx — x*|:

linjar superlinjar kvadratisk
k r=1 r = 1.618 r =2
0 le-1 le-1 le-1
1 le-2 2e-3 le-3
2 le-3 6e-6 le-7
3 le-4 3e-10 le-15
4 le-5 be-17 le-31

Normalt (néra I6sningen for sekant och Newton) ar:
@ Halveringsmetoden linjar med C = 0.5.
@ Sekantmetoden superlinjir med r = (14 /5)/2 ~ 1.618
@ Newtons metod kvadratisk konvergent (om enkelrot)



Ickelinjara ekvationer (Konvergensordning)

Exempel: 16s med Newtons metod och halveringsmetoden
x10—a=0, a=10%"

Anvand det urusla startvardet a ([0, a] for halveringsmetoden).

Uruselt eftersom x* = 10.
Newtoniterationen blir

10

X a n a 9
X = XK — = —X — x~ —X
S T B AT A T
for stora xi, sa att
i1 = X7 = x| & [gxk] = g1k — x

. ° o e _ 9
dvs. vi far linjar konvergens med C = 5.



Example: halveringsmetoden, sekantmetoden och

Newton's metod for f(x) = x1° — 101 =0

Startvirde i Newton's metod: x(1) = 101°, tolerance = 10e-15. For
halveringsmetoden: [n, p] = [0,10%°]. Startvirde i Sekantmetod:
x(1) =5.0,x(2) =17.
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Ickelinjara ekvationer (Konvergensordning)

Konvergensordningen ar definierad som ett gransvarde. Det kan
kravas manga steg innan x ligger s nara x* att den kvadratiska
konvergensen satter igang. Om den kommer igdng. "Snabba men
osakra”.

Hybridmetoder: Anvand "dyra” Newton dar det |onar sig och en
billig metod for ovrigt.

Vilken metod ar billigare? Newton eller sekant?

Sekantmetoden kraver ett funktionsvarde i varje steg. Newton
kraver bade ett funktionsvarde och en derivata men konvergerar
snabbare (nara nollstallet).

Vi ar normalt inte intresserade av att minimera antalet iterationer.
Det viktiga ar den totala kortiden och minnesbehovet.

o fa komplexa iterationer
@ manga enkla iterationer



Ickelinjara ekvationer (Metodoberoende feluppskattningen)

Givet approximationen X och det exakta vardet x*, hur ska vi
uppskatta |% — x*|? Det vi kan berdkna ar residualen f(X).
Medelvardessatsen:

F(%) = F(x") + (£ = x)F(€), & € (%,x7)

Antag att /(&) ar kontinuerlig med M = min |f'(€)], £ € [&, x*].
Om da M > 0 giller att |x — x*| < |f(X)|/M

M kan vara noll. Tag f(x) = x2 (s& nollan ir dubbelrot). D3 ar
bide 7(0) = 0 och '(0) = 0. Nu ett exempel:

f(x) =1/x —1/10,% = 11, £(%) = 1/11 — 1/10 = —1/110,

) 1/11 —1/10|

PO = 1/€2, |5 — x| < M2~ 1100

f ar strangt avtagande med f(9) > 0 och f(11) < 0 varfor (9,11)
innehaller precis en rot. Beloppet av derivatan 1/x? ar stringt
avtagande. Det minsta virdet p3 derivatan ir 1/112.
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Ickelinjara ekvationer (Metodoberoende feluppskattningen)

| praktiken ar det svart att berakna M, sa en vettig approximation
ar f(X)/f'(X). | Newtons metod fér vi denna approximation pa

kopet: () ()
X X
TS ) 79T )

Om x* = xj41 sa ar f(X)/f'(X) en uppskattning av felet i x;. Nu
ett exempel med foregdende problem, f(x) =1/x — 1/10.
Newtons metod lyder

1/x; —1/10
Xj+1 = Xj — 2



Ickelinjara ekvationer (Metodoberoende feluppskattningen)

x = 1;

for j = 1:10
f =1/ x() - 0.1;
fp = -1 / x(j)"2;
q =1f / fp;
x(j +1) =x() - q;
e(j) =x(j) - 10
a(j) = q;

end

fprintf( ...
’ X e

disp([x(l:end-1)’, e’,

A

A
b

%
i h
%

rror

a’l)

update
error
approx. of error

approx err\n’)
% print a table



Ickelinjara ekvationer (Metodoberoende feluppskattningen)

= = = O O 00 01 W~ =

X

.0000e+00
.9000e+00
.4390e+00
.6953e+00
.1470e+00
.6566e+00
.9882e+00
.0000e+01
.0000e+01
.0000e+01

error
-9.0000e+00
-8.1000e+00
-6.5610e+00
-4.3047e+00
-1.8530e+00
-3.4337e-01
-1.1790e-02
-1.3901e-05
-1.9323e-11
-1.7764e-15

approx err

.0000e-01
.5390e+00
.2563e+00
.4517e+00
.5097e+00
.31568e-01
.1776e-02
.3901e-05
.9322e-11
.3878e-15
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Ickelinjara ekvationer (Avbrottskriterium)

| sekantmetoden far vi inte en sekvens av intervall som innerhaller
roten. Metoden kan ju till och med divergera. s3, hur vet vi nar vi
ska avsluta iterationen? Vi har ett avbrottskriterium som
kontrollerar:

@ k, for att undvika oandliga loopar (divergens, eller for sma
toleranser)

® |xx — xxk—1|, borde gd mot noll vid konvergens, men litet varde
man betyda att det gar l[angsamt

@ |f(xk)|, noll i Iosningen (tdnk ocksa pa |f(xk)|/M)

Forsta forsoket: avsluta om (| = eller):
k > maxit | |xx —xk—1| < toly | |f(xk)| < tolf

maxit (max antal iterationer), toly och tols ges av anvandaren.
Man kan givetvis krava att |xx — xk—1| < toly & |f(xx)| < tols.
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Ickelinjara ekvationer (Avbrottskriterium)

Inte skalningsoberoende: 10°f(x) = 0 borde helst fungera lika bra
som f(x) = 0. Motsvarande for f(10°x) = 0. Toleranserna m3ste
skalas efter problemet.

Andra forsoket: avsluta om:
k > maxit ’ ’Xk —Xk,1| < tO/X’X()’ ’ ’f(Xk)‘ < tO/f’f(Xo)‘

Fungerar inte om xp = 0. Vi skulle kanske kunna uppskatta
derivatan for att fa nagot i stil med |X — x*| < |f(X)|/M. Det ar
inte enkelt att utforma ett sakert och effektivt kriterium. Ett
kriterium gar alltid att lura eftersom vi endast kanner till
funktionen (och kanske derivatan) i ett dndligt antal punkter. Det
finns oandligt manga funktioner som gar genom dessa punkter.
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Ickelinjara ekvationer (Modifierad Newton)

Dyrt och komplicerat att berdkna J(x). Alternativ? Modifierad
Newton: Berikna och LU-faktorisera J(xU)) da och da (inte i varje
iteration).

Differensapproximation av J. Vi vill normalt inte berikna de n?
derivatorna explicit. Om f ar given via en algoritm kanske det inte
ar mojligt att berakna derivatorna. Valj ett lampligt tal h (se
ovning):

f(x + he;) = f(x) + hJe;
eller
f(x + hej) — f(x)

Je,- ~ h

dar ¢; ar kolonn i i enhetsmatrisen.
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Fixpunkter och lite teori

Upprepade tryckningar pd cos-knappen. Tre olika startvarden:

-5.0000e+00 0 2.0000e+01
2.8366e-01 1.0000e+00  5.0808e+01
9.6004e-01  5.4030e-01 9.1788e-01
5.7349e-01  8.5755e-01 6.0750e-01
8.4001e-01  6.5429e-01  8.2108e-01
6.6745e-01  7.9348e-01 6.8143e-01
7.8540e-01  7.0137e-01  7.7667e-01
7.0711e-01  7.6396e-01  7.1325e-01
7.6025e-01  7.2210e-01  7.5624e-01
7.2467e-01  7.5042e-01  7.2742e-01
7.4872e-01  7.3140e-01  7.4689e-01
7.3256e-01  7.4424e-01  7.3380e-01
7.4346e-01  7.3560e-01  7.4263e-01
7.3613e-01  7.4143e-01  7.3669e-01
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Fixpunkter och lite teori

S&, i varje kolonn har vi cos(cos(cos(cos(...cos(xp)...)))). Detta
kan skrivas pa formen xx41 = cos xx

@ lterationen verkar konvergera

@ Gor den det alltid?

@ Hur snabbt konvergerar den?

@ Kan vi anvanda detta till nagot?

Om vi konvergerar galler, i vart exempel, att x = cos x dvs.
gransvardet ar losningen till en ekvation.

>> [x, cos(x), x - cos(x)]
ans = 7.3909e-01 7.3909e-01 0

Lat oss trycka pa x° knappen istillet. Vi noterar forst att om
xp < 0 s3 ar alla efterfoljande varden ickenegativa. Det racker att
studera ickenegativa varden med andra ord.
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Fixpunkter och lite teori

Tre saker kan intraffa:

@ Om 0 < xg <1 s konvergerar vardena mot 0. T.ex.
0.1,0.01,0.0001, ...

@ xp = 1 medfor att vi stannar i ett.
© xp > 1 medfor att x, — 0.

Punkten ett ar "repulsiv’ i den mening att oavsett hur nara vi
startar ett (om vi inte startar precis i ettan) sa stots vi darifran.
Nollan "attraherar”. Om |xp| < 1 s& konvergerar foljden mot noll.

Vi kommer att studera iterationer av typen xx11 = g(xx) (inte
enbart " knapptryckningsfunktioner”) dar g ar kontinuerligt
deriverbar. Om x, konvergerar x, — x* galler att x* = g(x*). Vi
kallar g en fixpunktsiteration och x* en fixpunkt. Startar vi i en
fixpunkt far vi tillbaka den.
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Satt upp Newtons metod for foljande problem:
o
sin(x) + cos(y) = 2,
cos(x?)y + sin(y?)x = 3.

(cos(x))?sin(y) = sin(x?),
(sin(y))? cos(x) = cos(y?).
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