Numerisk Analys, MMG410. Lecture 12.
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Interpolation

For i tiden gallde raknesticka och tabeller. Berakna /1.244 givet en
tabel 6ver y = \/t, y-virdena &r givna med fem siffror, och

t =0,0.01,0.02,...,9.99, 10.00.

Mer realistiskt, nu for tiden, vore en tabell, tx, yx, k =1, ..., n dar vi av
nagon anledning inte kan berdkna y(t) for alla t (m3ttekniska problem,
gamla data).

Hur ska vi ga tillvaga? | skoltabellen fanns réda tal mellan y-vardena,
differenser, for att underlatta linjar interpolation

t y
1.22 1.104545
1.23 1.109144
1.24 1.113645
1.25 1.11804,
1.26 1.122545
1.27 1.126944

44 i 1.118044 ska tolkas som 10%(1.1180 — 1.1136).



Interpolation

Givet (tx, yk) och (tkt+1,yk+1) soker vi y-varden svarande mot t,
ty < t < tygs1. Linjar interpolation ger

(t— tk)yk+1 — Yk

Y= Yyk+
ter1 — Bk

S3 i exemplet (vi ska rikna y = /t for
t=1244t,1 =125t = 1.24,y(t’k) =YKk = 1.1136,y(tk+1) =
Yk+1 = 1.1180, yx 1 — yx = 0.0044):

0.0044

Felet ~ —1.3-107°.

Andra tillampningar som nyttjar interpolation ar kvadratur
(integration), 16sning av randvardesproblem, forenkling av
funktioner, harledning av metoden (t.ex. sekantmetoden).



Interpolation

Allmant har vi (tx, yk),k =1,...,mmed t; < ty < ... < tp, och vill
hitta en funktion (polynom i denna kurs), p, sd att

p(tk) = yk, k =1,...,m. Ibland lagger man dessutom pa krav p3
derivator, s.k. Hermite-interpolation.

Lat oss anta att det finns en underliggande funktion, f, (i exemplet
\/) som vi vill interpolera. Denna funktion ar inte alltid kand.

Vi kanner y1, y» som ar approximationer av f i tvd punkter

t; < tp,y1 = f(t1) + 01 samt y» = f(t2) + 2 och vill approximera
f(t)darty <t <ty

Vi bestammer nu interpolationspolynomet, p, som uppfyller
interpolationsvillkoren: p(t1) = y1 samt p(t2) = y2. Tva villkor
bestammer en konstant- eller en linjar funktion sa vi kraver att p
har grad < 1. Ansatt p(t) = x1 + xot vilket ger foljande linjara
ekvationssystem:



Interpolation

atxet=y | Jxa= (tayr — tiy2)/(t2 — 1)
X1 + Xty = yo x2=(y2 —y1)/(t2 — t1)

sa att
byi—tiys  y2—n 2—xn
t) = t= t—t
P() th — t1 +t2—t1 }/1+( 1)t2—t1
——

X1 X2
Observera att den andra omskrivningen svarar direkt mot
tabellrakningen. Felet, p(t) — f(t) kan skrivas enligt:

f(t2) + 02 —(f(t1) + 01)

p(t) —f(t) = f(t1) + 01 +(t—t;) —2 N f(t) =
- =~ —_— -t
berdknad  exakt Y1

f(t2) — f(tl) 1)
ey AR f § —
g (t) +o1+ (¢ tl)tz_tlJ

pr(t) ps(t)

f(t1) 4+ (t—t1)
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Interpolation

Lat oss infora de tva polynomen pr och ps sadana att

pr(ti) = f(t1) = f(t2) + (t1 — tl)%7 (1)
0
pr(ty) = F(12) = F(t2) + (1o — 1) 1 12) = F(81) ©

-t

f(t2)—f(t1)

resp.

ps(t1) = 01 = 61 + (t1 — t1) ; 3)
th — 1
0
5y — 6
ps(te) = 0o = b1 + (t — ty) ——> (4)
th — t1
(52—51

D3 ar tydligen p = pr + ps.



Vi vet redan:

f(tg) ) *(f(tl) + 51)

~~

p(t) — f(t) = f(t1) + 01 +(t—t1) —2 N f(t)=
~—~ ~ S—— th — 1
berdknad  exakt )%!
f(tx) — f(t dp—§
f(t) + (t — tl)M —F(t)+ 61+ (t— 1) —=——
th — t1 bh—t

~~

pr(t) ps(t)

Detta kan man direkt se frdn det linjara ekvationssystemet,
[osningen x beror ju linjart pd hogerledet.

p(t) —f(t) = pr(t) + ps(t) — F(t) = pe(t) — F(£) +  ps(t)
~~~ ~~ SN——— S~~~
berdknad  exakt approxim.fel avrundningsfel

De tva delarna i felet kan tolkas som foljer: ps(t) — f(t) anger hur
val pr approximerar funktionsvardena om de hade varit utan fel.
ps(t) interpolerar (avrundnings)felen i tabellvardena.



Interpolation (Felets utseende)

L3t oss nu uppskatta felet e(t) = f(t) — pr(t) (denna hirledning kan ratt
Iatt generaliseras till polynom av hogre gradtal). Vi antar att t # ty, tp ty
e(tl) = e(tg) = 0. Infor

B (Z — tl)(Z — tz)
(t—t)(t— )

g(2) = e(2) e(t)
dar vi betraktar t som en fix punkt, g beror alltsd av z. Det galler att
g(t1) = g(t2) = 0 och dessutom ar g(t) = 0:

(t—t1)(t — t2)
(t—t)(t— o)

g(t) = e(t) - e(t) =0, (5)

B (t1 — t1)(t1 — 1) B
g(t) = e(t) =y, (0 =0 (6)
g(t) =e(t2) — (&2 — 0)(2 - t2)€(t) =0. (7)

(t—t)(t—t)

g har alltsa tre distinkta nollstallen varfor, enligt medelvardessatsen,
g’'(z) har tva distinkta nolstallen. g”(z) har alltsa ett nollstille, kalla det
0 € (t,t1, t2) (det minsta intervall som innehaller t, t1, to).



Vi deriverar nu g (med avseende pd z och far (ty grad pr < 1):

2e(t)
(t—t)(t— t2)

2e(t)

g'(z2) =¢€"(2) - =f"(z) -

Eftersom g”’(8) = 0 kan vi I6sa ut e(t) frén

" Ry 2e(t) o
g'(0)=f (@‘m—@

och far

e(t) = F(1) — pr(r) = )
—_———

approxim.fel

(t—u)(t - t),

var 0 € (t, t1, t2) (det minsta intervall som innehdller t, t1, to).

(t—t)(t—t)

24



Interpolation (Felets utseende)

Felet &r noll da t = t; eller t = to. Faktorn (t — t1)(t — t2) mater
hur langt t ligger fran ndgondera andpunkten. Om t; < t < tp sd
antar (t — t1)(t — t2) sitt mest negativa varde di t = (t; + t2)/2.

f"(0) ar ett matt pa krokningen hos f, dvs. hur mycket f "buktar
ut” fran en rat linje. Om krokningen ar noll, f”(0) =0, sa ar f
linjar och felet ar noll.

Krokningsradien, R = (1 + ('(6))?)3/2/f"(6). Krokningen ar 1/R.
Antag att vi tar med fler punkter och interpolerar med ett polynom

av hogre gradtal. Kommer felet i approximationen att minska? Vi
kan forst se pa den allmanna satsen:
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Interpolation (Felets utseende)

Om pr interpolerar f fér de n t—vardena t; < tp < ... < t, sa
galler att

(n)
f(t) — pr(t) = f |(9)(t —t1)(t — t2)...(t — tn)
N——— n:

approxim.fel

dar 6 € (t, t1, ta, ..., tn).

n! ser lovande ut, men resten ar inte |att att bedéma (0 kanner vi
t.ex. inte till). sd vi ser pd vart exempel istallet.

p(t) = £(t) = pr(t) — £(2) + ps(t)

sa aven om vi kan gora pr(t) — f(t) mindre kommer ps(t), som
svarar mot avrundningsfelet i tabellvardena, att vara tamligen
konstant, 107> — 107°.
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Interpolation (Felets utseende)

Situationen andras om tabellvardena hade givits med mindre fel,
anta att 93 = §2 = 0. | exemplet hade da felet i approximationen
varit 107% med tva punkter (forstagradspolynom), ~ 108 med tre
punkter (andragradspolynom), ~ 10710 med fyra punkter och

~ 10712 med fem punkter.

Observera att felet beror pd hur t-punkterna ligger relativt den
punkt dar vi vill approximera f.

Sa det kan Iona sig att hoja gradtalet forutsatt att tabellvardena
inte har for stora fel. Polynom av hoga gradtal ar dock inte
latthanterliga, mer om detta senare.

Kan vi anvanda polynomet for att extrapolera (g& utanfor [ti, t,])?
Vi vet att |p(t)| — oo nar |t| — oo (om inte p ar konstant), sa det
kan vara vanskligt. Polynom kan vaxa snabbt!
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Interpolation (Entydighet)

Det star polynomet i bestamd form, detta pga. att det alltid
existerar och ar entydigt.

Interpolationsproblemet: hitta ett polynom p med grad hogst n — 1
sadant att p(tx) = yk, k =1,2,..,n, dar alla (tx, yx) ar givna och
th <t <..<t,

L3t oss anta att existensen ar given och studera entydigheten.
Antag att det finns ett annat polynom q av grad < n— 1 som
interpolerar data. Det galler d3 att

p(tx) — q(tx) =0,k =1,2,..,m. Polynomet p — q av grad

< n—1 har alltsd n distinkta nollstallen. p — g maste séledes vara
nollpolynomet och p = q. Polynomet behover inte alltid ha grad
n—1. Om vi t.ex. valjer punkterna y, = t,%, k=1,2,...,10 sa
klarar vi oss med p(t) = t2 fastian n = 10.

Nu till existensen. Den gar att bevisa pd flera satt. Vi kommer att

anvanda ett konstruktivt bevis. Antag att vi har n = 3 punkter.
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Interpolation (Lagranges form)

Har foljer interpolationspolynomet pa Lagranges form:

(t—t)(t — t3) (t—t1)(t — t3) (t—t)(t — t2)

p(t) = Na-—w)tn-t) Ple-u)t-t) (k- a)s—t)

En fordel med denna form péd polynomet ar att den ar latt att stalla upp
och att den kan vara anvandbar vid teoretiskt arbete. Formen lampar sig
dock inte sa val for numeriska berdkningar (ménga operationer). Det
finns ocksa risk for under- och overflow om man inte tanker sig for.
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Interpolation (Lagranges form)

Given a set of k + 1 data points
(%0, %0)5 - -+ (X5, ¥), - - -, (X, y) where no two x; are the same, the
interpolation polynomial in the Lagrange form is a linear combination

k
L(x) =Y yti(x)
j=0
of Lagrange basis polynomials

éj(X) = H X — Xm _ (X*XO) (X*Xj_1) (X7Xj+1) (Xka)

oy X — Xm0 —x0) (= xim1) (5 = x41) (g —x)
m#j

where 0 < j < k.
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Example

Interpolera funktionen f(t) = t? pd 1 < t < 3, i punkter:
t1 =1,tpb =2,t3 =3.

Svar:

Vi har: y; = f(l'l) =1,y = f(tz) =4 y3 = f(t3) =0.
Har foljer interpolationspolynomet pa Lagranges form:

L(t) = (t —t)(t — 13) (t—t1)(t — t3) (t—t1)(t—t;

~

t-t)(n—t) (- t)e—ts) (ts—t)(ts— ¢

-2 t-3 t—1 t-3 t—1 t—2
ty)=1.— .-~ 44. -~ ~“4g9g.___~ .- %
L(t) 1—2 1—3+ 2-1 2—3+ 3-1 3-2

= t2.
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Interpolera funktionen f(t) = t3 p& 1 < t < 3, i punkter:
=1t =2t3 =3.
Har foljer interpolationspolynomet pa Lagranges form:

(t—t)(t — t3) (t—t1)(t — t3) (t—t1)(t — )
(h—t)(th—ts) “(—t)(—t3) " (ts—t1)(ts — 1)

L(t)=wn
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Example

Interpolera funktionen f(t) = t3 pd 1 < t < 3, i punkter:
t1 =1t =2,t3=3.

Svar:

Vi har: y; = f(tl) =1y = f(t2) =8,y3 = f(t3) = 27.
Har foljer interpolationspolynomet pa Lagranges form:

(t— )(t—t3) (t—n)(t—1t) (t—n)(t—t
(h-6)a—t) (-t)(—1t) (- 0)s—b)

~—

L(t)=xn

t—2 t—3 t—1 t—3 t—1 t—-2

(ty =1 —— . —— AR (S —

() 1-2 1—3_'_8 2—-1 2—3+ 3—1 3-2
= 6t> — 11t + 6.
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Interpolation (Vandermondematrisen)

Ett annat satt att konstruera polynomet ar att satta upp ett
ekvationssystem som vi gjorde i det linjara fallet. S3 vi ansatter
p(t) = x1 + xat + x3t2. Interpolationsvillkoren ger da:

1 tf X1 Vi
1 b t22 X2 = )2
1 t3 t32 X3 V3

| linjaralgebrakursen brukar man visa att en sddan matris, en
Vandermonde-matris, ar ickesingular om alla t-vardena ar distinkta.

Detta system ar latt att formulera men relativt dyrt att I0sa
(kubisk kostnad) men det finns snabbare metoder som utnyttjar
matrisens utseende. Normalt har man dock inte speciellt hoga
gradtal. Det ar dock billigt och stabilt att berdkna p(t).
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Interpolation (Horners metod)

Man anvander normalt Horners metod for detta. Exempel med
n=4.

X1 + xot + x3t% 4 x4t2 = x1 + t(x0 + t(x3 + txa))

Detta skrivs lampligen i en loop, men jag har anvand sekvensiell
kod: p=xa, p=x3+tp, p=x2+ tp, p = x1 + tp. Detta kraver
n—1+ resp. *.

Man kan se Vandermonte-harledningen som ett specialfall av
foljande. Vi ansatter

p(t) = x1¢1(t) + x22(t) + ... + Xo—1¢n-1(t) + Xa¢n(t)

¢k kallas basfunktion och i Vandermonte-matrisen anvander vi
bi(t) =t 1,

Ett problem med Vandermontematriser ar att de kan bli
illakonditionerade.
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Interpolation (Horners metod)

Exempel

Antag n = 4 och tag t-vardena
t;=01=10"1t%=02=2-10"1,t3 =03 =3-10""! och
ts = 0.4 =4-10"L. Matrisen kan da skrivas

1071 1072 10-3
2-100* 4.1002 8-10°3
3-100* 9.107% 27-1073
4-107' 16-1072 64-10°3

[ I WY

Konditionstalet dr ~ 2 - 103. Anledningen till det stora konditionstalet ar
att basfunktionerna liknar varandra (kolonnerna blir nastan linjart
beroende).
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Ett satt att fa ner konditionstalet ar att anvanda andra
basfunktioner. Lat oss ta bokens forslag.

t—(t+ 1:,,)/2)"1
(tn —t1)/2

Den transformerade variabeln ligger i intervallet [—1, 1]:

oo = (

B t—(t1+ty)/2
YE G- )2

Denna transformation leder till det nya konditionstalet ~ 8 i vart
exempel.

<1, te€t,tn)
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Interpolation (Newtons form)

Det finns ytterligare en vanlig framstallning av interpolationspolynomet,
namligen Newtons form. Den ar en kompromiss mellan de tva tidigare.
Det ar relativt billigt bdde att konstruera polynomet och att sedan
evaluera det.

Dessutom ar det mojligt att lagga till nya punkter utan att borja om med
polynomberakningen.

Den allmanna Newtons formen ar:

p(t) =x1+x(t—t1)+x3(t—t1)(t—t2)+... +xp(t —t1)(t— t2)...(t — tr—1)
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Interpolation (Newtons form)

Lat oss se pa specialfallet n = 3.

p(t) = x1 +x(t — t1) + x3(t — t1)(t — t2).

Observera:
yi=p(t1) =x +x(t1 — t1) + x3(t1 — t1)(t1 — t2) = x1, (8)
y2 = p(t2) = x1 +xo(t2 — t1) +x3(t2 — t1)(t2 — t2) = x1 + (2 — t1),
(9)

y3 = p(t3) = X1 +X2(t3 — tl) + X3(1.'3 — tl)(f3 — tg). (10)
Vi far det undertriangulara systemet:

1 0 0

X1 Y1
1 b—t 0 X2 = Yo
1 -t (B3—t)(tz—1t) X3 3

som ju ar enkelt att 16sa (framatsubstitution). Vi ser ocksé att det gar
att lagga till en punkt (en rad underst i matrisen) och vi behdver inte
|6sa systemet fran borjan.
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