Numerisk Analys, MMG410. Lecture 2.
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Framatfelet: |y — y|; Bakatfelet: |x — X|;
f(x)=vx=yif(x)=V2r1l4=7y

Lat y = 1.41421 ...

Framéatfelet: |y — y| = |1.4 — 1.41421]| ~ 0.014 ~ 1%
Bakatfelet: (1.4)? = 1.96 = X,

V1.96 = 1.4 och |x — %| = [1.96 — 2| = 0.04 ~ 4%
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Diskretiseringsfel och avrundningsfel

f(x+ h) —f(x)

! ~
() j

@ For stora h dominerar diskretiseringsfelet, man kan bortse fran
avrundningsfelet.

@ For sma h dominerar avrundningsfelet.
Se approximation av f’(x): kancellation i taljaren fér sma h
och division med litet tal forstarker felet i taljaren.



Diskretiseringen for f’(x): forsta ordningen noggrannhet

Approximativt varde (Taylor's theorem):

)

1" 2
f(x+ h) = f(x)+ f'(x)h + ' (g)h
Q € [x,x+ h
f" h2
f(x+h) — f(x) = f(x)h+ (Sl) .
Dividera med h:
f(x+ h) —f(x) , f"(Q)h
h =0+
f(x+ h) — f(x f'(Q)h
I A
F(x) ~ f(x+ h)— f(x).
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Trunkeringsfel for f/(x)

Trunkeringsfel:

F(@h  flx+h)—Ff(x) )
2 h '

Lat M < |f"(Q)], da trunkeringsfel € &r bounded med

Mh
e —.
2

Vi fick for f’(x) forsta ordning noggrannhet.



Diskretiseringen for f'(x): andra ordning noggrannhet.

Approximativt varde (Taylor's theorem):

'R f"(Q)h’
2! * 3!

f//(X)h2 f///(Q)h3
20 3l

(x) f(x + h) = f(x) + ' (x)h +

() f(x — h) = f(x) — f'(x)h +

f///(Q) h3
3!

f(x+h)—f(x—h)=2f"(x)h+2

2'r (Q)h3
3!

2f'(x)h = f(x + h) — f(x — h) —
Eller
f(x+h) —Ff(x—h) 2f"(Q)h®

F(x) = _
(x) 2h 31 2h




Trunkeringsfel for f'(x): andra ordning noggrannhet.

Trunkeringsfel:

20"(Q)W*  F(x+ h) — f(x — h) F0)
3.2h 2h -V

Lat M < |f""(Q)], da trunkeringsfel € dr begransad med

MHh?
e< —.
6

Vi fick for f'(x) andra ordning noggrannhet.



Diskretiseringen for f”(x): andra ordning noggrannhet.

Approximativt virde (Taylor's theorem):

f”(X)hz f-///(x)h3
20 3l

f”(X)hz f///(X)h3
2! + 3!

() f(x — h) = f(x) — f'(x)h +

(xx) f(x + h) = f(x) + F(x)h +

() + (55) :
2" (x)
2!
f(x+ h) + f(x — h) — 2f(x) — O(h*)
h2

f(x + h) + f(x — h) = 2f(x) + h?* 4+ O(h*)

f(x) =
@ @) g F®
20709 o, FEOORT P 1o st M < 1£9(Q)),

4y _ (
o) =—% 12 h 12

2

M
trunkeringsfel € ar begransad med ¢ < VR och f”(x) har andra

ordningen noggrannhet.



Representation av tal i dator

o Alla tal lagras i ett begransat antal bitar i minnet, vanligen i
binar form.

@ For heltal: lagring i dator ar utan problem. Heltal upp till en
viss storlek lagras exakt.

@ Reella tal lagras exakt utan maste avrundas. Representation
av reella tal kallas flyttalsrepresentation och talen kallas flyttal.



IEEE flyttalsrepresentation

IEEE 754 (Institute of Electrical and Electronics Engineers, Inc.)
definierar enkel och dubbel precision (bland annat).

@ Under 60- och 70-talen hade varje datortillverkare sitt eget
flyttalsystem.

@ En flyttalstandard utvecklades under tidigt 80-tal och foljdes
av tillverkare som Intel och Motorola.

o |EEE standarden har 3 viktiga krav: konsistent
flyttalsrepresentation, korrekt avrundningsaritmetik, konsistent
hantering av exceptionella situationer.
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Flyttalsaritmetik

Flyttal (tal med flytande decimalpunkt):

d d di_
x:i<d0+1+2+...+ﬁ’;_11>66,

var

Har:

@ (3 bas (s vi kommer att ha 8 = 2)

@ e exponent (heltal)

@ t precision

o [L, U] exponentomféang

® dy,k=0,...,t — 1 mantissa (heltal)
Vi antar att = 2 frdn och med nu:
bas |t | L U
2 24 | -126 127 | 32 bitar
2 53 | -1022 | 1023 | 64 bitar
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Flyttalsaritmetik

o |EEE enkel precision: tecknet (“+" 0, “-" 1) 1 bit, exponent 8
bitar, mantissa 23 bitar = 32 bitar:

:I:elez...egdodl...dzz

@ |IEEE dubbel precision: tecknet (“+" 0, “" 1) 1 bit, exponent
11 bitar, mantissa 52 bitar = 64 bitar:

ieleg...endodl...dm

Ett tal # 0 ar normaliserat om djy # 0.
Om B8 =2 sa ar dy = 1 varfor man inte lagrar dp.
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Det finns speciella bitformat for diverse specialfall, t.ex:
[0, -0]

ans = 0000000000000000 8000000000000000
Antalet olika tal raknas som:

2B-1) U —-L+1)+1

och ar
@ 4.2614 - 10° i enkel precision

1.8429 - 10'° i dubbel precision.

Att testa en funktion for alla flyttal i dubbel precision ar
nastan omojligt. 109 tester per sekund ger 584.4 ar.

Minsta positiva representerbara normaliserade talet ar

2L ~1.1710738 j enkel och ~ 2.2 - 10739 | dubbel precision.
Det storsta representerbara talet har storsta exponenten och
ettor i hela mantissan. | enkel precision ~ 3.4 - 1038 i dubbel
~ 1.8 - 10308,

Tal storre an storsta representerbara talet ger overflow och
mindre an minsta positiva representerbara normaliserade talet
ger underflow.



Nar vi skriver i Matlab:

4

e © ¢ ¢

le — 2002 = 10729 ger underflow, svar 0.
12002 ger overflow, svar infinity.

log(0), svar -infinity

sin(1/0), svar NaN (not a number)

exp(log(10000)) — log(exp(10000)), svar :exp(log(10000)) =
10000, exp(10000) = Inf och log(exp(10000)) = Inf och
exp(log(10000)) — log(exp(10000)) = —Inf

exp(log(10)) — log(exp(10)), svar: exp(log(10)) = 10,
log(exp(10)) = 10 och

exp(log(10000)) — log(exp(10000)) = 0.
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Skriv talet i binar form som flyttal i dator.

Flyttal (tal med flytande decimalpunkt):

& d de_
x_i(d0+61+6§+...+5';_1>6e,

Example

—3.25: —[1.625] - 2! = —[1 4+ 0.625] -2*
.
mantissa

Exponenten e = 1 lagras som: 1+ 1023 = 1024 = 2%, Mantissa: 1
kodas inte,

0625—1 —|—1 —|—1 —I—l + —11—|—10—|—1 1+
o = 2X]_ 4X2 8X3 16X4 — 5 2 3
1 1 .
5= 0.5 < 0.625; i 0.25:0.625 — 0.5 = 0.125;0.125 > 0.1257 Vi

far foljande binar representation for —3.25 :
1 10000000000 1010 .... O
tecken | exponent 11 bitar | mantissa 52 bitar




Example

-3.25 i binar form lagras som:

1 10000000000 1010 ....

0

tecken | exponent 11 bitar | mantissa 52 bitar

-3.25 i hexadecimalt (bas 16) form lagras som:

c002000000000000

Bas 16:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9110|1112 |13 | 14 | 15
a b | ¢ d e f

Nu grupperar vi om binar form for —3.25 i 4 bitar:

| 1100 | 0000 | 0000 | 1010 | 0000 | .... | 0000 |

och kodar forsta fyra bitar: | 1100 | = c

1-2341-2240-2140-2°=12=¢
0000 koderas som 0, och sedan
(1010 |- »
1-2240:-224+1-2140-29=10=3a
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Example
—9.28 := —[1.16] - 23 = —[1 + 0.16] - 23

016 = Sxy + +x0 + 2x3+ ~oxg + e+ =
0 = 2X1 4X2 8X3 16X4 32X5 000 =

1 1 1 1
570+ 0o Tt 0
Exponenten 3 lagras som: 3 + 1023 = 1026 = 1024 + 2 =
1210 41 1.21 4 0.20

1 10000000010 0010 ....

tecken | exponent 11 bitar | mantissa 52 bitar
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Example
6.28 = +[1.57] - 22 = +[1 + 0.57] - 22

1
1 1 1 1 1 1
= §+0 —-—+0- §+1 E—i—O 3—2+ —i-ﬁ—i-
Exponenten 2 lagras som: 2 + 1023 = 1025 = 1024 + 1 =
1.21041.20
0 10000000001 10010 ....10...

tecken | exponent 11 bitar | mantissa 52 bitar
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Flyttal-rakning

Om x ar ett godtyckligt reellt tal betecknar vi det avrundade flyttalet
med fl(x) (floating). Normalt (kan dndras) ar fl(x) det flyttal som ligger
narmast x.

Exempel: Lat oss anta att vi raknar decimalt med fyra siffror.

fi(w) = f(3.141592653589...) = 3.142,

1
f1(31415926.53589...) = 3.142 - 10". M)

Hur stort kan det absoluta felet bli vid avrundning till ndrmaste flyttal?
Maximalt en halv enhet i fjarde siffran. Sa om vart tal ar
+51.5>535;...10°¢

(dar s, s, ... betecknar decimala siffror) ar absolutbeloppet av absoluta

felet maximalt 0.0005 - 10°. Relativa felet &r maximalt (for ett

normaliserat tal)

fl(x) — x
X

0.0005 - 10¢
~— 1.0000.... - 10

Denna begransning kallas relativa maskinnoggrannheten 19720

_ = 0.0005



Maskinnoggrannheten € p,4ch

Emach beror pd method, som vi anvénder i avrundning. Definitioner for
Emach TOr precision t:

@ | rounding by choping:

Emach = Bl_p = ﬁ_t

@ | rounding to nearest:

1 1
Emach = 5617,7 = gﬁit

| dubbel precision (n3r t = 53, 64 bits dator) géller att
Emach = 271~ 1.11- 1076 och i enkel precision (nar t = 24, 32 bits
dator) emach =2t~ 6-1078.

chop rounding to 2 digits | to nearest to 2 digits

1.849 | 1.8 1.8
1.850 | 1.8 1.9
1.851 | 1.8 1.9

1.899 | 1.8 1.9
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