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1. Ge kortfattade motiveringar/16sningar till nedanstaende uppgifter! Ett korrekt svar
utan motivering ger inga poéng!

e a) Beriikna k. (A) (konditionstalet i maxnorm), som beror pa o, a > 2, da
a 1
=[5 1]
(1p)

e b) Skriv talet —4.25 i binér form som flyttal i dator. Skriv den sedan i hexadecimalt
(bas 16) form (3p)

e ¢) Lat A vara symmetrisk och positiv definit matris, dim A = n x n. Anvind
definitionen pa positivt definit for att bevisa att A ar ickesingular.

(2p)

e d) Sitt upp Newton’s metod for 16sningen av ekvationen (r — 2)? = 0. Skriv fix-
punktsiterationsmetod som svarar mot Newtons metod. Bestdm fixpunkterna, kon-
vergensordningen i fixpunktsiterationsmetod och i Newtons metod, bestdm ocksa
asymptotisk felkonstant.

(3p)

2. Vi vill hitta ett lokalt minimum till den reellvirda funktion f(z,y,z), z,y,z &r
reella variabler. Vi kan forsoka hitta minimum dér tre partiella derivatorna av funktionen
f(z,y,z) ar noll.

Stall upp ett system av ekvationer fér problemet och formulera sedan Newton’s metod
for detta system nir f(x,y,z) = 23 + y> + 2% + cos(2x + y + 3z). Forsok inte att 16sa
systemet for hand. (3p)

3. Finn polynomet p av grad tre pa Newton’s form som interpolerar punkterna (0, 1), (1, 3),
(2,4) och (3,16).
(3p)

e Vi har en kvadraturformel

[ s gwiﬂxi),

for lampliga punkterna x; och vikterna w;, ¢« = 1,...,n. Hur ser motsvarande
kvadraturformel ut pa intervalet [—2,2] 7
(2p)

e Anvind mittpunktsmetoden (rektangelmetoden) i tre punkter (0,0.5,1) for att

beriikna integralen: fol xdx. (1p)
1



e a) Skriv om foljande problem som forsta ordningens system:

(2p)

("(t) = y(t) + 22(t) — 3(y/(1))*,
=y

a"(t) = y(t) — z(t) — 2'(1),
y(—=1) =0,

y'(=1) = -1,

z(—1) =0,

2 (=1)=1.

\

e b) Sétt upp explicit Eulers eller Framéat-Eulers metod och forsta iteration i den for

problemet

(2p)

y'(t) = t* +sin(y(t)),
y(0) =m/2.

6

Vi har en matematisk modell dar ¢ ar kopplat till ¢ pa foljande sétt:

c~0.01-2%- 10(ﬁ+a)t—7t3

dar «, B och v ar parametrar i modellen. Vi vill bestdmma parametrarna «, 5 och v givet
matvarden (t1,c1), (2, ¢2), ..., (tm,y &m), ¢ > 0. GOr transformation log,, och variabelbyten

(3p)

oh stéll upp ett linjart minstakvadratproblem. Matrisen A samt vektorerna b oh x skall
redovisas! Visa ocksa hur vi erhaller parametrarna fran x.
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e a) ky(A) (konditionstalet i maxnorm) for
a 1
=[5 1]
beriknas som koo (A) = || A||ls * [|[A7 ||oo. Vi berdknar forst A—L:

N
A :{3 fv}

Konditionstalet 1 maxnorm for v > 2 &r:
koo(A) = Ao - [A7 oo = 1 + .

e b) Vi kan skriva talet —4.25 som —4.25 = —[1+0.0625]-2%. Vi ser nu att vi behover
skriva exponenten 2 s& hir: 2 + 1023 = 1025 = 20 + 29 Mantissa: 1 kodas inte,
0.0625=0-1/240-1/4+0-1/8+41-1/16. Vi far foljande binér representation
for —4.25:

|1| 10000000001 | 00010....0 |
expo;gnten mantiss?zr52 bitar
dér 1 ar kod for —, exponenten 11 bitar kodas som 10000000001 och mantissa 52
bitar kodas som 00010....0. I hexadecimalt (bas 16) format: forst vi splittrar till 4
bitar bindr form:

1100 0000 0001 0001 .... 0000
och kodar varje fyra bitar:

1100 = c,
0000 = 0,
0001 = 1,
0001 = 1,
0000 = 0,

Hexadecimalt (bas 16) format for —4.25 &r:
c011000000000000.

e ¢) Definition av s.p.d. matris #r: Vo # 0 27 Az > 0. Om A vore singulir da skulle
det existera x # 0 sa att Ax = 0, men det strider mot antagande att A &r positivt
definit.

e d) Se foreldsningsanteckningarna, s. 174.

Newtons metod ér:
k+1 _ ok f(@*)

 fl(ah)




var k dr iterationsindex, For f(x) = (z — 2)? = 0 Newtons metod &r:

xk —2)2 _a:k+2
- —

k+1 k_(
2k — 2) 2

i =X

Fixpunktsiterationsmetod éar:
" = g ().

I exemplet vi kan ta g(z) = Z2. Fixpunkter: for exakt 2*:

at = g(x),
eller
g(") — 2" =0,
det betyder att
I A 0
Tr — =
2 Y
Fixpunkt &r:
=2,
som ér ocksé exakt 16sning till ekvationen (z — 2)? = 0.
Konvergens:
g/(x) = 1/27
g'(z") =1/2.

Vi har linjart konvergens i fixpunktsiterationsmetoden eftersom |¢'(z*)| = 1/2 < 1.
Attraktivt fixpunkt ar x* = 2.
For att bestdma konvergensordningen i Newton’s metod far vi:

k42 1
k’+1_2:x + ) R k‘_2
:L,kJrl -9 1 ) |I’k+1 . 2| 1
—_— = = — 111’11—:—7
zk —2 2 k—o00 |xk—2| 2

och Newtons metod &r linjért konvergent med asymptotisk felkonstant %

2. Vi infér vektorn a = [x,y,2]" och skriver f(a) istéllet for f(z,y,z). Ekvationerna
blir:

fi = fi(z,y,2) = 32> — 2sin(2x +y + 32) = 0,
fo = fl(,y.7) = 39 — sin(2z 4y + 32) = 0,
f3:= fl(x,y,2) = 32% — 3sin(2x +y + 32) = 0.

Newtons metod kan skrivas:

3(x%)? — 2sin(22* + y* + 32%)
a"tt = a" — [J(a®)]7 - | 3(yF)? — sin(20F + yF +32F) ||
k)2

3( — 3sin(22* + y* + 32%)
dar
62" — 4cos(2z” + y* + 32F)  —2cos(22F + yF + 32F) —6 cos(2zF + yF + 32F)
J(a®) = —2cos(22% +yF 4+ 32F)  6yF — cos(22F + yF 4+ 32F)  —3cos(2zF + ¢yF + 32F)

—6 cos(2zF + y* + 32F) —3cos(22% + yF 4+ 32%)  62% — 9cos(22" + y* + 32F)
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3. For fyra punkter (0,1),(1,3), (2,4) och (3,16) har vi: t; = 0,ty = 1,t5 = 2,4, = 3

och p(t1) = 1,p(t2) = 3, p(ts) = 4, p(ts) = 16.
Interpolationspolynomet av grad tre pa Newtons form é&r:

p(t) =T + l’g(t — tl) -+ $3<t — tl)(t — tz) + .1'4(t — tl)(t — t2>(t — tg).
For ¢t = t; har vi:
p(t) = 1.
For t =ty har vi:
p(tg) =T+ X2 (tg — tl).
For t = t3 har vi:
p(ts) = a1 + a0 - (t3 —t1) + 23+ (t3 — t1)(t3 — ta).
For t = t, har vi:
p(t4) =T + Iy * (t4 — tl) + XT3 - (t4 — t1)<t4 — tg) + Ty - (t4 — tl)(t4 — tg)(t4 — tg).

Undertrianguléra ekvationssystemet ar:

' Loty —t1 (t3—t1)(tz — t2) 0 T3 p(ts)
Loty—ti (a—t)(ts —ta) (fa—t)(ts —ta)(ta —t3)| |74 p(ta)
For vart problemet systemet (0.1) skrivs:
1 000 T 1
1 100 x2| |3
(0-2) 1 22 0| |x3| |4
1 3 6 6 T4 16
Vi loser systemet (0.2) och far: z; = 1,29 = 2,23 = —0.5, 24 = 2, da interpolationspoly-

nomet av grad tre pa Newtons blir:

p(t) =142t —0.5¢(t — 1) 4 2t(t — 1)(t — 2) = 2> — 6.5t> + 6.5t + 1.

e a) Gausskvadratur ar konstruerad for att ge ett exakt resultat for polynom av grad
2n—1 eller mindre med ett lampligt val av punkterna x; och vikterna w;, i =1, ..., n

[ s iz:;wifm),

Om vi ska approximera integral

/a " oy

t ligger i ett intervall [a, b], och x ligger pa [—1, 1], far vi gora en linjir avbilding
till detta intervall:

b—a _i_a—l—b
2 2



I s& fall integral f_22 f(t)dt med n vikter w;,i = 1,...,n och i punkterna x; kan
beréknas som

2 2—(=2) [t .[/2—(-2) —2+2
(0.3) /_Qf(t)dt%T/_lf( 5 T+ 5 >dx
(0.4) ~ QZwi f(2z;).

e b) Mittpunktsmetoden (rektangelmetoden) for f: f(z)dx &r:

/jf(x)dm%(b—a)f(a;b).

I vart fall for tre punkter (0,0.5,1) har vi:

1 0.5 1 2 2
0.5 1.5
/ 22 dr = / 2? dx +/ r? dr ~ 0.5—— +0.5—— = 0.3125.
0 0 0.5 4 4

5.
e a) Sitt
uy(t) = y(t),
us(t) = y'(t),
us(t) = x(t),
ug(t) = 2/ ().
Vi far systemet:

() (t) = ug,

uh(t) = ug + 2uz — 3(ug)?,

ug(t) = s,

w)(t) = u; — uz — Uy,

u(—1) =0,

ug(—1) -1,

uz(—1) =0,

(ug(—1) =1

e b) Se foreldsningsanteckningarna, s. 237, . Explicit, eller Framéat-Eulers metod ér:
k+1

y*tt = yF + hf(th, y) for diskretiseringen y/(t) ~ ¥ h_yk.
Framat-Eulers metod for vart problem &ar:

K+l _ K
) - Y _ (tk)Q —i—siny(tk)
eller
Yy =yt R((E)? + siny (1Y)
Forsta iteration i den for k = 0,1° = 0,y° = y(t°) = y(0) = 7/2 ska vara:

y' =" + h((t°)? +siny(t°)) = 7/2 4+ h(0 +sin(7/2)) =7 /2 + h-1=7/2+ h.



6. Logaritmera modellproblemet
¢~ 0.01-2%. 10+
for att fa:
log,o ¢ ~ log,,(0.01) + alog,y 2 + (B + a)t — 4t = =2 + alog,y 2 + (B + a)t — ~t>.

Samla all termer med parametrar pa véanster sida och termer med kéinda virderna

- pa hoger sida:
alog;n2 + (B + a)t —4t* = logygc + 2

Konstruera matris A for att hitta x = [, 29, 23]7 med 2; = o, 19 = B+a, 23 =7

i minstakvadratproblem min, ||Ax — b||2, dér raderna i A innehéaller
logyo 2, te, —t3], k=1,...,m.

och vektorn b ska vara

logyg cm +2
Sedan o = x1, 8 = 19 — «, 7 = x3.



