Numerisk Analys, MMG410. Exercises 1.
Flyttalsaritmetik.
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1. Vi vet att x = 24.516 ar ett korrekt avrundat varde. Berakna
absolutbeloppen av de maximala absoluta och relativa felen.
Losning:

Absoluta felet < 0.0005 (en halv enhet i sista decimalen (en halv
enhet i fjarde siffran) for x = 24. 31/6/ ).

3ciffror
Absoluta felet raknas: ezps = |x — X[, |x — X| < 0.0005, och

Relativa felet raknas som e, = |X‘;IX| = gfg?g ~2-107°.
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3. X ar en approximation av ett exakt varde x dar |[X — x| < 6. Hur
kan vi uppskatta |f(X) — f(x)| givet funktionen f 7 Vi kdnner X
och § men inte x. Tillimpa resonemanget pa f(x) = 7x + 3
respektive f(x) = x2. Ledning: anvind Taylors formel.

Losning:

Vi vet att egps = [x — X| < J eller =6 < x — %X < § och da

R —6 < x <X+ 9. Taylors formel ger
f(x)=f(X+x—X)=1f(X)+ (x —X)f'(§),€ € (x,X), sa

[£(x) = F(X)] < 0 maxee(z—s,2+) [T (E)]-

1) Om f ar linjar (forsta fallet) s3 ar £ = (7x + 3)), = 7 konstant,
7 i exemplet, varfor absoluta felet begransas av 74:

[f(x) = f(X) <d-7.

2) | andra fallet far vi begransningen 26(|X| 4 0) eftersom
derivatan, f/(x) = (x?),, = 2x, ir stringt vixande: |f(x) — f(%)| <
J maxge(z—5,2+6) | £'(§)| = 6 Maxee(x—6,246) 12§ = 6 - 2(|%[ + 9).
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5. Vi vill berdkna f(x) givet x och den deriverbara funktionen,

f : R — R. Uppskatta konditionstalet x for sma storningar i x. Testa pa
f(x) =cosx da x = § och dax = 7/2 — 4, med litet § > 0.

Losning:

Fragan ar alltsa: hur 3ndras f(x) ndr vi 3ndrar x lite? Taylors formel ger:

f(x + 6x) = f(x) + dxf'(x) + .... Den absoluta férandringen ar:
f(x +dx) — f(x) = dxf'(x). Om x # 0 och f(x) # 0 &r skilda fran noll
kan vi studera relativa forandringar:

f(x +6x) —f(x) _ ox f'(x) x
f(x) TR x

’f(x—l—(?x)—f(x) - xf'(x) | | 6x
f(x) f(x) || x

K

dar ar en uppskattning av konditionstalet. D3 f(x) = cos x fér vi:

xf'(x)
f(x)

| x(—=sinx)

R =

COs X
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Nir x = > 0 (x = 0 ger division med noll; dessutom &r sin0 = 0, s& for
att fa en uppskattning far man titta pa nista term i Taylorutvecklingen)
kan vi gora foljande approximation, for att lattare kunna analysera vad
som hander:

xf'(x)
f(x)

x(=sinx)| _ 52

R =

COos X

eftersom sin x &~ x,cosx =~ 1 for x =6 ~ 0.
Nar x = 7/2 — 0 far vi

x(—sinx)

~

R =

w/2-1
)

(/2 = 6)(sin(r/2 = 5)) ’ ~
cos(m/2 — 0)

COs X

Detta k vaxer som 1/6 och kan bli mycket stort.
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6. Antag att f ar en deriverbar funktion och att ¢ ar en deriverbar
stérning som ar begransad, |0(x)| < e for alla x. Diskutera hur kanslig:
1) derivatan av f r for storningar i funktionen. Dvs. s3g ndgot om
derivatan av f(x) + d(x). 2) Gor motsvarande for integralen,

J2(F(x) + 8(x))dx.
Losning:

1) Derivatan av en funktion behover inte vara begransad dven om
funktionen dr det. Tag t.ex. d(x) = e cos(wx). Funktionen &r tydligen
begransad, men derivatan kan vara godtyckligt stor om vi valjer ett stort

w (hdg frekvensen medfor stor derivata):

(F) +0(x))" = £ = [£'(x) + 0"(x) = £'(x)]
= |(e cos(wx)’| = |we(—sinwx)|.

En liten storning av f kan alltsd andra derivatan godtyckligt mycket.
2) Detta géller inte integralen. Vi har ju:
b
/ 5(x) dx
a

/ (f(x) + 0(x)) dx—/ f(x) dx| = < (b-a)e.
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8. Har foljer en forberedelse for linjara ekvationssystem. Studera hur
kanslig I6sningen, x, ar for storningar i den reella parametern «, da:

i Lo

Vi kan tanka oss detta som en funktion ocksd, namligen den som avbildar
o pa x, sa en funktion fran R till R2. Man kan utnyttja derivator for att
studera problemet, men man kan ju dven I6sa ut x som funktion av

a: x = x(a). For vilka « &r x kanslig for forandringar i o ?

Losning:

Vi kan berikna x explicit genom x = A~1b forutsatt att inversen
existerar, dvs. d3 |a| # 1. Berdkning av A™L:

1 1 1 —«a
-1 T _
A detA[C’jll—az{—Oz 1 }

. 1 1 —a I e
T l1-a?2| —a 1 0] 1-a2 —a |
Om |a| = 1 kommer smé& variationer i « att ge upphov till stora
forandringar i x.
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Lat, t.ex. « =1 — ¢ da blir x

) R N EEN

Sma variationer i € ger upphov till stora variationer i x. Berdkningen av x
ar sledes illakonditionerad d3 |« ~ 1.
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9. Upprepa ovanstaende d3 vi har tvd parametrar, o och 3:

a B |1
5o l=lal
Losning:

Vi kan berikna x explicit genom x = A~1b forutsatt att inversen
existerar, dvs. d3 |a| # |3|.

x(a,ﬂ)—aziﬁz[_aﬁ _028} {é}_oﬁiﬁz.[—aﬁ}

som ar kanslig for storningar da |af ~ |4
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14. Antag att vi arbetar med fyrsiffrig decimal aritmetik. Berakna
foljande summor samt de absoluta och relativa felen:

@ 6.278 + 4.039
@ 6.278el10 + 4.039e10
9 6.278e-10 + 4.039¢-10

Losning:

Vi kan klara av alla tre fallen pa en gdng genom att Iata p, nedan, anta
vardena p = 0,10, —10. Det exakta vardet blir

x = 6.278 - 10P + 4.039 - 10° = 1.0317 - 10P*! och det lagras, korrekt
avrundat och i normaliserad form, som £ = 1.032 - 10P*!. Det absoluta
felet blir:

@ Det absoluta felet blir:
|x—%| = [1.0317-10P*1 —1.032-10P*1| = 3..107*.10P*1 = 3.10P~3.

@ Det relativa felet blir: X=*| = 3.10p~3/1.0317 - 10°™ ~ 3. 1074.

Ix|

Notera att de tre absoluta felen blir: 3-1073, 3-107,3- 10713, Det
relativa felet blir, i alla tre fallen, =~ 3 - 10—%.
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15. Visa att addition enligt IEEE ar en stabil algoritm.
Losning:
Vi vet att

fi(a+ b) = (a+ b)(1 +¢€), le| < €mach-
Alltsd galler att

fl(a+b)=3+b,
G=a(l+¢€), b=b(1+e),
h—

|'§_ a| < €mach‘8|, | bl < 6mach|b‘

fl(a + b) &r saledes den exakta summan av tva nagot storda tal.
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17. Ar skalirproduktsberikning med IEEE stabil? Dvs. ar det stabilt att

bilda .
Zxk)/k
k=1

Losning:

L3t oss betrakta specialfallet dd n = 4. For att fa mindre olasliga formler
infor vi o =14k, mk = 1+ e, ( o for summa och 7 for produkt) dar
alla |ex| och |dk| &r mindre ar €mach. Vi har:

fl(x1y1) = x1y1m (vi anvéinder inte o7)

(]

fl(x1y1 + x2y2) = [x1)am1 + Xay2m2]o2

(]

f(xiy1 + xoy2 + x3y3) = ([xay1m1 + xayama]oa + x3y37m3)03.

fl(x1y1 + Xoyo + X3y3 + Xaya) =
[([x1y171 + Xoyom2]02 + X3y37m3)03 + XaYaTa]os.

Allmant galler tydligen, om vi infor o}, = 0j0j 110k, att:

ﬁ(lel + xoyo + ... + Xn}/n) = X1Y1T102:n + X2Y2T202:n + X3Y3M303:p
+ oo + Xk Yk TkOkin + - + XpYnTnOp-
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Med véra antaganden om flyttalsaritmetik kan vi skriva detta

f/(z xkyk) = xiy1(1 + ney) + Zxkyk(l +(n—k+2)€)
k=1 k=2

dar alla |€} | < €mach. Om vi t.ex. sdtter % = xk+/1 + (n — k + 2)€}, och
Ik = yk\/1+ (n— k + 2)€, s3 galler tydligen att:

A ) = > R
k=1 k=1

Om d& nemaqp ar tillrackligt litet s3 ar den beraknade skaldrprodukten en
exakt skalarprodukt av naraliggande varden och algoritmen ar stabil.
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18. Vi har ett flyttalsystem med basen 8 = 10, precision t = 4, och
exponentomfang L = —10 och U = 10. Vilket ar det storsta respektive
minsta positiva talet i detta system?

a) Om systemet ar normaliserat?

b) Om vi tilliter denormaliserade tal?

Losning:

Flyttal (tal med flytande decimalpunkt):

d, d d_
x=+ <d0+ + 24+ >ﬂe,

B B2 pt-t

var
Ogdk§6_17L§e§U7

Storsta talet i bada fallen ar: 9.999 -1010.

=

Aciffror
Minsta normaliserade talet dr 1.000-1071° och det minsta

~—~

Aciffror
denormaliserade talet ar 0.001-10—10

——

4ciffror
Denormaliserade flyttal anvands bara (i IEEE-standarden) kring nollan

och inte kring storsta/minsta tal. Det ar darfor det storsta talet i
b)-uppgiften ar samma som i a)-uppgiften. De storsta talet dr i bada
deluppgifterna normaliserat.
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20. Vi har ett flyttalsystem med basen 10, precision t och
exponentomfing [L, U]. a) Vilka ar de minsta virdena pa t, U och det
storsta pad L sd att bade 2365.27 och 0.0000512 kan representeras exakt i
normaliserad form? b) Om vi tilldter denormaliserade tal
(denormaliserade eller subnormala tal: offra “decimaler” for att fa storre
exponentomfang) ?

Losning:
Flyttal (tal med flytande decimalpunkt):
d d> dy
i(ns e
< BT R B
var

OSdkSB_leSe§U7

a) 2365.27 normaliserat blir 2.36527 -103 med t = 6 och U = 3.
—_—

6ciffror
0.0000512 = 5.12-107% s§ L = —5.

b) Med t = 6 far vi 0.0000512 = 0.00512 1072 s3 L=—
——
6ciffror
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23.

Vi vill 16sa ekvationen x2 + ax + b = 0 d& vi vet att a och b bada ar
positiva och dar a ar mycket storre an b, a >> b. Den matematiska
formeln inte fungerar tillfredsstallande nar vi raknar med avrundningsfel.
Visa att rotterna ar valkonditionerade genom att uppskatta
konditionstalen med formeln som vi harledde pa forelasning 1 (det finns
en stor rot (mycket negativ) och en liten (néra noll)). Visa att den stora
roten gdr bra att berdakna med standardformeln, men att det blir problem
med den lilla. Forsok att hitta en bra algoritm for den lilla roten.
Taylorutveckling ar, som oftast, ett anvandbart redskap i detta
sammanhang.

Losning:

L3t oss kalla den stora (negativa) roten R och den lilla, nara noll, r.
Standardformeln och Taylorutveckling ger:

a a2 4h a 2b  2b?
R=-2 & p="2N1+1-2="2]2-2_ 2 |~
2 4 2 * 32] 2[ a2 at } >
a a2 a 4p al 2b 2b?
=2 p=2 a2 =212 .
g >tV % 2 * 321 2[ ECEE }
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foreldsning 1 (a >> b):

_lal+|b/R| _a+b/a _

kr = R 1
R IR —r| a ’
|al +|b/r| _ a+ b/(b/a)
kr: =~ ~ 2.
R —r| a

Nar vi berdknar r = —3 + \/‘1—2 — b kommer att fa utskiftning av b. | det
mest extrema fallet kommer inte b alls med och approximationen blir
noll. Hur skall vi berakna r? Ett satt ar att anvanda utvecklingen ovan:

Vi kan uppskatta konditionstalen enligt formeln som vi harledde p3
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Ytterligare ett satt, ar att gora en transformation sa att r blir en
dominant rot i det transformerade problemet. Satt y = 1/x (sa att

r — 1/r). Ekvationen x2 + ax + b = 0 dverg3r da till

y?+ (a/b)y +1/b = 0. Om vi anvander standardformeln far vi for den
sokta roten:

18/23



25. Lat f(x) = (¥ —1)/x. Vi vet att f(x) - 1déd x — 0.

a) Bevisa detta genom att berikna f(107%), k = 1,..., 16.

b) Ge kommandot i MATLAB: help expm1

Losning:

Lat oss studera trunkeringsfelet. Dvs. vad ar skillnaden mellan
gransvardet 1 och f(x) = (¥ — 1)/x for x = 0. Taylorutveckling

F(x) = F(x0) + F'(x0)(x — x0) + F"(x0)(x — x0)?/2 + ... for F(x) = e*
och xp = 0 ger:

2 3
1 lx+H el %
€ o= a3 —1+X4~—+
bs X 3!

Sa trunkeringsfelet ar ungefar ‘2,| for sma x.

Nu till avrundningsfelet. Vi antar att fl(e*) = e*(1 + €) med |e| < €mach-

D3 galler

X —1 e*(14+e)—1 X —1 e*
f/[ } S T )b e) = [ +ea—
X X X X

(1+e)(1+e3)

Avrundningsfelet ar:

ﬂ|:e _1:| _e _1’< |:2+1:| €mach-
X X x|

Notera att |x| i namnaren! €pacn ~ 1.11- 10710 i dubbel precision.
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b) Ge kommandot i MATLAB: help expm1

help expm1

expml Compute EXP(X)-1 accurately. expm1(X) computes EXP(X)-1,
compensating for the roundoff in EXP(X).

For small real X, expm1(X) should be approximately X, whereas the
computed value of EXP(X)-1 can be zero or have high relative error.
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26. Vi vill approximera f’(x) med differenskvoten, (f(x + h) — f(x))/h.
Vad ar ett lampligt varde for h? Vad galler om vi anvander
approximationen f'(x) = (f(x + h) — f(x — h))/(2h) ?

Losning:

Diskretiseringsfelet erhalles via Taylorutveckling:

FOx+h) = F(x) () + hF'(x) + B2F7(x)/2 4 .. = F(x)

h h

= f'(x) + gf"(x) + ...

Om vi antar att |f”(x)| < M da trunkeringsfel &r begrinsad med .
Nar vi uppskattar avrundningsfelet antar vi (for att forenkla) att x + h
berdknas exakt (se dock nedan). Dessutom antar vi att

fI(F(x)) = F(x)(1 + ex), |ex| < €macn (vilket kan vara orealistiskt om f ar
en komplicerad funktion).
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p [f(x + h) — f(x)} _ fx+h)(1+ea)— F(x)(1+e) (1t e+ ea)
h h
_ _ flcth) = fx) | L f(x+ h)es — F(x)eg
=..= p +3 P .

Antar vi dessutom att f(x) & f(x + h) far vi uppskattningen:

‘ﬁ [f(x+h/)7 f(x)] - f(x+h/)77 70 ’f(hx)

6€mach-

Det totala felet esoray far vi om vi adderar de tva felen:

f(x Mh
Etotal < ‘(h) 6€mach + >
<~

avrundningsfelet diskretiseringsfelet

Tar vi |h| for litet dominerar avrundningsfelet och om vi tar ett for stort
|h| dominerar diskretiseringsfelet.
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évning:

Berakna diskretiseringsfelet och avrundningsfelet for approximationen
f'(x) = (f(x+ h) — f(x — h))/(2h).

Anvand forelasning 2.
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