Numerisk Analys, MMG410. Exercises 2.
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1. A ar en kvadratisk matris vars alla radsummor ar noll. Visa att
A ar singular.

Losning: Lat e vara vektorn av ettor. D3 ar Ae = 0 = A har
icke-trivialt nollrum.
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3. a) Visa attt matrisen A ar singular.

A=

==
w N =
N = O

b) Hur mianga I6sningar har systemet Ax = [2,4,6]"7?
Losning:

a) A[L,-1,1]" = 0.
b) Ae =[2,4,6]", dvs. oindligt minga I&sningar.
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4. Berakna Al d3

1 0 0
A=|1 -1 0
1 -2 1

Losning:

Inversen berdaknas normalt med LU-faktorisering. Beteckna
inversen med X, s.a. AX = /. Kolonnvis far vi Ax, = ey, dar x,
och ey ar kolonn ki X resp. /. Vi har n linjara ekvationssystem
att losa. A ar triangular vilket forenklar |osningsprocessen. Vi kan i
detta specialfall berakna inversen med tre framat substitutioner.



Problemet kan aven losas via ansats. En triangular matris har en
triangular invers (om den existerar) s.a. (A1), x = 1/ak k.
Ansatsen ger

100 1 0 0 1 0 0
I=|l010|=]|a -10 1 -1 0
00 1 B oy 1 1 -2 1
X A

vilket ger systemet (visa !)

a—1=0
B+v+1=0
—v—2=0

vilket ger « = f =1 och v = —2.



5. A ir kvadratisk med A% = 0 Visa att A ir singular.

Losning:
0 = det(A?) = (detA)? = detA = 0.
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6. Antag att A, B € R™" Visa att (AB)" = BT AT samt
(AB)™! = B~1A~1 (nir A och B ir ickesingulira).

Losning:

a) Vi visar istillet (AT B)T = BT A. Detta ar ekvivalent med det

som efterfragas om vi tar C = AT. Partitionera matriserna
kolonnvis A = [ay, ...,an] och B = [by,...,b,]. Vifir ATB =

a7 ai’by a;’by .-+ a;’b,
ay’ az’b; ax’by -+ ax’h,

[ by by --- b, ] = . _
anT anTbl ap Tb2 T anTbn

Transponatet av ovanstaende blir

i alTbl ar Tbl s+ dp Tbl b1 Tal b1 Ta2 s b1 Tan
aj’by ax’by -+ ax’by bTa; byTap -+ byTa,
i a;’b, ax'b, --- a,'b, b,"a; b,"ay --- bp,'a,

vilket ar lika med BT A. Likheten ovan foljer av att x'y =y x.



b) Det enklaste sattet ar att multiplicera ihop matriserna och se
att vi far enhetsmatrisen:

(AB)BIA Y = ABB HATL = AIATL = AA L = |

Multiplikationen fran andra hallet foljer analogt.
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7. A ir ickesingulir. Visa att (A71)7 = (A7)~ Vi skriver darfor
A~ T

Losning:

Vi visar forst att inversen ar entydig. Om C ar ickesingular och

CX =1, CY =1 foljer C(X —Y) =0, men C ar ickesingular sd
X—-Y=0.

Vidare ir AT(AT)™! = | men det giller dven att
I=A1A=(A1A)T = AT(A )T,
Det foljer att (A~1)T = (AT)!



8. Beskriv, i punktform, hur man IGser systemet

L1 0 X o b

B Ly y |l c |’
L1 och Ly ar undertriangulara ickesingulara matriser. Vektorerna
har partitionerats s3 att de passar ihop med blocken i matrisen.

Losning:

Systemet ar ekvivalent med

L1X:b
Bx+ Ly=c

Algoritm: Los Lix = b, bilda t = ¢ — Bx och 10s slutligen Loy = t.
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10. a) Berdkna LU-faktoriseringen av matrisen nedan. b) Nar ar
matrisen singular?
1 a
3]
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10. a) Berdkna LU-faktoriseringen av matrisen nedan. b) Nar ar
matrisen singular?
1 a
3

Losning:
A 1 a| |4 O | Ui w2
e b || by fy 0 U
L U
_ [ vl lune ]
Ooruir oy -up + 4o - uxp |-

lriunn = 1,011 = a,€o1u11 = ¢, 0o1-u1o+p0 oy = b, 11 =l = 1.

A=l ]le o2

Singular om b = ca. 12/35



11. Visa att en symmetrisk och positivt definit matris A har: a)
positiva diagonalelement; b) "stor diagonal”, aj; + ax x > 2|aj k|;
c) det till beloppet storsta elementet pa diagonalen; d) har positiva
diagonalelement, i D, i LDLT faktoriseringen (Du kan anta att den
existerar).

Losning:

Definition: x” Ax > 0,Vx # 0.
a) Tag x = ek, e] Aex = ay k.

b) Med o = —sign(aj «) och x = e; + oey fas
ajj+a
xT Ax = ajj+ 208j7k + akk > 0= M#k’k > \aj,k]
ajj+ akk
c) |aj k| < “# < max(ajj, ak,k)
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d) Eftersom A ar positivt definit kan man visa att

LDLT -faktoriseringen alltid existerar (dvs. inget pivotelement kan
bli noll). L ir alltsa ickesinguldr och vi kan ta x = L= Te, (ey ar
kolonn k i I). x kan inte vara noll (varfor?) och vi far

0<x"Ax=[L"Te " LDLT[L "e\] = e/ Dey = dy«
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13. Visa att matrisen nedan saknar LU-faktoriseringen:

o
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13. Visa att matrisen nedan saknar LU-faktoriseringen:
01
10

Losning:

Gor ansatsen

hu; =0
e)s g)-[e ) fm
b /3 0 us 101 bhuy =1

buy + Bhuz =0

huy =0= 1l =0 eller uy =0, men da kan inte /fu, = 0 och
/2U1 =1.
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14. Anvand Choleskyfaktorisering for att avgora for vilka «
foljande matris ar positivt definit.

=[5
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14. Anvand Choleskyfaktorisering for att avgora for vilka «
foljande matris ar positivt definit.

a 1
=[]
Losning:

Vi behover antaga o # 0 for forsta steget i Gausseleminationen:

[O‘ 1]—[&1 0 ],[511 £21:|_ Gt 1 - o
b2 i 0 lx loy - b11; 03, + 3,

L LT

= A=LLT,

B Va 0 . .
L= [ 1/Va \/m For att kunna dra roten ur diagonalen

maste @ > 0 och 2 —1/a > 0. Alltsd a > 1/2.
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18. u,v € R". Nir existerar (/ — uv’)~1? Bestdm inversen nir s3
ar fallet (Den har niastan samma form som matrisen sjalv).

Losning:

a) Om matrisen ir singulir existerar x # 0 s3 att (/ —uv’ )x =0
dvs. x = u(v'x), dvs. x maste vara parallell med u. Tag x = u.
Detta ger u =u(v'u) dvs. viu=1. Om v u # 1 ir matrisen
ickesingular.

(I—uv")(I—ouvT) = I—ouv" —uv"+uv ouv” = I—uv’ (1+0—0vTu)

Detta ar enhetsmatrisen om o = 1/(v'u —1) och viu # 1.
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20. Visa att || - ||, p = 1,2, 00 verkligen ar vektornormer.
Losning:

p=1

1) [|x]ls = >"f—1 xk| >0 om x # 0.

2) [lyxlle = 321 lvxil = vl 321 el = ] [Ix[]2

3) lx+ylln =221 X+ vl < 227l + Iyael) = 220 il + 227 el
= lIxllx + llyllx

20/35



p=2:
1) och 2) enkla, visar tredje villkoret.

Ix+yl3=x+y) (x+y)=x"x+2xTy+y"y
< |IxII5 + 2x[l2llyll2 + [lyll3 = (Ix[l2 + [lyll2)?

p = 0o:
1) och 2) enkla, visar tredje villkoret.

I+ ylloe = max e + vi| < max((xe| + lyel) < max |xe| + max |l

= [xlloo + llylloo
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21. Visa att || - ||, p =1, 00 verkligen ar matrisnormer.
Losning:

p=1

1) ||All1 = max; Y_; |aij| sa om A # 0 finns nagot a; j # 0 varfor
1Al > 0.

2) VAl = max; 35 [vaij| = max; 325 [llai | =

7 mas; 3, il = 111]1Al

3) [A+ Blly = max; 32; [aij + bij| < max; >2;(lai ] + [bij]) <
max; 3 i |aj | +max; 32 [bij| = [|Alls + [|Bll1

Nu till submultiplikativiteten. Vi visar ||Ax||1 < [|A]|1]|x||1 forst.
Det foljer fran definitionen av normen

A
Al = max Al
2 T

att ||All1 > ||Ax]|[1/]|x]|1. Nu till ||AB]|;. Antag att max antas for
kolonn k i B:

[ABIl1 = [|Ab[lx < [[All[lbkllx < [|A[l[|Bl}x

p = 0o kan visas analogt. Ett trick ar att [|AT||1 = || Al/sc.

22 /35



22. Visa att ||x||4 = (xT Ax)!/? definierar en vektornorm (elliptisk
norm), d& A dr symmetisk och positivt definit.

Losning:

Lit A= CCT vara Choleskyfaktoriseringen av A. D3 ar
Ixla = (x"Ax)"/? = (x"CCTx)M? = ((CTX)T(CTx)V? = ||CT X2

Vi kan alltsa aterinfora ||x||a pa tvdnormen. Eftersom A ar positivt
definit och darmed ickesingular ar aven C ickesingular, varfor

C™x =0« x =0 Vi testar nu de tre normvillkoren:

1) |Ixla>0,x#0ty [CTx|2>00mx#0ty | |2 3 en norm.
2) lax||a = [aCTx[2 = [a[[|CTx||]2 = |o|[x]a

3) Ix+yla=ICT(x+y)ll2 < [IC7x[l2+ [ CTyll2 = [[x]|a + llylla
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23. a) Visa att ||A||max = max; |a; j| definierar en matrisnorm,
men att den ej ar submultiplikativ. b) Visa att
[Allr = (32 |a; j|?)Y/2 ar en matrisnorm (Frobeniusnormen).

Losning:

a)

1) ||Al[max = max; « |aj k| > 0 om négot a; x # 0.

2) [[7Allmax = max; i [vaj k| = [v[ max; i [aj k| = [V][|Allmax

3) A+ Bllmax = max; i |ajx + bj k| < max; x([aj k| + [bjk]) <

max; k |aj k| + max; k [bj k| = [[Allmax + || Bllmax

Notera att denna norm inte ar submultiplikativ. Tag A =
ones(2). D3 ar ||AA|lmax = 2, men ||Al|max = 1.
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b) L&t vec(A) vara den vektor som f3s om man staplar alla A:s
kolonner pa varandra. Vi ser att |Al|g = |[vec(A)||2.

1) ||Al|f = ||vec(A)||2 > 0 om nagot a; j # 0.

2) |InAlle = llvvec(A)ll2 = [ lllvec(A)ll2 = [¥[lIAllF

3) ||[A+ Bl|r = |lvec(A+ B)||2 = ||vec(A) + vec(B)||2 <
Ivec(A)|2 + [[vec(B)ll2 = [[AllF + [ BllF
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24. Lat D = diag(dh, ..., ds) med alla d; # 0. Berdkna k(D) (for
de tre normer vi anvander).
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24. Lat D = diag(dh, ..., dn) med alla d; # 0. Berdkna k(D).
Losning:
D! = diag(1/d1,...,1/d,). For en diagonalmatris giller

|ID|| = max |dk| (for de tre normer vi anvander). Sa
k(D) = max |dx| max |1/dk| = max |dk|/ min |dk]|.
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25. Beranka k1(A) som funktion av « da

i
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25. Beranka k1(A) som funktion av « da

i

Losning:

Om «a =1 s3 ar matrisen singular och vi sager att x(A) = oco. |

annat fall galler

SOkl IV (A e

Al A=
= max(1 + |a],2) - max(1 + |af,2)/]1 — «f

1 1

[[Allx A= Iy

Med andra ord, k1(A) =4/|1 — a| om |a] < 1 och
(1+ |a])?/|1 — a annars.
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26. Visa att en positivt definit matris A ar ickesingular och att
inversen ar positivt definit.

30/35



26. Visa att en positivt definit matris ar ickesingular och att
inversen ar positivt definit.

Losning:

a) Om A ar singular existerar x # 0 s.a. Ax = 0. Medfor att
xT Ax = 0, motsigelse!

b) Vi kraver inte att A ir symmetrisk utan vet bara att x” Ax > 0
om x#0. Tag x = A~ 'y (notera att x = 0 < y = 0). Vi far
0<xTAx = (A"ly)TA(A"ly) = y" A~ Ty som ir en skalir s3 att
(yTA Ty)T =yTA Ty, Men (yTA~Ty)T =yTA-ly. Alltsa ar
0<ylAly.
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27. Antag att A = BBT dir B ir ickesingulir. Visa att A &r
symmetrisk och positivt definit.
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27. Antag att A= BB dir B ir ickesinguldr. Visa att A ar
symmetrisk och positivt definit.

Losning:
Symmetrisk ty AT = (BBT)T = (BT)"BT = BBT = A.

Positivt definit ty x” Ax =xBB"x = (B"x)"B"x=||B"x|3 >0
om x # 0.
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28. Antag att B nedan, av ordning n+ 1, ar symmetrisk och
positivt definit, o ar en skalar, a en kolonnvektor om n element,
och A en kvadratisk matris av ordning n.

a al
Sy

a) Visa att @ > 0 och att A ar positivt definit.
b) Berdkna Choleskyfaktoriseringen av B i termen av «, a och A.
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a) x"Bx>0omx#0. Tagx = e; # 0. Ger
0<elBer=e[a,a’]" =a. Tag nux’ =[0,y] med
godtyckligt y # 0. Detta medfor att

-
Ty 1| @ a 0 _ .1
0<x Bx_[O,y]{a A][y]_y Ay.

b) Gor ansatsen (L matris, z vektor, och A skaldr):
aa ]l [AXO0][x 2T ] [ Az’
a A| |z L]0 LT ] |z zz"+LLT

A[_/\%’_/
LT

vilket medfér A = \/a, z=a/\/a och
LLT =A—2zz" =A—aa’ /o
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