Numerisk Analys, MMG410. Lecture 5.
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Matrisfaktoriseringar: Choleskyfaktorisering A= L- LT

a2 | _ [ fu 0 | |l lxn | _ Gy lyy - U
ax by Lo 0 Ix U1 - l1y; 3, + 2,

A L LT

2 _ _
(1, = an1 = f11 = /a1

by Moy = app = U1 = 22 _ 2
i1 Van
U1 - loy + lao - €2 = an
22
€§1+€§22322:>€22:\/822—£% = 322—371?;

Rikna Choleskyfaktorisering A= L - LT for

48 7.
A‘[s 25}'



Rikna Choleskyfaktorisering A= L- LT for

4 8 |
=15 %)
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Example

4 8
=15 %)

Ar As.p.d. ? Riknar egenvirden:

A~13>0

M~ 2TT>0

by =\/an =V4=2ln =

2 0 2 4
=1 1T = .
A=L-L [4 3} [03
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Tillampningar av LU, LDL", DU, Cholesky faktoriseringar

1) Losa system av linjara ekvationer Ax = b;
2) For att rékna inversa matriser.

A=LU= A=) = A =01t
A=DU=A"1=(DU)'=At=U"'D"
A=LLT s A = (L) T A =17y =787

3) For att berdkna determinant av dim(A) = n x n:

A= LU = det(A) = det(LU) = det(L) - det(U) = [ [ ti | ] uir
i=1 i=1

A= PLU = det(A) = det(P)det(L) - det(U) = (~1)* [] I H Ui,

A= LLT = det(A) = det(LL") = det(L) - det(L") = (det(L))>.

s = hur manga ganger var gjort permutation.



Berakning av inversa matris med hjalp av DU faktorisering

di12 6
di=2, dpo=a»=3 up=—=-=3
a1l 2
a_[26]1_[20] 13
~ 10 3| |0 3 0 1
=

Il
—
oN
(JOO
[ I
L
—
o = o
= W
[E—
L
|

=[5 3]

A= 5
[ 3] 3

ur ska vi rakna inversen pa U ?




Example

Observera, att

o=[o 2]=[o ¥+ [5 ¢

——

Vi ska anvanda formula : (I + N)~1 =/ + S 7_1(—1)kNk.

Harledning: N ar triangular med 0 pa diagonalen, d& N” = 0. Frén
polynomial faktorizering: 1 — x" = (1 — x)(1 + x + x? + ... + x"~1). For
x = —N vi har:

(I+N)( = N+N2— N3+ .+ (=1)""IN""1) = (/| = N") = | och

(I + N)=t =1+ 021 (—1)FNk,

=[5 3] = [6 §] e
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Vi kan berikna nu A~!
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Positivt definit matris

Positivt definit matris: x"Ax >0 Vx # 0.

Exempel: en symmetrisk, positivt definit matris har positiva egenvarden.
Bevis: En reell och symmetrisk matris har reella egenvarden och
egenvektorer

xT Ax

= >0,

Ax=Ax=x Ax =X x"x= )=

X' X

och xTx > 0,x # 0. Omvindningen giller ocks3: en reell, symmetrisk
matris ar positivt definit om den har positiva egenvarden.



Positivt definit matris

En positivt definit matris har positiva diagonalelement. Tag x = ¢; ,
kolonn j i I, enhetsmatrisen. D3 dr (med Matlabnotation)

Aej = A(:7j), ejTA = A(_], :), ejTAek = A(J, k) = djk

Sa

T .
e Aej=aj;>0,j=1,..,n

Observera implikationen. Positiva diagonalelement ar nodvandigt for att
vi skall ha en positivt definit matris. Det ar inte ett tillrackligt villkor.

a1 ]

Matrisen ar indefinit med egenvarden —1 och 3.

Diagonalelementen maste ocksa vara tillrackligt stora jamfort med de

utomdiagonala, for att matrisen skall vara positivt definit.
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Positivt definit matris

Example

Lat A vara symmetrisk och positiv definit matris, dim A = n x n. Anvand
definitionen pa positivt definit for att bevisa att A ar ickesingular.

Svar:

Definition av s.p.d. matris dr: Vx #0 x"Ax > 0. Om A vore singular
(detA = 0)da skulle det existera x # 0 sa att Ax = 0, men det strider
mot antagande att A ar positivt definit. Exempel:

11| x| _|xtx

1 1 X2 - X1 + X
—_— Y

A X

Vi kan valja x; = —x», dd Ax = 0.
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Positivt definit matris

Example

Ett exempel frén flervariabelkursen. Lat z = f(x, y) vara en reellvard
funktion av tva variabler. Vi vill undersoka om f har ett strangt lokalt
minimum i punkten (a, b). Om f ar tillrackligt snall (har tillrackligt
minga kontinuerliga derivator) giller att:

f(a+h b+ k)= f(a,b) + £(a, b)h + f,(a, b)k+

(3, b + 26 (a )k + (2, b)K> (1)
>

Ett nodvandigt villkor for minimum ar att gradienten ar nollvektorn, ty
annars kan vi gora f mindre genom att ga i negativa gradientens riktning.
Alltsd galler:

fo(a, b)h* + 2f}) (a, b)hk + £/ (a, b)K N

f(a+ h, b+ k)="1(a,b)+ 5

()
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Positivt definit matris

Nu &r (dar vi inte skriver ut (a, b))

2 2 2 2 _
£l h® + 2&’}’,hk + fy’;k =flh° + fx’;hk + fy’)’(hk + fy’}’,k =
fr £ h T (3)
[h,k]["x y}[ ]—vHv
AN
h :| |: f f ]
v = JH= 5 X |.
¥ Z 4
H ar den s.k. Hessianen. Om H ar positivt definit s3 har f ett strangt
lokalt minimum i (a, b).

Detta géller allmént. Om w = f(x,y,z) dér Vf(a, b, ¢) ar nollvektorn,
sa har f ett stringt lokalt minimum i (a, b, ¢) om
fx by T
_ " it 17"
A=)l ty e
fzx 7‘-zy 7‘-zz

ar positivt definit (alla derivator ar beraknade i (2. b.c)). 13/30



Konditionstalet for Ax = b-problemet, Proof by example

L&t oss se hur losningen x andrar sig nar vi stor hogerledet b. Vi studerar
ett numeriskt exempel dar A ar diagonal.

]2 0 REAT. 1
=10 107 | 7|1 X=1 1010

Vi stér nu b med f och far d& I6sningen y, dvs. Ay = b+ f. Hur mycket
andras x, dvs. hur stor ar y — x?

y=ATYb+f)=ATb+ A =x+AIf

sa att
o _a-1e_ |12 00 h| 0.5A
y—x=A f—|: 0 1010 £ |~ | 109

Det ar ar inte alltid sa har illa. Om vi i stallet tar matrisen

[2 0 a1, [05A
B[o 0.1}$VXB f{mfz]

14 /30



Konditionstalet for Ax = b-problemet, Proof by example

Slutsats: om A har ett eller flera diagonalelement nara noll, sd kommer x
att vara kanslig for andringar i hogerledet. A ar nastan singular i foljande

mening:
2 0 n 0 0 120
0 10710 0 —107% |70 0
——

A E singular

@ Den lilla stérningen E (sma element jamfért med det storsta
elementet i A) gor A singuldr. A ligger alltsé néra en singuldr matris.

@ B ar inte nastan singular eftersom E maste innehalla ett stort
element, —0.1.

@ Allmant galler att x ar kanslig for storningar i b och A om A ar
nastan singular. Om A ar langt fran att vara singular, sa ar x
relativt okanslig for storningar.
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Konditionstalet for Ax = b-problemet, Proof by example

En nastan singular matris har en invers dar dtminstone ndgot element ar
stort. Eftersom y — x = A~1f s& kommer x att dndras mycket om A~!
innehaller stora element.

Om matrisen inte ar diagonal far vi ett mer komplicerat upptradande.
Antag att § > 0 ar nara noll.

| a1 c2 | _ 1 1 _1_1 1+6 -1
C_|:C21 C22]_{1 1+5}:>C ) -1 1

@ Vi ser att C~1 ar proportionell mot 1/§, s inversen ar stor. C
ligger ocksa nara en singular matris. Om vi subtraherar § frén ¢ »
sa blir matrisen singulér (detC ~ 0 for 6 ~ 0). Detta giller allmant.

@ Om C har element av storleksordningen ett = storlek pd C~! ~ 1/
(avstandet till ndrmaste singuldra matris).

@ For att gora riktiga satser kravs mer matematik, vektor- och
matrisnormer.
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Vektornormer

En vektornorm ar en funktion som ger ett matt pa storleken pé
elementen i en vektor. Om vektorn innehaller n element s sammanfattar
vi storleken med ett ickenegativt tal, s& normer kan vara trubbiga
matverktyg. Det finns oandligt manga normer. Vi kommer att anvanda
tre s& kallade L,-normer som vi betecknar med || - || ,:

Ixll, = QO bal?)?, p =1
k=1

@ p=1,x|1 =>}_; Ixx|, ettnormen
@ p=2xlla = (C7_; x[?)'/2, tvnormen

® p =00, ||x]oc = Maxi<k<n |Xk|, maxnormen
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Vektornormer

Dessa tre normer (liksom alla vektornormer) uppfyller:

® x #0 — ||x|| > 0 (positivitet),

0] = 0.
® ||ax|| = |af||x|| for alla & € R (homogenitet)

o [[x+y| <|Ix||+ |yl (triangelolikheten)

Normer ar olika stora, men de 3r ekvivalenta (jamfdrbara). Det existerar
positiva tal a och 8 som inte beror pd x utan bara pd n sa att t.ex.

allx[[y < [lxll2 < Blixx

| detta fall ar & = 1/4/n, 3 = 1. Olikheterna &r skarpa, det existerar

x # 0 dar likhet antas. Varfor racker det inte med den vanliga langden av
en vektor, dvs. det vi kallar tvdnormen? Det beror pd att olika
problemstallningar kraver olika satt att mata storlek. Dessutom kan det
vara sd att det gar att skapa starkare satser for en viss norm.
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Vektornormer

Normer ar olika stora, men de ar ekvivalenta (jamforbara).

o

Ixllz < [Ixlly < v/nllxl,
o

IXlloe < 1Ixll2 < v/ lIxlloo
o

IXlloo < lixlly < A llxllog »
o

Ixlloo < lIxlly < lixlly < Vllxll, < nlixll
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Innerprodukt

Vi kan definiera en norm givet en innerprodukt (skaldrprodukt).

xy =(xy) =Yy xyk =x"y, |x2=vVxTx.
Notera att x”y ir en skaldr men xy” &r en matris.

[ 3
xTy=[-1,23]-| 2 | =(-1)-(3)+2-24+3-1=4.
1
—1 ] -3 =2 -l
xyT=| 21-[321]=| 6 4 2
3 9 6 3
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Vektornormer

-1
5 Ixll. = =1+ [2]+[38[+|-5=11
X = ;
_g Il = (=12 +22+32 + (=5)% = /39

[Ix[loo = max(| =1, [2],[3],| = 5[) = 5.

En vektor x &r normerad om ||x|| = 1. Om x # 0 sa &r normerad.
H Il
=1
xTx=[12,3 -5 | 3 |=(-1)(-1)+2-2+3-3+ (-5 =30
-5
ell2 = V30 ]
X -1 2 3 =5
V== — — |V|].=1
X~ |vae vae vae vas| Vil »



Matrisnormer

Matrisnormer ar funktioner frdn R™*" till R, eller || - || : R™*" — R
och uppfyller de tre vektornormsvillkoren ovan, eller:

@ ||A]| > 0 (positivitet).
@ ||aAl = |af||A]| for alla & € R (homogenitet)
o ||A+ B|| < ||A|| + ||B]| (subadditivitet, triangelolikheten)

Om A, B € R™" anvandbara matrisnormer ar submultiplikativa:
o ||AB]| < ||A|| - ||B]| (submultiplikativitet)

Normer dr olika stora, men de 3r ekvivalenta (jamforbara). Det existerar
positiva tal « och 8 som inte beror pd A att t.ex.

allAlly < [|All2 < BlIAlly

22 /30



Matrisnormer

Vi kan bilda matrisnormer utgdende fran vektornormer. En operatornorm
mater hur mycket multiplikation med en matris A kan forstora en vektor:

[|AX]|
[|A[] = max
<0 [|x]|

Vi noterar att ||/|| =1 om || - || 4r en operatornorm.
Operatornormerna som svarar mot vara tidigare vektornormer:

@ p =1, ettnormen, storsta kolonnsumman

m
Al = maxy a4l
r=1
@ p =2, tvanormen,
[|All2 = max y/A(ATA)

@ p = 00, maxnormen, storsta radsumman

n
1Al]oe = maxy Jari|
k=1
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Matrisnormer

For A € R™*" giller:
o ZlAll < [|All2 < vmllAllo
o =llAll < [|All2 < V|| Alls.

o [|All2 < VIl 1/ Allo-
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Matrisnormer

1
A= |6
9

-2
4
—6

[|Al]oo

-3 Allr = max(|1] + (6] + |9, | — 2| + |4]+
2 |, +[ =6l =3[+ 2[+[3]) =
3 = max(16,12,8) = 16

= max(|1] +[ = 2| +| =3[, |6] + |4| +[2],
9] + | — 6] + |3|) = max(6,12,18) = 18
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Matrisnormer

1 =2 =5
A=|6 4 2
9 -6 3
|A]|]2 = max \/A(AT A)
16 9 118 —32 36
AT=| -2 4 —6 |, ATA=| —32 56 —4
-3 2 3 36 -4 22
8.9683
T AN\ — - maxy/A(ATA) = max(2.9947,6.7322,
MATRS | A | g 11.9042) = 11.9042
141.7089
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Matrisnormer

A1=1, A =1; [|A]]2 = max/A(ATA) = max(1,1) =1
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Matrisnormer

Example
Berakna || Al|2:

3 0
=1 g
Svar: ||All2 := max/A(ATA).

r (31 r,_ (10 5
=g o aa=[5 a
och for att hitta A(AT A) vi ska I6sa ekvation A% — 35\ + 225 = 0.
Egenvirden: \; = 8.4861, Ay = 26.5139. /A1 = 2.9131, /A, = 5.1492,
and [|Al|2 = max(c1, 02) = (2.9131,5.1492) = 5.1492.
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Matrisnormer

Berdkna ||A||c, ||Al|1, [|Al2 for A

7 —-10 O
A=|-10 5 1
0 1 3
Svar:
7 —-10 O
AT =1-10 5 1
0 1 3
Sedan

149 —120 -10
ATA=|-120 126 8
—-10 8 10
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Matrisnormer

7 —10 0
A= |-10 5 1
0 1 3

and (AT A) = (9.2592,17.0342, 258.7066), \/A(AT A) =

(3.0429, 4.1273,16.0844),och

||All2 = max(3.0429,4.1273, 16.0844) = 16.0844.

[|Allx = max(|7|+|—10]4+0,|—10|+5+1,0+1+3) = max(17,16,4) = 17
( ettnormen, storsta kolonnsumman),

[|Alloc = 17 ( maxnormen, stdrsta radsumman).
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