Numerisk Analys, MMG410. Lecture 7.
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Nagra inledande exempel

Ett vanligt problem ar att vi har en matematisk modell och
uppmatta varden, och vill bestamma varden pa parametrar i
modellen. En vanlig modell ar b = ceMt (halveringstid,
befolkningstillvaxt, etc.) b skulle kunna vara befolkningen vid tiden
t och c ar befolkningsmangden vid tiden t = 0.

Vi vill bestamma parametern A genom att utféra m matningar av
b vid olika tidpunkter t. Vi far siledes m stycken par (tx, by),
k=1,2,....,m. Vi antar att ¢ ar kand. Hur ska vi berdakna \? Vi
har m olika ekvationer

by = ceMi by = ce, ..., by = ce™Mm.

Det ar inte sannolikt att samma A satisfierar alla ekvationerna. Vi
ar heller inte intresserade av att fa m olika varden pa A.



Nagra inledande exempel

En rimlig kompromiss ar att hitta ett A som approximativt
satisfierar alla ekvationerna:

by &~ ceMt by ~ ce?, ... by ~ ceMm.
Detta kan formuleras pé foljande satt:
Forsok att gora residualerna

Ato Atm
s .

n=hb—ce’ rn="b —ce*?, .. rm=by— ce

sa sma som mojligt. Vi kan definiera "sma" pd manga olika satt
(normer), t.ex.

m
min Z | by — ceM|
A k=1

m 1/2
min g (b — ce™)? , min_max |by — ce™
D et A 1<k<m



Nagra inledande exempel

Dessa forslag ar inte slumpvis utvalda. Vi infor residualvektorn
r={[r,..,rm]". D4 kan de tre matten pa foregdende sida skrivas
som

min Irlls, min[rllo, min .

Olika normer kommer i regel att ge olika varden pd \. Varje A ar
dock det basta valet for den givna normen.

Det finns oandligt manga frdgor, med olika svar. Varje svar ar
dock korrekt svar pa den givna fragan. Det finns normalt inte ett
basta varde pa A.



Nagra inledande exempel

Man kan ha modeller med fler an en parameter. Ett vanligt
exempel ar att man vill anpassa matpunkter till en rat linje.
Modellen kan skrivas b = x; + xpt, dar x; och xp ar parametrar
och (tk, bx) uppmatta varden. Residualvektorn blir

X1+ xot1 — by 1 b1

X1+ xoty — by I x1 by
T : Tl [ x ] |

X1 + Xotm — bm 1 t, bm

Dvs. r = Ax — b. Vi vill I6sa minimeringsproblemet

min ||Ax — b||
X

i ndgon lamplig norm.



Linjara problem

Observera att detta normalt inte ar ett linjart ekvationssystem.
Det gar normalt inte att i [osa Ax = b pga. avvikelser i
ekvationerna. Slarvigt kan vi skriva Ax = b.

Om vi hade kunnat |6sa Ax = b s& hade residualvektorn varit

r = Ax — b = 0 och matpunkterna hade fojlt modellen exakt.
Notera aven att matrisen A har fler rader an kolonner.

Nar residualvektorn kan skrivas r = Ax — b sager vi att problemet
ar linjart. Modellen har dd utseendet:

b = uttryck,; parameter; + ... + uttryck,, parameter,,

dar uttryck, beror av matvardena och inte pd ndgon parameter.
Var forsta modell ar ickelinjar eftersom parametern X inte ingér
linjart i modellen. | vissa fall kan vi via substitutioner eller andra
transformationer skapa en linjar modell utifran en ickelinjar sadan.



Linjara problem

Var forsta modell ar enkel att transformera, forutsatt att b och ¢
har samma tecken. L3t oss anta att badde b och ¢ ar positiva. Vi
far

b= ce’ < log b = log c + At
A ingdr nu linjart i modellen.
Om vi antar att ¢ inte ar kand (vi matte aldrig b for t = 0) s ar ¢
en parameter som ingar ickelinjart i modellen. Satt x; = log ¢ och
vi far en linjar modell som ar identisk med modellen for var rata
linje: log b= x1 + At. For att gora analogin tydligare satter vi
ocksd xo = \. Da far vi

1 4 log by
. 1 t |: X1 :| |Og by
min o . —
X : : X2
1 t, Iog bm

Nar x ar beraknad satter vi ¢ = € och A = x».



Linjara problem

Nar vi gor transformationer pa detta satt andrar vi (ibland) pa
normen. Logaritmering, t.ex. har en utjamnande effekt och
minskar de stora residualernas inflytande.

Detta kan jamforas med att minimera i en annan norm. Vi staller
en annan frdga, men den kan vara lika relevant.

Ibland faster vi olika stor vikt vid de olika residualerna.
Matapparaturen kanske mater olika noga i olika matomraden. Det
ar da rimligt att ett osakert varde far mindre inflytande an ett
sakert. Vi kan dstadkomma detta med en viktad norm, t.ex.

min || V(Ax — b)||, V = diag(vi, v, ..., Vi)

Residual r, multipliceras alltsd med vikten vy.



Losning av normalekvationerna

Least squares for
35

Anpassning till rata linjen b =5 + 3x.
m=antalet datapunkter: vi berdknade med m = 10:

b= A + Bt =543t using Isqnonlin

Exact function

O Measured noisy data
—e— Recovered function
Recovered using weight 0.5

a) vikt=0.5

x = linspace(0,7.0,m);
brus = brus*60.0*randn(size(x)); b = b + brus; brus=0.5 eller brus=0.1 i exemplet
Linjdra minstakvadratproblemet (i vart fall anpassning till ratt linje c; + ¢ - x = b) &r :

och med vikt V = diag(vy, ..., vm):

med Isgnonlin

Least squares for recovering b= A + Bt =5+3t using Isqnonlin

min || (Ac — b)I13

. 2
min || V(Ac — b3

—— Exact function
O Measured noisy data
—e— Recovered function
Recovered using weight 0.1

b) vikt=0.1



Optimalitet

Vi studerar nu det linjara minstakvadratproblemet:
min [|Ax — b||2
X

Det ar enkelt att beskriva den optimala Iosningen till detta
problem. Vi ser pa specialfallet nar A har tva kolonner, a; och ap;
kan enkelt generaliseras till ett godtyckligt fall. For en godtycklig
x € R? galler att Ax = a;x1 + a»x» ar en linjarkombination av As
kolonner. Nar x varierar over alla vektorer med tva element s
kommer mangden a;xj + axxy att bilda ett plan, As bildrum, R(A).

Om b tillhor detta plan sd existerar (minst) ett x si att Ax = b
med likhet. Residualvektorn blir dd noll. T.ex.

11 2 .
A=|0 1],b=]1 :x:[l}
01 1
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Optimalitet

Normalt bildar dock b en vinkel mot planet, tag t.ex.
b=1[2,1,2]". Vektorn b kan d3 inte skrivas som en
linjarkombination av As kolonner, men vi vill minimera avvikelsen,
langden av residualvektorn Ax — b.

Deta upp b i tvd komponenter, by som ligger i planet, och b, som
ar ortogonalt mot planet. Oavsatt hur vi valjer x sd kan vi inte
nollstalla ndgon del av b, eftersom b, ar ortogonal mot alla
linjarkombinationer, Ax. Daremot kan vi nollstalla by, eftersom by
ligger i planet och darmed ar en linjarkombination av As kolonner,
dvs. det finns (minst) ett x sd att ba = Ax. Det ar detta x vi
soker.

Residualvektorn blir r = Ax — b= Ax—ba— b, = —b,.



Optimalitet

Har foljer samma resonemang med normer:

Sats (Pythagoras)

Om y och z ar ortogonala vektorer galler:
2 2 2
ly +zllz = llyll2 + llz[2
ty

ly+2l3 = (y+2)"(y+2) =y Ty+yTz+ 27y +27z = |y|5+|z]3
=0 =0
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Optimalitet

Det x som loser Ax = by ar optimalt. Ty om si inte vore fallet
existerar z £ 0 sa att x + z ger ett mindre varde pa normen. Testa:
IAGx +2) = b]|3 = [|A(x + 2) — ba — by |3 =
| Ax — ba+Az — by [|5 = ||Az[|5 + [|bL[I5 > ||bL 13
=0
Med minimum d3d z =0 (om A har linjart oberoende kolonner).

Residualvektorn r = —b, ar ju ortogonal mot bildrummet.
Bildrummet utgdrs av alla linjarkombinationer av a; och ap (i vart
specialfall) vilket medfor att a/ r = aJ r = 0. Vi kan skriva dessa
likheter pa foljande form:
T T
a;r a T

I R A P O S LS YR
2
vilket ger oss normalekvationerna:

ATAx = ATh
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Normal Equations

Our goal is to minimize the residual |r(x)||3 = ||Ax — b]|3. To find
minimum of this functional and derive the normal equations, we look for
the x where the gradient of ||Ax — b||3 = (Ax — b)T(Ax — b) vanishes, or
where (r7(x)r(x))’ = 0. So we want

rT(x +e)r(x +e) — r’ (x)r(x)

e—0 lle||2
_ i (Alx ) = b)T(A(x + ) — b) — (Ax — b)(Ax — b)
T es0 llel]2

. 2¢T(ATAx — ATh) +eT AT Ae
= |

e—0 Ile]]2

TAT 2 2
ATA A
The second term ¢ el < [AlLIlellz

[lell2 [lell2

goes to 0, so the factor AT Ax — AT b in the first term must also be zero,
or ATAx = ATbh. This is a system of n linear equations in n unknowns,
the normal equations.

= ||Al|3||e]|3 approaches 0 as e
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Entydighet

rang(A) = n = AT A symmetrisk och positivt definit. Kan Idsa
normalekvationerna med Choleskyfaktorisering.

Entydighet?

@ Om A har linjart obereoende kolonner sa har
minstakvadratproblemet en entydlig I16sning. Matrisen har full
rang.

@ Om A har linjart beroende kolonner (ar rangdefekt) sa finns

det oandligt manga losningar som ger samma residualvektor,
ty tag z € N(A). D3 giller A(x + z) = Ax.

Om A har nastan linjart beroende kolonner, sa ar problemet illa
konditionerat. Normalekvationerna forvarrar konditionen pa
problemet, ett elakt problem kan bli omojligt att losa. Det galler
att k(AT A) = r(A)2.
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Losning av normalekvationerna med Choleskyfaktorisering

Normal equations via Cholesky for recovering b =7 + 5x

a) m=10 b) m =20

Anpassning till rata linjen b = 7 4+ 5x. Data ar genererade med brus 10%:
m=antalet datapunkter: vi beraknade med m = 10 och m = 20
x = linspace(0,10.0,m);
brus = 0.1; brus = 0.1*%60.0*randn(size(x)); b = b + brus;
Linjara minstakvadratproblemet (i vart fall anpassning till ratt linje
a+c-x=b)ar:

min [|Ac — b3



Losning av normalekvationerna med Choleskyfaktorisering

Linjara minstakvadratproblemet (i vart fall anpassning till ratt linje
C1+C2-X:b) ar :
min || Ac — b||3
C

A ar konstruerat som Vandermonde matris i problemmet polynomial
e d i—1 d . . .
fitting f(x,c) => _;ax'~t =3 c¢; till data (x;, b;),i = 1,...,m:

1 xq X12 xf/*1

1 x x22 X2d_1

_ 2 d—1
A= 1 x3 x5 .. X3

1 xm X3 xd-1

| exemplet anpassning till ratt linje ¢; + ¢ - x = b har vi:

1 X1 b1 c
A= .. . |,b=] .. :x:{ 1}
1 xn, bm

Exempel pd beraknade &: ¢; = 7.9046, c; = 4.9372.
Relative fel: e = 1<=Clz — 0.1054

ll<ll2
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Polynomial fitting med Choleskyfaktorisering

Polynomial fitting of random data via Cholesky Polynomial fitting of random data via Cholesky

—+— poly.degree d=10 —+— poly.degree d=15
O noisy data O noisy data
60 60

a) m=20,d =10 b) m=15,d =15

Anpassning till polynomial f(x,c) = ijzl cx' 7t = E,-dzl cio; till data
(X,', b,‘), i = 1, ceey M.

min ||Ac — b||3
c
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Entydighet

Det finns battre metoder baserade pa sa kallad QR-faktorisering.
"x = A\ b" i Matlab anvander QR-faktorisering.

Observera att operatorn \ ar overlagrad. Om A ar kvadratisk
anvands LU-faktorisering, annars QR-faktorisering. Matlabkoderna
for de olika fallen har ingen gemensam del.
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