Numerisk Analys, MMG410. Lecture 8.
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Kort om konditionstal for minstakvadratproblem

Antag att x och y loser problemen
mXin |Ax — b||3 resp. myin (A4 F)y — (b+f)|3

y ar alltsa losningen till ett stort problem.

Vi vill begransa ||y — x||2/]|x||2 i termer av ||F||2/]|A|l2 och
1£ll2/11 6]

Att gora detta allmant ar svart. En forsta forenkling ar att anta
att A har full rang och att ||F||, ar tillrackligt liten for att A+ F
ska ha samma rang som A. Harledningen blir d& avsevart enklare,
men anda lite besvarlig. Vi antar darfor aven att F = 0, precis som
nar vi analyserade Ax = b problemet.

Eftersom A har full rang kan vi anvanda normalekvationerna och
far x = (ATA) AT b resp. y = (ATA)"LAT (b + f). Losningen till
ett vanligt ekvationssystem Cx = b kan skrivas x = C~1b s det
verkar rimligt att betrakta (AT A)"1AT som en generaliserad
invers.



Kort om konditionstal for minstakvadratproblem

Detta gor man och denna invers kan pseudoinversen, betecknat
AT, och kan beraknas med Matlabkommandot pinv.

AT ar ett matematiskt hjalpmedel och den brukar inte anviandas
for att 16sa minstakvadratproblem i praktiken. Vi ser att A™ ar en
vansterinvers, AYA = (ATA)"'AT A = |. Diremot ar inte At en
hogerinvers, s3 AAT £ |. Man kan definiera AT dven om A ar
rangdefekt (men da giller inte att AT = (ATA)~AT). Vi ser att

y—x=A"(b+f)—ATb=ATf = |y —x|l2 < [|AT2]fl2

Vi behover dven en undre begransning av ||x||2 och anvander da
sambandet Ax = by dar by ar den ortogonala projektionen av b pa
A:s bildrum. Antag vidare att by # 0 vilket medfor att x # 0.



Kort om konditionstal for minstakvadratproblem

Vi far

[ball2 = [[Ax]l2 < [[All2lIx]l2 = 1/[Ix[l2 < [|All2/]ball2

Slutligen:
lly = x[l2 I£]l2
< JAlaA* I o
Ixll: =~ =T ball2
KQ(A)

Denna grans liknar den for linjara ekvationssystem. En viktig
skillnad ar att det inte stér ||f||2/| b||2. L&t oss skriva om
uppskattningen:

[bll2 [Ifll2
[[ball2 [|bl2

lly = xll2
< [All2IA"]2
il
Om modell och matdata stammer val dverens s& kommer
Ibl|2/||bal|2 att vara néra ett (kvoten ar alltid > 1), men om
modell och matdata inte passar ihop sa kan kvoten bli stor.



Kort om konditionstal for minstakvadratproblem

Extremfallet ar att b ar ortogonal mot A:s bildrum i vilket fall

ba = 0 och kvoten blir oandlig.

Skulle kvoten vara valdigt stor s3 ar det kanske inte s meningsfullt
att l6sa minstakvadratproblemet. Stor vi aven A med F s3
tillkommer ytterligare en term i feluppskattningen och det visar sig
iven att man f3 en term x3(A)||bL ||2/]|ball2 gdnger de relativa
storningarna.

Nar vi studerade Ax = b problemet sa vi att ||A||/x(A) dr normen
pd den minsta storningen E som gor att A+ E blir singular.
Analogt galler for minstakvadratproblemet att ||A||2/x2(A) ar
tvdnormen pa det minsta E som gor A + E rangdefekt (A + E har
linjart beroenede kolonner).



Alternativ till normalekvationerna

Ett exempel som visar nackdelen med normalekvationerna. L3t

11 11
A=10 ¢ ,6>0,ATA:[108] 0 € :[1112}
0 0 ‘ 0 0 e
Om 0 < € < \/emach s8 ar fI(1 + €2) = 1, varfor AT A blir singular
och AT Ax = AT b har inte en entydig |6sning.
Minstakvadratproblemet min, ||Ax — b||> har dock entydig |osning
sa lange € # 0.

Idé: vi utnyttjar att tvdnormen ar unitart invariant, dvs.
|QAP|l2 = ||All2, om QTQ=1,PTP =1

forutsatt att P ar kvadratisk (Q behdver dock inte vara
kvadratisk). Speciellt kan A vara en vektor, v sa att

[Qvll2 = [|v]|2

En komplex matris, Q, sags vara unitar da QHQ = 1.



Alternativ till normalekvationerna

Sa unitar ar motsvarigheten till ortogonal for reella matriser. Bevis
av [|Qvll2 = ||v||2: Uttnyttja att || - ||2 > 0 och att

IQvl3 = (@) Qv=vTQTQv=vTIv=vTv=|v|3

Sats (QR-faktorisering)

Antag att A har linjart oberoende kolonner. A har d3 en
QR-faktorisering A = QR dar QTQ =1 ochR ar overtriangular
med positiva diagonalelement.

Losningen x till minstakvadratproblemet ges da av
Rx=Q'b
som ar ett triangulart system. Detta foljer av normalekvationerna

(som vi bara anvinder for att visa ovantsdende): AT Ax = ATb
med A = QR, dar R ar ickesingular ger

(QR)T(QR)x = (QR)Th = RTQTQRx =RTQ"b < Rx= Qb



Ett fysikproblem

Svante Arrhenius (1859-1927) ar en av grundarna av den
fysikaliska kemin. Han undersokte (bland annat) hur hastigheten
hos kemiska reaktioner beror av temperaturen. Om t.ex. amnena «
och 3 reagerar och producerar amnet ~, s galler (ofta) att:

dh] _

L= k(T ] 31"

dar [] betecknar koncentrationen, t ar tiden, och T ar absoluta
temperaturen (i Kelvin). m och n kallas ordningar (bdda kan vara
ett t.ex. ).

Arrhenius ekvation (1889) ar en modell for utseendet pa k(T):

k(T) = Ae E/RT

A kallas den pre-exponentiella faktorn, E (ofta skriven E,) ar
aktiveringsenergin och R ar den allmanna gaskonstanten.



Ett fysikproblem

Arrhenius resonerade s har: For att en kemisk reaktion, mellan
tva molekyler skall intraffa, maste rorelseenergin hos molekylerna
uppna en viss niva, aktiveringsenergin E.

Enligt Ludwig Boltzmanns (1844-1906) arbeten (statisktisk
mekanik och termodynamik) foljer att antalet kollisioner med
energi > E ir ef/RT s3 k(T) bér vara proportionell mot denna
faktor. Om temperaturen oker sa blir sannolikheten storre att
molekyler uppnar E varfor k(T) okar.

Arrhenius formel passar till flera andra situationer: frekvensen av
syrsors spelande (som funktion av T), myrors krypande, dldrandets
hastighet, eldflugors lysande, och hur snabbt man glommer.
Anledningen att Arrhenius formel passar in ar att ovanstdende
processer ar kemiska.



Ett fysikproblem

Nu till tillverkningen av glas. Det ar intressant att ha en modell for
beroendet mellan viskositet (av en glas-smilta) och temperatur.
Arrhenius modell stammer inte s3 bra. Man noterade att log b inte

var linjari 1/T:
1
T

Dl m

b=Ae E/RT & logh =logA—

Har, log = log, = In.
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Gordon Fulcher (Corning Glass Works, NY) listade, i en artikel fran
1925 foljande modeller

logh=A—-B/T+C/T?
logb=—~A+B/T +C/T?
logh=—A+Blog T+ C/T?
logh=—A+ B/(T — Tp)?
logh=—A+ B/(T —273)?.33
logb=—A+10%-B/(T — Tp)

T ges i °C och log = logy,.
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Ett fysikproblem

Den sista ekvationen fungerade ratt val. Vogel (1925) och
Tammann (1926) publicerade samma formel, som nu kallas:
Vogel-Fulcher-Tammanns modell (VFT), har skriven pa en vanlig
form:

b= Aef/(T=To) yFT

To = 0 ger Arrhenius modell. Vi har matt b vid olika
temperaturer, T och vill bestamma parametrarna A, E, samt Ty.
Vi har tydligen en ickelinjar modell i parametrarna.

Fulcher anvande en grafisk teknik. Forst bestamde han Tg fran tre
matvarden. Han plottade sedan log b som funtion av 1/(T — Tp)
och anpassade en rat linje till matpunkterna. L3t oss nu attackera
problemet med moderna hjalpmedel. Forsta idén: formulera
problemet som ett ickelinjart minstakvadratproblem (jag har tagit
bort kvadratroten):
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Ett fysikproblem

n

De losare som anvands ar iterativa och kraver en
startapproximation och produerar (férhoppningsvis) en serie
approximationer som konvergerar mot ett lokalt minimum.

Losaren stannar nar en avbrottskriterium ar uppfyllt. Detta
kriterium baseras normalt pd forandrigen av approximationerna,
forandrigen av funktionen som skall minimeras (objektfunktion,
mélfunktion) och pd normen av gradienten.

Det ar viktigt med bra startapproximationer. En dalig
approximation kan ge divergens eller konvergens mot ett lokalt
minimum med storre minimivarde.
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Ett fysikproblem

| Matlab kan man anvanda kommandot 1sqnonlin for att losa det
ickelinjara minstakvadratproblemet. Anvander vi en slumpvektor
som startgissning kan man fa daliga anpassningar som inte beror
pa toleranser i avbrottskriteriet (dessa kan skarpas).
Residualvektorn kan f& element av samma storleksordning, men dar
de relativa avvikelserna blir enormt stora fa de sm3 matvardena.

Om vi tror (vet) att alla b-varden &r givna med samma relativa fel
kan man anvanda vikter, sa att alla matvarden far samma
inflytande. Om vi viktar med 1/by far vi problemet

_ " | b — AeE/(Tk=To)
A,ngl,nTo Z by

k=1

Detta visade sig inte fungera s3 bra, men de sma varden kom i alla
fall med. Felet var startgissningen. Vi behover battre varden.

14 /30



Ett fysikproblem

For att bestimma startapproximationer pa parametrarna skriver vi
om det ickelinjara problemet som ett linjart problem. Detta gar
givetvis inte alltid. Logaritmera VFT:

E
T +log A

log b =
og T,

Multiplicera upp T — Ty och samla ihop termerna:

Tlogb= Ty logb+ TlogA+E — TglogA
~—~ ~—— N——
X1 X2 X3

Lat x; = Tg,x» = log A och x3 = E — Tglog A. Det linjara
problemet kan d3 skrivas for x = [x1, x2, x3]

loghy T1 1 Ty log by

) loghy, T, 1 T log by
min . . . X — .

Iog bn T, 1 Th |Og bn

2

15/30



Ett fysikproblem

Har ar Matlabkoden:

n = length(T);
x = [log(b), T, ones(n, 1)] \ (T .* log(b));
TO = x(1);

A= exp(x(2));
E = x(3) + TO * x(2);

Anvander vi dessa startapproximationer till 1sqnonlin blir plotten
av anpassningen nastan perfekt.
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Ett fysikproblem

n E 2
i log by — logA — ————
A’rrll_l’nT0 kz_:l [ g Dk g T, — -,—0]
Varden skiljer sig dock inte ifrdn vad det viktade problemet ger.
Detta kan bero pd att parametrarna ar daligt bestamda av

mélfunktionen. Tva enkla exempel:

Minimera f(x) = x2 och g(y) = y*. Antag att vi accepterar x och
y som minimum om f(x) < 1078, g(y) < 1078. Vi far intervallen
—107% < x < 10™* respektive —1072 < y < 1072,
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Ett fysikproblem

min (X1 + X2)2
X1, X2

Minimivarden ar noll, som antas for alla x; och x» dar x; + xo = 0.
Vi har inte ett entydigt minimum. Mafunktionen ser ut som ett
dike (ranna). Om vi ror oss utmed dikets botten andras inte
funktionens varde. Hessianen, H, ar en 2 x 2-matris av tvdor, sd H
ar positivt semidefinit (singular).

En annan orsak kan vara att vi har fa matpunkter, nio, i
forhallande till antalet, tre, parametrar. Det hade varit trevligt
med, sag 30, matpunkter. Tyvarr tar redan nio matpunkter ett
dygn att producera. Matfel paverkar ocksa resultatet.
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Ett fysikproblem

Betrakta foljande funktion for fixt Ty (det optimala vardet), som
funktion av A och E

n

2y 1/2
f(AE) = {Z [Iogbk —logA— T:TO] }

k=1

Grafen till denna funktion ser ut som ett dike. (3vriga
kombinationer, fixt A respektive fixt E ger liknande plottar. Det
gar aven att forstd problemet genom att studera
residualfunktionen:

n 2
E
)(:(|OgA,E7 To): E |:|Ogbk—|OgA—Tk_7_0
k=1

Man kan visa att residualen inte andrar sig s3 mycket utmed ett
tredimensionellt dike, dvs. minimum ar illa bestamt.
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Matlabs funktion Isqnonlin: example 1

Idé: formulera problem som ett ickelinjart minstakvadratproblem:

in IIb— A - expE/(t=T0)2
min | exp 15

Problemet kan skrivas som

n

; _ A expE/(t—To))2
Ar"rgl’r}o k_l(bk exp )
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Matlabs funktion Isqnonlin: example 1, version 1

% genererar data

t = linspace(210,270,50);

% genererar exakt funktion i data punkter

b = Axexp(Ex(1./(t-T0)));

% genererar observationer med random brus

brus = 0.01;

rhs = b + brus*randn(size(t));

%»init gissning: fint gissning &r: x0 = [A,E,TO0];
%init gissning

x0 = [1,1,1];

%definition av funktion som vi vill anpassa till mdtningar i
rhs fun = @(x)x(1)*exp(x(2)*(1./(t-x(3)))) - rhs;
x = 1lsgnonlin(fun,x0)

figure
plot(t,b,’r-’, t,rhs, ’b o’,t,fun(x)+rhs,’b -’,’LineWidth’,2)
xlabel(’t’)

legend(’Exact function’, ’Measured data’,’Computed function’)
title(’Example 1°)
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Matlabs funktion Isqnonlin: example 1, version 2

% exakta koefficienter:

A=1; E=1; TO =200;

% genererar data

t = linspace(210,270,50);

% genererar exakt funktion i data punkter

b = A*xexp(Ex(1./(t-T0)));

% genererar observationer med random brus

brus = 0.01; rhs = b + brus*randn(size(t));

%init gissning

x0 = [1,1,1];

%definition av funktion som vi vill anpassa

fun = @(x)x(1)*exp(x(2)*(1./(t-x(3)))) - rhs;

% lower band (1b) and upper bound (ub) fér A,E,TO

1b = [1/2,1/2,0.0]; ub = [2.0,3.0,400.0];

x = lsqgnonlin(fun,x0,1lb,ub)

figure

plot(t,b,’r-’, t,rhs, ’b o’,t,fun(x)+rhs,’b -’,’LineWidth’,2)
xlabel(’t’) legend(’Exact function’,’Measured data’,’Computed

function’) title(’Example 1°)
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Example 1

Example 1 Example 1
112 P 13 P
Exact function Exact function
Measured data 125 ° Measured data
11 Computed function o o Computed function
12 o
115 o o ©%o
o oo o o o
o
1.1 o O
o ° %o
1.05 ° 9 o [
1 0% o a4 00 0
o o
095 o °
09 ° o ©°
o ° o
085 o
1 08
210 220 230 240 250 260 270 210 220 230 240 250 260 270

t t

a) brus 1% b) brus 10 %

Berdknad x med brus=1% ( vi har fatt i matlab-program
A=0.9932, E = 1.4977, T = 196.5996):

X =

0.9932 1.4977 196.5996

Berdknad x med brus= 10%:

X =

0.9654 2.7695 193.6234



Matlabs funktion Isqnonlin: example 2

Idé: formulera problem som ett linjart minstakvadratproblem:

2
min
A7E7T0

log(b) — log (A) — =

2

Problemet kan skrivas som

n

. E
min. 2 </og(bk) — log(A) — r— To)
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Matlab program: example 2

% exakta parametrar A=1; E=1; TO =200;

% genererar data punkter

t = linspace(210,270,50);

% genererar exakt funktion y=log(b) i data punkter
y = log(A) + Ex(1./(t-T0));

% genererar observationer med random brus

brus = 0.01; rhs = y + brus*randn(size(t));
%init gissning

x0 = [1,1,1];

%definition av funktion som vi vill anpassa
fun = @(x)log(x(1)) + x(2)*(1./(t-x(3))) - rhs;
x = lsgnonlin(fun,x0)

figure
plot(t,y,’r-’, t,rhs, ’b o’,t,fun(x)+rhs,’b -’,’LineWidth’,2)
xlabel(’t’)

legend (’Exact function’,’Measured data’,’Computed function’)

title (’Example 2°)
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Example 2

Example 2 Example 2

Exact function o Exact function

210 220 230 240 250 260 270 210 220 230 240 250 260 270
t t

a) brus 1% b) brus 5 %

Berdknad x med brus=1% ( vi har fatt
A =0.9958, E = 1.2448, Ty = 197.4796):
X =

0.9958 1.2448 197.4796

Berdknad x med brus= 5%:

X =

1.0042 0.9581 199.7549



Matlabs funktion Isqnonlin: example 3

Idé: formulera problem som ett viktat ickelinjart
minstakvadratproblem:

2
b— A- expE/(t=To)

min -
vikt

A7E7T0

2

Problemet kan skrivas som

min > ((bx — A - expE/ (5= T0)) /yikt)?
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Matlab program: example 3

A=1; E=1; TO =200;

% genererar data punkter t = linspace(210,270,50);
% genererar exakt funktion i data punkter med vikt
vikt = 0.5;

b = (Axexp(Ex(1./(t-T0))));

% genererar observationer med random brus

brus = 0.01;

rhs = b + brus*randn(size(t));

% init gissning

x0 = [1,1,1];

%definition av funktion som vi vill anpassa

fun = 0(x) (x()*exp(x(2)*(1./(t-x(3)))) - rhs)*vikt;
x = 1lsgnonlin(fun,x0)

funcomp = x(1)*exp(x(2)*(1./(t-x(3))));

figure
plot(t,b,’r-’, t,rhs, ’b o’,t,funcomp,’b -’,’LineWidth’,2)
xlabel(’°t?)

legend(’Exact function’, ’Measured data’,’Computed function’)

title(’Example 37) 28/30



Example 3

Example 3 Example 3

2 1.95
210 220 230 240 250 260 270 210 220 230 240 250 260 270

t t

a) brus 1% b) brus 5 %

Berdknad x med brus=1% ( vi har fatt
A =0.9957, E = 1.2655, To = 196.9944):
X =

0.9957 1.2655 196.9944

Berdknad x med brus= 5%:

X =

1.0131 0.4666 205.2873




Gordon Fulcher (Corning Glass Works, NY) listade, i en artikel fran
1925 foljande modeller

Q@ logh=A-B/T+C/T?

@ logh=—-A+Blog T+ C/T?

Q logb=—A+B/(T — Ty)?
T ges i °C och log = logy,.
Vi vill bestimma parametrarna x = (A, B, C) eller x = (A, B, Ty)
givet matvarden (T1, b1), ..., (Tm, bm). GOr en lamplig
transformation och stall upp ett minstakvadratproblem i formen
miny ||Ax — b||3. Matrisen A samt vektorerna b och x skall
redovisas.
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