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1. Ge kortfattade motiveringar/16sningar till nedanstaende uppgifter! Ett korrekt svar
utan motivering ger inga poéng!
e a) Beriikna LU-faktoriseringen av matrisen nedan. Nér dr matrisen singulér?
2 a
c b
(1p)
e b) Skriv talet —2.5 i binér form som flyttal i dator. Skriv den sedan i hexadecimalt
(bas 16) form (3p)
e ¢) Visa att en positivt definit matris A &r ickesinguldr och att inversen ar positivt
definit.
(2p)
e d) Siitt upp Newton’s metod fér 16sningen av ekvationen z? — x — 2 = 0. Skriv

fixpunktsiterationsmetod som svarar mot Newtons metod. Bestdm fixpunkterna
och konvergens for fixpunktsiterationsmetod.

(3p)

2. Vi har givet tre ytor i det tredimensionella rummet och vi vill numeriskt ta reda pa
om det finns nagon skdrningspunkt mellan de tre ytorna.

Stall upp ett system av ekvationer for problemet och formulera sedan Newton’s metod
for detta system. De tre ytorna har ekvationer:

r+y+z=1,
at — 327y + cos(y2®) = 4,
22 +y° 4+ 23 =3,

Forsok inte att 16sa systemet for hand.
(3p)

3. Vi vill interpolera (t,yx), k& = 1,....,n med n — 1 styckvis kvadratiska polynom
pe(t) = apt® + byt + ¢, sddana att knutpunkterna sammanfaller med (3, y). Hur manga
kontinuerliga derivator kan vi kridva av interpolanten? Vad &r antalet obestdmda koeffi-
cienter och hur manga villkor har vi ?

(2p)



e Vi har en kvadraturformel

/0 f(z)dr =~ wi f(21) + wa f(22),

for lampliga punkterna xi,zo och vikterna wy,ws. GoOr linjar transformation och
skriv hur ser motsvarande kvadraturformel ut pa intervalet [—5,3] 7
(2p)
e Bestdm den interpolerande splinefunktionen av grad ett som interpolerar i punk-
terna (2,2), (3,4) oh (4, 8).
(2p)

e a) Skriv om foljande problem som forsta ordningens system:

.

2'(t) =t +x(t) - 2'(t) - y(t) +y'(1),
V(1) = (L+ (2(0)7) - (y(t) — 2505),
z(—1) =1,
2 (=1)=1,
\yl(_1> = _O 17
(2p)
e b) Sétt upp explicit Eulers eller Framéat-Eulers metod och forsta iteration i den for
problemet

y'(t) = x(t) + 2L,
2 (t) = y(t) — 2ty(t) + x(t) — t + 1,
y(0) =0,
z(0) = —1.

(2p)

6. Vi har en matematisk modell déar ¢ ar kopplat till ¢ pa foljande séatt:
c =~ 10¢ exp%t_w2

dar «, B och v ar parametrar i modellen. Vi vill bestdmma parametrarna o, 5 och v givet

métvarden (tq,¢1), (ta, €2),y oovy (Emy Cm), cx > 0. Gor lampliga transformationer och variabel-

byten och stéll upp ett linjart minstakvadratproblem. Matrisen A samt vektorerna b oh x

skall redovisas! Visa ocksa hur vi erhaller parametrarna fran z.

(3p)
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e a) LU-faktoriseringen:

A— 2 a _ ly 0 R B S O P ui by lriune
c b Uy U 0 U22 loyury Loy - Ui + oo - Ugo

N

L U

Uy =lyy = 1, 011un =2 = upp = 25 0uge = a — w2 = a;la1ugy = ¢ — log = 0/2;

loy - Urg + Loy - U = b — U = (b—£21 'U12)/€22 =b—"Vly -2 =b— (CLC>/2

A — 10 2 a
/21 0 b—(ac)/2
A ar singular om 2b = ac.
e b) Vi kan skriva talet —2.5 som —2.5 = —[1 + 0.25] - 2'. Vi ser nu att vi behover

skriva exponenten 1 si hir: 1+ 1023 = 1024 = 2!9 Mantissa: 1 kodas inte,
0.25=0-1/241-1/4. Vi far féljande binér representation for —2.5:

|1| 10000000000 |  0100....0 |
S— N—

exponenten mantissa 52 bitar

dar 1 ar kod for —, exponenten 11 bitar kodas som 10000000000 och mantissa 52
bitar kodas som 01000....0. I hexadecimalt (bas 16) format: forst vi splittrar till 4
bitar bindr form:

1100 0000 0000 0100 .... 0000

och kodar varje fyra bitar:

1100 = ¢,
0000 = 0,
0000 = 0,
0100 = 4,
0000 = 0,

Hexadecimalt (bas 16) format for —2.5 &r:

c004000000000000.



e ¢) Om A ir singuliir existerar x # 0 s.a. Ax = 0. Medfor att xT Ax = 0, motsigelse!

Vi kriver inte att A dr symmetrisk utan vet bara att x’ Ax > 0 om x # 0. Tag
x = A7y (notera att x = 0 < y = 0). Vi far 0 < x’Ax = (A7 ly)TA(Aly) =
yTA Ty som ir en skaldr s att vi kan skriva (eftersom (skaldr)” &r det samma
skalir) (yTATy)T = yTATy. Men (yTATy)T = yTA7ly. Alltsd dr 0 <
y A ly.

e d) Se foreldsningsanteckningarna, s. 174.
Newtons metod ar:
f(zn)

Tk4+1 = T — f’(iEk)’

var k dr iterationsindex, For f(z) = 2? — 2z — 2 = 0 Newtons metod ér:
Ty —rp—2  xp+2

20, —1 2w, —1
Fixpunktsiterationsmetod som svarar mot Newtons metod &r:

Tgy1 = T —

Tr+1 = g(iUk)

med g(zy) = “it2 Vi har: g(z) = ££2

2wp—1 20—1"
Fixpunkter:
zt = g(z"),
eller
glx*)—a" =0
For g(z*) = (gx)Q_JFIQ ska vi 16sa
*\2 2
—(x )+ — " =0.
20 — 1
Fixpunkter ar:
x] =—1,25=2.
Konvergens:
() 20(2r — 1) —2(2* +2) 22?2 — 22 —4
€T) = =
g 2z —1)2 2z —1)2
gl(l’iz) =0.
Fixpunktsiterationsmetoden &r konvergent eftersom |g'(27,)] = 0 < 1. Bada fix-
punkterna &r attraktiva.
2. Vi infér vektorn a = [x,y,2]" och skriver f(a) istéllet for f(z,y,2). Ekvationerna

blir:
1 =rx4+y+2—-1=0,
foi=a" — 327y + cos(y2z®) — 4 =0,
fs=a*+y*+2°-3=0.
Newtons metod kan skrivas:

Tp+yr+2— 1
apyr = ap — [J(ap)] " [ (2)" = 3(2)*(Ur)® + cos(yr(2k)®) — 4 |
(2)* + (yr)® + (21)° = 3



dar
1; 1; 1;
J(a®) = |4a} — 6x92; —622y, — zpsin(ypz); —3yp2? sin(ypz})
27y, 3yz; 3z}

3. Se detaljer i foreldsningsanteckningarna, sidor 209-212, och skannade anteckningar
fran foreldsning 16.

Vi kréver kontinuerligt forsta derivata p) (t) € C.

Antalet obestamda koefficienter dr 3(n—1). Interpolationskravet ger oss 2(n—1) villkor.
Kontinuerligt forsta derivata pj(t) € C' ger oss n — 2 villkor (i inre punkter). Vi har:

3(n—1) #2(n—1)4+n—-2=3n—4
N , 7 G

antalet koef. antalet villkor

Vi saknar 1 villkoret: kan krava p)(t,) = 0 eller p,(¢,) = 0.

e a) Om vi ska approximera integral

/a (ot

t ligger i ett intervall [a,b], och x ligger pa [0, 1], far vi gora en linjar avbilding till
detta intervall:

t=kx+m.
For att bestamma koefficienter &k, m ska vi 16sa system:
k-04m =a,
E-1+m=0,
da
m=a, k=b—m=>0—a.
Linjar avbilding ar:
=((b—-a) z+a,
eller for a = —1, b= 6:
t=7-x—1
I sé fall integral f_ﬁ f(t)dt kan berdknas som

/f dt~7/f7x—1

i f(T 21 = 1) +wa f(T - 29 — 1)].

e b) Den sokta funktionen &r styckvis linjar och kan skrivas som

oo [ 2siss
PU=Ya -8 3<t <4



Hint: py(t) = k1 -t + b1, p2(t) = kot + be. For att bestdmma koefficienter kq,b; ska
vi 16sa system:

ki-24+b =2,

ki-3+b =4,

da k1 =2,b; = —2.
For att bestdmma koefficienter ko, by ska vi l6sa system:

k2 -3 + b? = 47
ky -4+ by =8,
da ko = 4,by = —8.
e a) Sitt
u(t) = (),
us(t) = 2'(t),
uy(t) = y'(t)

Vi far systemet:

uy(t) = uy,

uh(t) =t + UUsUz + Ua,
us(t) = ua,

wy(t) = (1 +ui)(us — ;25),
ur(—1) =1,

up(—1) =1,

U3(_1) 0,

uy(—1) = —-0.1.

\

e b) Se foreldsningsanteckningarna, s. 237, . Explicit, eller Framéat-Eulers metod ér:
Vg1 = U + hf (te, vi) for diskretiseringen o' (t) /= 5%,
Framat-Eulers metod for vart problem &r:

Ye+1 — Yk
h
Tp+1 — Tk

h

:Ik—f-th;
=Yk — 2teYr + T — b + 1.

eller

Yk+1 = Y + h(zr + 2t;),
Tpr1 = T + h(ye — 2ty + 2 — tp + 1).



7

Forsta iteration i den for k = 0,ty = 0,y0 = y(to) = y(0) = 0,29 = x(ty) = —1
ska vara:
Y1 =yo + h(xo +2tg) =0+ h(=1+2-0) = —h;
x1 = 2o+ h(yo — 2toyo + 2o —to + 1) = —1.

Framat Eulers metod vs. ode45 (h=0.025)

5
-~
\
\
— 1, 0de45 |
= y2, 0de45
= = y1, expl.Euler
15 |+ |= = y2, expl.Euler
20 + dy1/dt=y 2 +2t, dy 2/dt=y 1 -2ty 1Yo -t+1
\
y,(0)=0y ,(0)=-1
-25 L L L L
0 1 2 3 4 5

Extra material: Matlab’s program for implementering av vart problem. Pro-
grammet anvander ode45 och framat Fulers metod:

N=200; % antalet diskr. punkter
yo = [0 -1]1°; % begynnelsevarden

t0 = 0; % begynnelsetid

ts = 5; % slut-tid

[t, y] = ode45(@funcsystem_ode45, linspace(t0, ts, N), y0);

figure(1);
plot(t, y(:, 1), ’b-?, t, y(:, 2), ’r-’,’LineWidth’,2)
xlabel(°t?)

title(’ dy_1/dt= y_2 +2t, dy_2/dt=y_1 - 2t y_1 + y_2 -t +1,y_1(0)=0,y_2(0)=-17)

grid on
hold on

% framdt Eulers metod

h=(ts-t0) /N;
t = linspace(tO,ts,N);
y1 = linspace(t0,ts,N);
y2 = linspace(t0,ts,N);

y1(1)= 0; % begynnelsevarden
y2(1)= -1;



for k = 1:N-1
y1(k+1) = y1(k) + h*funci_sys(t(k),y1(k),y2(k));
y2(k+1) = y2(k) + h*func2_sys(t(k),y1(k),y2(k));

end

plot(t, y1, ’b -- ’, t,y2,’r--’,’LineWidth’,2)
legend(’yl, oded5’, ’y2, oded4b5’,’yl, expl.Euler’,’y2, expl.Euler’)

title (’Framdt Eulers metod vs. ode45 (h=0.025)’)
t = text(0.5,-20,’dy_1/dt= y_2+2t, dy_2/dt= y_1-2t y_1+y_2-t+1’);
t = text(0.5,-23,%y_1(0)=0,y_2(0)=-1);

Matlab’s funktion funcsystem ode45.m:

function [dy] = funcsystem_ode45(t,y)
dy = zeros(2,1); % a column vector
dy(1) = y(2) + 2%t;

dy(2) = y(1) - 2%t*xy(1) + y(2) -t+1;

Matlab’s funktion funcl sys.m:

function [dy] = funcl_sys(t,yl,y2)
dy=0
dy = y2 + 2%t;

Matlab’s funktion func2 sys.m:

function [dy] = func2_sys(t,yl,y2)
dy=0
dy = y1 - 2%t*xyl + y2 - t + 1;

6. Logaritmera modellproblemet

Qp_t2
c~10%exps’ 7

for att fa:
Inc~ _«a  In(10) + - t2
< 3 -t
1 N~~~ xs3

xT

N
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Konstruera matris A for att hitta x = |21, 22, 23]7 med 1 = a, 20 = /B, 23 = 7 i
minstakvadratproblem min, || Az — b||3, déir raderna i A innehaller
(In(10),tx, —t2], k=1,...,m,

och vektorn b ska vara
hl(Cl)
hl(Cg)

In(cy,)
Sedan o = x1, 8 = /w9,y = x3.



