Tentamen: Numerisk Analys
MMG410, GU
2018-08-22

1. Ge kortfattade motiveringar/16sningar till nedanstaende uppgifter! Ett korrekt svar
utan motivering ger inga poang!
e a) Lat x € R". Bevisa att ||z]| &r en vektornorm.
(2p)

e b) Skriv talet —5.0 i binér form som flyttal i dator. Skriv den sedan i hexadecimalt
(bas 16) form (3p)

e ¢) Antag att A € R™ " &r en symmetrisk och ickesingulir matris. Visa att A% ar
positivt definit.

(1p)
e d) Definiera fixpunktsiterationen:

Tpy1 = Tp + cos(xg — 1).

Bestam fixpunkterna och konvergens.
(3p)

2.
Vi vill 16sa féljande system med hjalp av Newton’s metod, déir f &r en reellvard funktion
av de reella variablerna 1, zs, T3:

(f (21, 2, 23))? + sin(f (21, 22, 23)) = 1,
(0.1) 5f (71,2, 13) + 17 + 29 + 73 = 3(f (21, T2, T3))?,
f(x1, 22, x3) + cos(f (w1, 2, x3)) = 10.

Formulera Newtons metod for detta system. Forsok inte att 16sa systemet for hand.
(3p)

3. Vi vill interpolera (tx,yx), k = 1,...,n med n — 1 styckvis kubiska polynom py(t) =
apt + bpt? + cxt +dy, sidana att knutpunkterna sammanfaller med (¢, yx). Hur ménga kon-
tinuerliga derivator kan vi kréva av interpolanten? Vad ar antalet obestdmda koefficienter
och hur manga villkor har vi ?

(2p)

o Vilj wy, we, x1, To, sa att w; = ws, 1 kvadraturformeln nedan, sa att den far sa hogt
polynomiellt gradtal m som mojligt. Vad blir detta gradtal ?

2
/:pkdx:wlx’f+w2x§, k=0,1,..,m.
0

(2p)
e Anvind trapetsmetoden for att berdkna integralen f23(x2 + z)dz.



a) Skriv om f6ljande problem som forsta ordningens system:

2"(t) = x(t) + 2y(t) — 3(2'())?,
y'(t) = x(t) —y(t) —y'(t) + 1,
2(~0.1) =0,

2'(—-0.1) = —1,

y(=0.1) =2,

y'(—0.1) = —1.

(2p)
e b) Sétt upp implicit Eulers eller bakat-Eulers metod for problemet (2p)

y'(t) = x(t),
' (t) = y(t) + z(b),
y(0) =0,
z(0) = —1.

6. Vi har en matematisk modell déar ¢ ar kopplat till ¢ pa foljande sétt:

p1+pat?
C ~ e ltp3t

dar pi,po,p3 dr parametrar i modellen. Vi vill bestimma parametrarna pi, ps, ps givet
métvarden (ty,c1), (t2,¢2), ..y (b, Cm), cx > 0. Gor lampliga transformationer och stéll upp
ett linjart minstakvadratproblem. Matrisen A samt vektorerna b oh x skall redovisas! Visa
ocksa hur vi erhaller parametrarna fran x.

(3p)
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®a)
(1) [|z]|oo := maxy |zx| > 0
(2) [[72lloo = maxy [yax| = vllz]l
(3) 12+ ylloo = max 25 + pi] < max 23] + maxe [l = 12lloo + I3llo

e b) Vi kan skriva talet —5 som —5 = —[1 + 0.25] - 22. Vi ser nu att vi behéver
skriva exponenten 2 s& hir: 2 + 1023 = 1025 = 2% + 29 Mantissa: 1 kodas inte,
025=0-1/241-1/4. Vi far foljande binér representation for —5:

|1| 10000000001 |  0100....0 |
—_— —

exponenten mantissa 52 bitar

dér 1 &r kod for —, exponenten 11 bitar kodas som 10000000001 och mantissa 52
bitar kodas som 01000....0. I hexadecimalt (bas 16) format: forst vi splittrar till 4
bitar binédr form:

1100 0000 0001 0100 .... 0000
och kodar varje fyra bitar:

1100 = ¢,
0000 = 0,
0001 =1,
0100 = 4,
0000 = 0,

Hexadecimalt (bas 16) format for —5 &r:
c014000000000000.
Kolla i Matlab:

q = quantizer(’double’);
y = num2bin(q,-5)
y =

1100000000010100000000000000000000000000000000000000000000000000
y = num2hex(q,-5)
y =

c014000000000000



c) A=AT - A2=A-A=(AA)T .
2T A%z = 2T A Ax = (Az)T - Az = | Az|y > 0. Kolla nér ||Az|ly = 07 ||Az|s =0
om Az = 0, men Ax # 0 eftersom det A # 0 (A &r ickesinguldr). Det betyder att
A ar positivt definit.
e d) Se foreldsningsanteckningarna, s. 174.
Fixpunktsiterationsmetod éar:

Tr+1 = g(iUk)

med g(zy) = zp + cos(zr — 1). Vi har: g(x) = z + cos(x — 1).
Fixpunkter:

eller
g(x*) —z* =0.
For g(a*) = «* + cos(z* — 1) ska vi 16sa
¥ +cos(z* —1)—z" =0.

eller
cos(z* — 1) = 0.
Losning:
2 —1=n/2+km, k=0,£1,£2, ...
Fixpunkterna:
r=r/2+kr+1, k=0,£1,42, ...
Konvergens:

g (x) =1—sin(z —1).
For fixpunkter 2* = 7/2+ kr+ 1, k=0,4+1,£2, ...
1, k=0,+2,+4, ...
/ * — 1_ : 2 k — 1_ Y Y Y Y
g@) sin(m/2 + k) {(—1), k= 41,43, 45, ..

eller

9/ (2")] 0<1, k=0,£2,£4,..., metoden ar convergent
X =
2>1, k=+1,£3,45, ... metoden ar divergent

2.

Vi infor vektorn o = [x1, 29, x3]7 och skriver f(z) istéllet for f(z1,xs,r3). Ekvationerna
blir:

fi = (f(2))* +sin(f(2)) —
fr=5f(z) + 21 + 22+ 25— 3(f(= ))
f3:= f(x) + cos(f(x)) — 10.

Newtons metod kan skrivas:



dar

2f(zr) fh, (@F) + cos f(zF) - f1, («%);  2f(a) [y, (2F) + cos f(zF) - f1, («%);  2f(a®)fr, (zF) + cos f(a*) - [ (a*)
J(@*) = |5f5, (aF) + 22F — 9(F(«))2fL, (2%);  BfL, (&%) +1—9(f(=*)2f1, (xF);  5f, (aF) + 225 — 9(f($k))2fa'c’3 ()| .
f;l(ack)—sinf(ack)-f;l(x ); fa’gz(xk)—sinf(:tk)~fg’52(xk); fg’vj(ack)—smf(xk)f;d(ac ).

3.

Vi kréver p(t) € C och pj(t) € C.

Antalet obestdmda koefficienter &r 4(n—1). Interpolationskravet ger oss 2(n— 1) villkor.
Kontinuerligt forsta derivata p) (t) € C ger oss n — 2 villkor (i inre punkter), och p(t) € C
ger oss n — 2 villkor (i inre punkter). Vi har:

dn—1) #2(n—1)+2(n—2)=4n—6
N—— ~- o
antalet koef. antalet villkor

Vi saknar 2 villkor: kan kréva p{(t1) = 0 och p{(t,) = 0.

4.

e a) Formeln ska vara exakt for polynom z* k = 0,1,2, ..., m fér maximalt m. Ekva-
tionerna blir:

2
k=0: / 2dr = 2 = wy + w,,
0

2
rldr = 2 = wixy + wazs,

k=1:

2
idr = 8/3 = w23 + wyry,

2
k=3: 2dr =4 = wlxi’ + wgazg’.

ol
I

System som ska 10sas:
wy +wy = 2,
W11 + WaZo = 2,
w23 4+ woxs = 8/3,
wlx? + ngg =4.
Om wy = wy, da w; = we = 1 eftersom w; + we = 2. Fran systemet
T+ x9 = 2,
x7 + a5 = 8/3,
kan vi hitta att z; = 2 — 29 och (2 — 29)? + 23 = 8/3 — 223 — 4wy +4/3 = 0.
Losningen éar:
Ty =1+1/V3.

Eftersom z; < 29 — z; = 1—1/\/§,x2 = 1+1/\/§. Kollar om z; = 1—1/\/§,x2 =
1+ 1/+/3 ér 16sningar for wiz? + wor = 4. Anviinder binomialsatsen: (1 + ¢) +
(1—c)® =2(143¢?) for a3 +23 = (1—-1/v3)*+(1+1/v3)* = 2(1+3-(1/v3)?) = 4
vilket &r lika med exakta véirdet. Da z; = 1 — 1/ V3,20 =141 / V3 ar 16sningar



for wiz? + woxy = 4. Stédmmer det for k = 4?7 Inte. S& det polynomiella gradtalet
ar tre.

e b)

Trapetsmetoden for f2 x)dx &r:

/f ~ S (FO) 4 13) - 3-2)

[ vart fall har vi f(z) = 2® + z, f(2) = 6, f(3) = 12, d& trapetsmetoden for
f23(m2 + x)dx ger oss:

/3(:c2+x)d %(6+12) 9.
2
a) Satt
u (t) = x(t),
us(t) = 2'(t),
us(t) = y(2),
ua(t) =9/ (t)
Vi far systemet:
() (t) U,
uly(t) = uy + 2uz — 3(ug)?,
ub(t) = Uy,
w)(t) =y — uz — ug + 1,
u(—0.1) =0,
ug(—0.1) = —1,
uz(—0.1) =2,
(ug(—0.1) =—-1

e b) Se foreldsningsanteckningarna, s. 237.
Implicit, eller bakat-Eulers metod &r:
Vg1 = Vg + hf(tge1, vpa1) for diskretiseringen v/ (t) ~
Bakat-Fulers metod for vart problem é&r:

Vk+1—Vk

Yk+1—Yk _ .
T = Tk+1
Tr4+1— Tk _
=5 = Yk+1 + Tk,
som kan skrivas om :
Y1 — hapq = Y,
Tpy1 — MYy — Mg = Tp

eller

Yr+1 — hxp = Yk,
—h’yk+1 + (1 — h)karl = Tk.



7

For att hitta yg.1, xx 1 konstruerar vi systemet av ekvationer Av = b med oként
vektorn v = [yg41, Tr41]? och kiint vektor b = [y, zx]T och matrisen

1 —h
A= {—h 1—h]‘

/chalmers/users/larisa/MMG410GU/Matlab/0DE45/backwardEulersystem_ode45-eps

-converted-t

Extra material: Matlab’s program for implementering av vart problem. Pro-
grammet anviander ode45 med bakat och framat Eulers metoder:

N=100;

yo = [0 -1]1°; 7% begynnelsevarden
t0 = 0; % begynnelsetid
ts = 2; % slut-tid

[t, y] = ode45(@func_exam22018, linspace(t0, ts, N), y0);



figure(1);
plot(t, y(:, 1), ’b-?, t, y(:, 2), ’r-’,’LineWidth’,2)
xlabel(°t?)

title(’ dy_1/dt= y_2, dy_2/dt= y_1 + y_2,y_1(0)=0,y_2(0)=-17)
grid on
hold on

% framdt Eulers metod

h=(ts-t0) /N;
t = linspace(t0,ts,N);
y1 = linspace(t0,ts,N);
y2 = linspace(t0,ts,N);

y1(1)= 0; 7% begynnelsevarden
y2(1)= -1;

for k = 1:N-1
y1(k+1) = y1(k) + hxfuncl_exam22018(t(k),yl(k),y2(k));
y2(k+1) = y2(k) + h*xfunc2_exam22018(t(k),yl(k),y2(k));

end
plot(t, y1, ’b -- ’, t,y2,’r--’,’LineWidth’,2)

% Bakat Eulers metod
dt=(ts-t0)/N;
t = linspace(t0,ts,N);

A=[1, -dt; -dt, 1 - dt];

x = zeros(1,2);

xnew = zeros(1,2);

x(1) = 0;

x(2) -1;
soll = linspace(tO,ts,N);
sol2 = linspace(t0,ts,N);

soll(1) = x(1);
s012(1) = x(2);

for k = 1:N-1
xnew = A\x’;

soll(k+1) = xnew(1);
sol2(k+1) = xnew(2);
X=xnew’ ;

end

plot(t, soll, ’g -- 7, t,so0l2,’g-’,’LineWidth’,2)
legend(’y1, oded5’, ’y2, odedb5’,’yl, expl.Euler’,’y2, expl.Euler’,
’y1, impl.Euler’,’y2, impl.Euler’)



title(’Explicit and implicit Eulers metod vs. ode45 (h=0.02)’)
t = text(0.25,-16,’dy_1/dt= y_2, dy_2/dt= y_1 + y_2°);
t = text(0.25,-18,°y_1(0)=0,y_2(0)=-17);

Matlab’s funktion func exam22018.m:

function [dy] = func_exam22018(t,y)
dy = zeros(2,1); % a column vector
dy (1) = y(2);

dy(2) = y(1) + y(2);

Matlab’s funktion funcl exam22018:

function [dy] = funcl_exam22018(t,y1l,y2)
dy = y2;

Matlab’s funktion func2 exam22018:
function [dy] = func2_exam22018(t,yl,y2)

dy = y1 + y2;

6. Logaritmera modellproblemet

p1tpat?
c~ exp ltrst

for att fa:

Inc(l + pst) ~ p1 + pat® —
pL4pet’ ~Inc+1Inc-pst —
p1 4 pat? —Ine- pst ~ Ine.
Konstruera matris A for att hitta z = [p1, p2, pg]T
bH%, dar raderna i A innehéaller

(1,82, —trIncy), k=1,..,m,

i minstakvadratproblem min,, || Az —

och vektorn b ska vara
11’1(61)

111(62)

1n(cm)



