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1. Ge kortfattade motiveringar/lésningar till nedanstaende uppgifter! Ett korrekt svar
utan motivering ger inga poéng!
e a) Visa att || - ||,, p = 1 4r matrisnorm.
(2p)
e b) Skriv talet 7.5 i binér form som flyttal i dator. Skriv den sedan i hexadecimalt
(bas 16) form (3p)
e ¢) Lat A € R™™ &r en symmetrisk och positivt definit matris, m — 1 &r ett positivt
heltal. Bevisa att A™ &r symmetrisk och positivt definit matris.
(1p)
e d) Lat a och b &r reella tal med a < b. Definiera fixpunktsiterationen:

Tpy1 = T + (v — a)(zg — D).

Bestam fixpunkterna och konvergens: bestdm ett villkor for a och b som garan-
terar konvergens mot atminstone en av fixpunkterna (vi startar néra, men inte i
fixpunkten).

(3p)

2.

Vi vill hitta ett lokalt minimum till den reellvirda funktion f(z, vy, z), x,y, z ar reella vari-
abler. Vi kan forsoka hitta minimum dér tre partiella derivatorna av funktionen f(x,y, z)
ar noll.

Stall upp ett system av ekvationer for problemet och formulera sedan Newton’s metod
for detta system nér f(z,y, z) = r+y+ 2 +sin(x® + 3> + 2?). Forsok inte att 16sa systemet
for hand.

(3p)

3. Finn interpolationspolynomet p(t) av grad ett med basfunktioner ¢/, = 0,1 som
interpolerar punkterna (1,5), (2,4).

(2p)

e Vi har en kvadraturformel
1 n
f(z)de ~ Zwif(xi)a
-1 i=1

for lampliga punkterna x1, ..., x,, och vikterna wy, ..., w,. Gor linjar transformation
och skriv hur ser motsvarande kvadraturformel ut pa intervalet [—5,3] 7
(2p) .
e Anvénd trapetsmetoden i tva punkter 0 och 7 fér att berdkna integralen fo cosx dx.

(2p) !



e a) Skriv om féljande problem som forsta ordningens system:

;

u’(t) = tu(t) + 3(v(t))? — 3u/(t),

V(E) = ut) — (v(8))2 — /(1) + 2,

u(—1) =0,

u'(—=1)=-1,

v(—1) =2,
(v'(—1) = -1

(2p)
e b) Sétt upp implicit Eulers, eller bakat-Eulers, metod och forsta iteration i den for
problemet (2p)

6. Vi har en matematisk modell dér ¢ ar kopplat till ¢ pa foljande sétt:

c=/(t + pipat? + pa)

dar pq, po ar parametrar i modellen. Vi vill bestdmma parametrarna py, ps givet matvarden
(t1,c1), (ta,C2), ..y (tmy Cm), cx > 0. Gor lampliga transformationer och stall upp ett linjart
minstakvadratproblem. Matrisen A samt vektorerna b oh x skall redovisas! Visa ocksa hur
vi erhaller parametrarna fran x.

(3p)
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a) For att visa att || - ||,, p = 1 4 matrisnorm, vi ska kolla matrisnormvillkoren fér
p=1

1) Al = max; >, |a; ;| s& om A # 0 finns nagot a; ; # 0 varfor | A|; > 0.

2) |y Ally = max; 37, [yai 5| = max; 52, [yllaig| = [y[max; 3, ai;] = || Alls

3) [JA+ Blly = max; >, [ai; + bij| < max; 32 (|ais] + [bis]) < max; )2, fa ;] +
mas; 3, bi| = Al + 1B

Nu till submultiplikativiteten. Vi visar ||Ax||; < [|A|1]|x]|1 forst. Det foljer fran
definitionen av normen

A
Al = max 12X
SO

att ||A|l1 > ||Ax]||1||x||;. Nu till ||[AB||;. Antag att max antas for kolonn k i B:
IAB][y = [[Abg[ly < [|A]l[Porlls < Al B]]:

b) Vi skriver talet som 7.5 = +[1 + 0.875] - 22. Exponenten &r 2 och vi presenterar
den som: 2 + 1023 = 1025 = 1-2'° +1.2% Mantissa: 1 kodas inte, 0.875 =
1-1/2+1-1/4+1-1/8. Vi far foljande binér representation for 7.5:

0/ 10000000001 | 1110....0 |
—_— —

exponenten mantissa 52 bitar

dar 0 ar kod for 4, exponenten 11 bitar kodas som 10000000001 och mantissa 52
bitar kodas som 111000....0. T hexadecimalt (bas 16) format: forst vi grupperar om
bindr form i 4 bitar :

0100 0000 0001 1110 .... 0000

och kodar varje fyra bitar:

0100 = 4,
0000 = 0,
0001 = 1,
1110 = e,
0000 = 0,

Hexadecimalt (bas 16) format for 7.5 &r:
401e000000000000.
Kolla i Matlab:

= quantizer(’double’);
num2bin(q,7.5)

< Q
nn



y =
0100000000011110000000000000000000000000000000000000000000000000

y = num2?hex(q,7.5)

y =
401e000000000000

c) For symmetrin: (A™)T = AT......AT = A.....- A = A™. Vianvinder definitionen
for att bevisa att A™ &r positivt definit. Lat = # 0. Om m ar udda tag n = (m —
1)/2. Da a7 Amg = T AM=D2ZAAM=D2 = (Arz)T A(A"z) = (A" 2T A(A ) >
0 eftersom A"z # 0 (eftersom = # 0 och A &r positivt definit da A &r ickesingulér).
Ar m jamnt, da tag n = m/2. Vi far: 2T A™z = (A"2)T (A"z) = ||A"z|)3 > 0.
Det betyder att A ar symmetrisk och positivt definit.
d) Se foreldsningsanteckningarna, s. 174.
Fixpunktsiterationsmetod &r:
Tt = g(2k)
med g(xy) = 2x + (vx — a)(zr, — b). Da g(x) =2 + (x — a)(z — b).
For att bestdmma fixpunkter ska vi l6sa:
at = g(z"),
eller
x* —g(z*) =0.
For g(z*) = 2* 4 (z* — a)(2* — b) ska vi 16sa
rt =" — (2" —a)(z" —b) =0.
eller
(z*)* — 2*(b+a) +ab = 0.
Fixpunkterna:
r* =a,z" =b.
For konvergensen kréver vi |¢'(z*)] < 1.
Jr)y=1+@x—-b+(x—a)=142z—-b—a.
For fixpunkt 2* = a metoden ar konvergent for —2 < a — b < 0 eftersom a < b och:
ld(a)]|=]1+2a—b—a|=|1+a—b| <1,
—1<l+a—-b<l,
—2<a—-b<0.

For fixpunkt 2* = b metoden &r divergent eftersom a < b och
ld(b) =[1+2b—b—a|=|1+b—a| <1,
—1<1l+b—a<l,

—2 < b—a< (00— stammer inte eftersom b > a.



Slutsats:
|g'(a)] <1 for 2* = a och metoden ar konvergent for —2 <a—b<0,

for ¥ = b metoden ar divergent.

2.
Vi infor vektorn a = [ZL‘, y, 2] och skriver f(a) istillet for f(x,y,2). Ekvationerna blir:

= fi(z,y,2) = 1+ 2z cos(a® +y* + 2°) = 0,
= fy(x,y,2) =142y cos(z? +y* +2%) =0,
f3 —f(x y,2) =1+ 2zcos(z? + y* + 2%) = 0.

[1 + 22% cos((2%)? + (
a"tt =ak — [J(d®)]t |1+ 20 cos((2F)? + (
| 1+ 22" cos((2%)? + (

dir J(a*) #r Jakobian pa iteration k och

(), (f), (f))
J(a) = | (f2); (f2); (f2)l
(fs)e (fa)y, (fa)l
och var
(f1), = 2cos(z? +y* + 2%) — da?sin(2® + y* + 2?),
(f1)y = —daysin(z® +y* + 2%),
(f1), = —4xzsin(z® +y* + %)
(fo)y = —dxysin(a? +y* + 2°),
(fa)y =2 cos(z? +y* + 2%) — 4y sin(2® + y* + 27),
(fo)l = —dzysin(a® + y* + 27),
(f3), = —dazsin(a? + 1y + 2?),
(fa)y = —deysin(@® +y* + 2%),
(f3), = 2cos(z?® + 9 + 2%) — 42%sin(2® + y* + 27).
3.

For punkter (1,5),(2,4) har vi: p(t1) = 5, p(t2) = 4,t; = 1,13 = 2.
Interpolationspolynomet p(t) av grad 1 med basfunktioner ¢/ &r:

p(t) = x1 + xot.
Vi far ekvationssystemet
1 tl ry| 5
o RS b

eller

(0.2) E ﬂ -



6
vilket ger x1 = 6, x5 = —1, och interpolationspolynomet blir

p(t) = x1 + xot = 6 — t.

4.
® a)
Om vi ska approximera integral
b
/ f(t)dt
t ligger i ett intervall [a,b], och z ligger pa [—1, 1], far vi gora en linjar avbilding
till detta intervall:
t=kx+m.
For att bestamma koefficienter &k, m ska vi 16sa system:
k-(=1)+m = -5,
k-14+m =3,
da
m=—1, k=4.
Linjar avbilding ar:
t=4r — 1.
Notera att
dt =4dz; f(t) = f(4-z — 1),
integral fi,) f(t)dt ska beriiknas som:
3 1
/ f(t)dt:4-/ fd-z—1)dx
-5 -1
z4-2wif(4-xi— 1).
i=1
e b)

Trapetsmetoden for fo x)dx ar:

|t §f<o>+f<7r>>-<w—o>.

[ vart fall har vi f(z) = cosz, f(0) = 1, f(mr) = —1, da trapetsmetoden for
Jy cosx dx ger oss:

T 1
/ cosx dr =~ 5(1 + (—1))m = 0.
0



e a) Satt
z1(t) = u(t),
(1) = u'(t),
z3(t) = v(?),
z4(t) = /(1)

Vi far systemet:

(24(t) = aa(t),

wy(t) = taa(t) + 3(ws(t))” — 3a2(t),
zg(t) = zu(),

vy(t)  =x(t) — (w3(t)? — 2a + 1,
1’1(—1) =0,

I2(_1) —1,

333(_1) =2,

(za(—1) =-1

e b) Se foreldsningsanteckningarna, s. 237.
Implicit, eller bakat-Eulers metod &r:
Vg1 = Vg + hf (tks1, k1) fOr diskretiseringen o' (t) ~ W, var vy = v(ty).
Bakat-FEulers metod for vart problem é&r:

Tp41 Tk

Ukil—Uk .
= = D%+1 + 3Yk+1;
= Yk+15

som kan skrivas om :
Yk+1 — h(Bxps1 + 3Ykt1) = Uk,
Tp1 — NYrpr = Ty
eller
(1 — 3h)yk+1 — 5h$k+1 = Yk,
—hyry1 + T = Tk

For att hitta ygy1, xxy1 konstruerar vi systemet av ekvationer Av = b med oként
vektorn v = [ygy1, Try1]?, kiint vektor b = [yg, 7|7 och matrisen

1—-3h —5h
A:{—h 1]

For k = 0 har vi : [yo,xo]" = [y(to), x(t0)]" = [y(—1),z(—=1)]" = [1,1]*. Forsta
iteration i Bakat-Eulers metod ska vara:

[ylyxl]T - A_l[yﬂwr()]T = A_l[la 1}T

6. Kvadrera
¢ =t+ pipat® + po



och flytta 6ver t:

pipat® 4+ py = — t.

Infér z; = pipe, v = po. Konstruera matris A for att hitta z = [z, 2]7 i

minstakvadratproblem min, ||Az — b||3, dir raderna i A innehéller
(t2,1], k=1,...,m,

och vektorn b ska vara

C%—tl
2
2
c, —tm

Efter att vi har 16st min, ||Az — b||3 sitter vi ps = @2, p1 = 21/p2 = 21 /7.



