Numerisk Analys, MMG410. Lecture 11.
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Fixpunkter och lite teori

Vi har tva syften med de foljande sidorna:

@ givet en ekvation, f(x) = 0, hitta en fixpunktsiteration, g, som har
en attraktiv fixpunkt, x* sddan att f(x*) = 0.

@ vi vill forsta vilka egenskaper hos g som ger konvergens

Newtons metod ar en speciell fixpunktsiteration, ty

Xk+1 = Xk — ;(():S()), X1 = g(xc) med g(x) = x — :/((i))

Om Newtons metod konvergerar mot x* galler i gransen att

f(xx)

f(x*)
dvs. f(x*) = 0 (antag enkelrot s att f'(x*) # 0). Sa fixpunkten &r
en losning till vart problem.
Om vi ska l8sa f(x) = 0 med fixpunktsiteration: f(x) —x+x =0
och f(x) + x = x och fixpunktsiteration ar: xx4+1 = xx + (xk).

x* = x*

Nar konvergerar en fixpunktsiteration?



Fixpunkter och lite teori

Dvs. om det existerar x* sa att x* = g(x*), nar galler att
lim |xx —x*| =07
k—00

Idé: konvergens medfor att felet, |xx — x*|, minskar dvs.
|xk+1 — X*| < |xk — x*|, sa 1at oss studera felet.

*

Xkp1 — X" = g(xk) = x" = g(x" +xx —x*) = x* =
g(x*) + (xk — x*)g'(0x) — x* = g’ (0k) (xk — x*), Ok € (xk,x™)
S3
Xier1 — x| = 18" (0)] [xk — x7|, Ok € (xi, x¥)
Ett steg till:

vz =X = g (O 1) X1 = x7| = 18" (Oks1)| &' (Bi)] 3k — x|

[Xpeq1—x*|

Alltsa:
[xk—x"| = |&'(Ok-1)| ... [&"(01)] 1&'(60)| [xo—x"| = |&"(0)||x0—x"|.

lg’(0)] 3/11




Fixpunkter och lite teori

Sa om det finns ett tal A, dar alla |g'(0k)] < A <1 far vi
konvergens.
X — x*| < A¥|xp — x*|

Foljande villkor garanterar konvergens:

@ xp tillrackligt nara x*

@ g kontinuerligt deriverbar med |g’(x*)| < 1
Den andra punkter medfor att det existerar ett intervall,
| = [x* —§,x* + 0] sadant att |g'(x)| <A< 1, xel.

Om vi ser till att starta tillrackligt nara x* sa stannar alla x, kvar i
intervallet. Detta medfor att alla 6, € /.
Forsta steget: Om xo € [ s& galler att 6y € I, varfor |g'(6p)] < A
vilket medfor att x; € /. Induktion!
Normalt linjar konvergens; ju mindre |g’(x*)| desto snabbare
konvergens

X1 — X*

e =l g )



Fixpunkter och lite teori

Vad galler for Newtons metod?

g(x) =x— ;(();)) =

/ (F'(x*))% — F"(x*)F(x*)

g(x")=1- (F(x)? =0, om x* enkelrot

Innebar (minst) kvadratisk konvergens (inte att det konvergerar i
ett steg). Lat oss troliggora detta. Infor §x = xx — x*. Vi far
f(x* + xx — x*)
f(x* 4+ xx — x*)

*

X1 — X5 =X, — X

eller
S ) ) ) )2
k+1 = Ok f,(X*+5k) — Ok f/(X*)‘i‘(skf”(X*)—i-...
sd att i )
B (x*)2+... _f (x*)éi

Ol = Y 4 () + o 2F(x7)



Konvergens for sekantmetod

Vad giller for sekantmetod? lterera: givet tva startvarden xg, x1
sekantmetoden:

Xk—1 — Xk
f(kal) — f(Xk)’

Xk+1:Xk—f(Xk) k:1,2,...

Xk—1 — Xk
f(xk—1) — f(xk)
_ ka(Xk—l) — ka(Xk) — f(Xk)Xk_l + f(Xk)Xk (1)
f(xk—1) — f(x«)
X f(Xk—1) — F(x)Xu—1
(1) — F(x)

Xk+1 = Xk — F(xk)

xef (xk—1) — F(xi)xe—1 .
f(kal) — f(Xk) (2)
xicf (x—1) — F(xi)xx—1 — X*(F(xk—1) — F(xx))
f(kal) — f(Xk)

k
Xk+1 — X =




och kan skrivas som
X (xe—1) — F(xp)xk—1 — x*F(xe—1) + x*F(xx)
f(xk—1) — f(xx)

B (xk — x*)F(xe—1) — F(xp) (X1 — x*)
N f(xk—1) — f(x«x)
O = X)X A X1 — xT) = (X X — X)) (Xk—1 — x¥)
N f(x* 4+ xk—1 — x*) — F(x* + xx — x*)
 a A + Or — X ()]
(¢ X1 — x*) — F(xF A X — x*)
_ ) + O = x*) (€] Oo—1 — X7)

f(x* + xx_1 — x*) — F(x* + xx — x*)
_ (k= x") k=1 = x*)F'(Ek—1
) A ket — x*)F(Ek-1)) — F(x*) = (e — x*)F (&)
B [(xi—1 — x*) (i — x*) F7(&k)

F(x*) + (-1 = x*) ' (Ek—1)) — F(x*) = O — x*) (&)’
€k € (XK, ), Ek—1 € (Xk—1,x7).

*
Xk4+1 — X =




Vi far:

(xk = x*) (k-1 — x*)F"(€k—1)
Xk—1 — X*)F'(§k-1)) — (xk — x*)f'(€k)
B [Cec—1 — x7) Ok — x7)F'(§)]
(xk—1 = x*)f"(Ek-1)) — (xk — x*)F" (k)
_ oo — PG~ Fa)] @
(k-1 — x*)f"(Ek-1)) — (xk — x*)F' (&)
= (xk — x")(xk—1 — x*) - M

&k € (X, x¥), &k—1 € (Xk—1,x").

Xk+1 — x* =
(

Om f(x*) =0 och lim P =

! | T = C konstant < oo
—00 | X — X

sa sager vi att metoden har konvergensordning r. Vi kan skriva om
det som:

IXkr1 — x| = Clxe — x*|" = |x — x¥||x—1 — x| - [M]
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eller

Clxic = x*|" & [xic = x*|[xi—1 — x| - [M],

|Xk _ X*|r
e S IMI/ICT et = X7,
X — x| & [MI/IC) - g — X7, (5)
X — x| & (IMI/|C)Y 2 (s — x5V,
—
B:=Const

Ixk — x*| = B - (|xk—1 — x*])l/’*1

Vi tar 1/(r — 1) = r konvergensordning (enligt definition for
konvergensordningen). Darfor r(r — 1) = 1;r> — r — 1 =0 och vi
tar bara r > 0, eller r = (1 4+ /5)/2 ~ 1.618 > 0 som ir
konvergensordning for sekantmetoden (superlinjar).
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Négra exempel:

@ g(x) = x2 har vi redan analyserat. xx;1 = g(xx) eller
Xk+1 = x2. Fixpunkter? g(x*) = x* eller (x*)? = x* s3
x* =0 eller x* = 1. Konvergens? g’(x) = 2x och g’(0) =0
sa battre an linjar konvergens, g’(1) = 2 divergens.
x0=10"1x =10"% x =10""%...

@ g(x) = x/2. Fixpunkter: x* = x*/2 sa x* = 0. Konvergens?
g'(x*) = 1/2. Linjar konvergens:

Xo = 1,X1 = 1/2,X2 = 1/4,...

@ g(x) = cosx. Fixpunkter x* = cos x* sa x* ~ 0.739.
Konvergens? g’(x*) = —sin(x*) och | —sin(x*)| ~ 0.674 < 1
sa linjar konvergens

@ Los x2 —2 =0. Vi kan ju anvinda Newtons metod, men It
oss testa med omskrivningen [x? — 2]/a 4+ x = x och tag
g(x) = [x? — 2]/a + x. Fixpunkterna ar rotterna till
ekvationen.
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Fixpunkter och lite teori

Konvergens? g’(x) = 2x/a + 1. Tar vi t.ex. « = —3 s& far vi ratt

snabb konvergens ty |g’(v/2)|| = | — 2v/2/3 + 1| ~ 0.05719.
> x = 1;

>> for k=1:9, x(k+1)=x((Xk)-(x(k)"2 - 2) / 3; end
>> d = x - sqrt(2) % editerat

d = -4.1e-01 -8.0e-02 -6.8e-03 -4.0e-04 -2.3e-05
-1.3e-06 -7.5e-08 -4.6e-09 -2.4e-10 -1.4e-11

>> abs(d(2:end) ./ d(1:end-1))

1.9526e-01 8.4151e-02 5.9460e-02 5.7326e-02
5.7199e-02 5.7191e-02 5.7191e-02 5.7191e-02
5.7192e-02
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