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Interpolation (Problem med interpolation)

@ For vissa funktioner kan interpolationsfelet bli stort i
intervallets andar (t.ex for f(t) = e~t"). Felets utseende:
£(m (o
p(t) —f(t)= |( )(t —t1)(t — t2)...(t — tp)
~ =~ n!

beraknad  exakt
dir 0 € (t,t1, ta, .., ty). For f(t) = et har vi:
f/(t) = —2t/et” - felet 3r stort.
@ Detta problem kan forvarras nar antalet punkter 6kar (Runges
fenomen). p behover inte alltid konvergera mot f, utan felet
kan oka med okande antal punkter.

Det ar inte ovanligt att polynom av hogt gradtal svanger
kraftigt nar man anvander ekvidistant interpolation (samma
avstand mellan t,-vardena.

@ Vi kan forsoka att "halla nere” polynomet i andarna genom
att lagga punkterna tatare dar. D3 svanger polynomet mindre. , .,



Lagrange interpolation i 9 ekvidistanta punkter for
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Interpolation i Lagrange form i 9 punkter for f(x)

| Lagrangian interpolation av exp(-x 2)
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Interpolation i Lagrange form i 9 punkter for f(x)

| Lagrangian interpolation av exp(-x 2)
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Interpolation (Problem med interpolation)

Vad &r ett bra satt att valja punkterna (om vi far valja)? Lat oss
studera felets utseende igen (vi kan tdnka oss exakta data, sa att

pf = p).

(n)
p(t) —f(t)= f I(e)(t —t1)(t — t2)...(t — tn)
~—~ N~~~ n!
berdknad  exakt

dir 0 € (t, t1, to, ..., t,). Antag att |F("(0)] < M for alla
0 € (t1, ta, ..., tp). Vi har da

F(8) — p(1)] < I(E — 80) (¢ — ).t~ )

Lat oss specialstudera funktionen (t — t1)(t — t2)...(t — tn)/nl.
Den vaxer snabbt utanfor [ti, t,]. Extrapolation ar farligt!



Interpolation (Chebyshevpunkter)

De sa kallande Chebyshevpunkterna har egenskapen att de gor det
maximala vardet av |(t — t;1)(t — t)...(t — t,)| sa litet som mdjligt.

Sats
Om ty,t € [-1,1], k=1,2,...,n géller det att

e |(t — t1)(t — t2)...(t — tn)]

minimeras da

=1,2,...,n

ty = — cos [M] , k

2n

Det maximala virdet p3 |(t — t1)(t — tp)...(t — t,)| ar dd 1/2"~1.




Interpolation (Chebyshevpunkter)

Nar t ligger i ett annat intervall, [a, 8] sag, far vi gora en linjar
avbilding kx 4+ b av Chebyshevpunkterna [—1, 1] till detta intervall

[, B]:

k-(-1)+b=oq,
k-14b=p,
da
b=a+k,

k-1+a+ k=23,
och frdn andra ekvation i systemet ovan har vi

B —a
2 )
b=a+k=a+ = )

k =

och linjar avbilding av Chebyshevpunkterna till intervall [«, 5] ar:



Interpolation (Chebyshevpunkter)

-« a+
B 2 [_171]+ = [aaﬁ]
sd de transformerade Chebyshevpunkterna
ty = — cos {M] , k=1,2,...,n
2n

blir

B-a cos [(2/(2—,71)77} N a—;—,@’

Ibland ar det anda problem. Det kan tankas att M, begransningen
av |F("(6)| €] existerar.

f(t) = \/t pa intervallet [0,3]. Redan f’(0) &r ju obegrinsad
(eftersom f'(t) = (v/t), = 1/(2y/t)), man siger att derivatan har
en singularitet. | vissa fall visar sig singulariteten forst i hogre
derivator (t.ex. f(t) = t%/?).




Lagrange interpolation i 9 ekvidistanta punkter for

f(x) =e™

Lagrangian interpolation av exp(-x 2)
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Interpolation i Lagrange form i 9 Chebyshevpunkter for

f(x) =e™

Lagrangian interpolation av exp(-x 2) i Chebyshevpunkter
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2

Fel for f(x) = e~

log o IL(x)- exp(x ?)|
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Interpolation (Chebyshevpunkter)

Om en funktion har n + 1 antal kontinuerliga derivator sd kan den
utvecklas i en Taylorutveckling:
/ " (n)
F(t) = f(a)+f1(f)(t—a)+f2(f) ' n!(")
dar resttermen R(t) = c(€)(t — a)"*L, € € (a,t) och |c(&)] ar
uppat begransad. Detta innebar att en sddan funktion (som har
Taylorutveckling) liknar ett polynom pa ett tillrackligt litet
intervall.
Om inte alla f(K)(a) =0, k=0,1,...,n kan vi géra R(t)
godtyckligt liten jamfort med resten av Taylorutveckningen, genom
att ta |t — 4| tillrackligt litet. P3 ett stort intervall behover inte
funktionen likna ett polynom.

(t—a)’+..++

(t—a)"+R(t)

V't har ingen Taylorutveckling kring a = 0. Daremot har ju v/t en
utveckling kring alla a > 0 och det ar inga problem att
approximera funktionen for positiva t.
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Interpolation i Lagrange form i 9 punkter for f(x) = /x
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Interpolation i Lagrange form i 9 Chebyshevpunkter for

flx) = v
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Fel av interpolation i Lagrange form for f(x) = v/x
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Fel av interpolation i Lagrange form for f(x) = v/x
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Vi bestdimmer interpolationspolynomet, p,, pd [0, 1] som interpolerar e’ i
punkterna 0 = t; < tp < ... < t, = 1. Visa att oavsett hur vi valjer
te-punkterna (i Svrigt) sé galler:

l f— pu(t)] = 0.
0 o281~ (0 =0

Visa att om vi valjer Chebyshevpunkterna sa galler att:

t
omax let = pn(t) < o

Svar: vi vet att
F(n (g
pu(t) — F(5) = )

——~— ~— n!

berdknad exakt

(t —t)(t — ta)...(t — t,)

dir @ € (t, t, ta, ..., t,). Vivet att (et)(") = et och |t — t,| < 1d3

prlt) ~ &= etfs!e)(t—tl)(t—tg)...(t—t,,) < %(t—tl)(t—tg)...(t—tn) < %

beriknad ~ €xakt
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e'(0)

~~~ n!

beriknad ~ €xakt

prlt) — el = (t—t1)(t—to)..(t—tn) < %(t—tl)(t—tg)...(t—t,,)g %

Observera att det ger oss ett konvergensresultat for varje funktion vars
alla derivator ar begransade pa [0, 1], s3 [F("(t)] < M,0 <t < 1:

. t T i _
n|L>n;o Orgl?%(l |e pn(t)| o nln;o n! =0




Man kan f& snabbare konvergens med Chebyshevpunkterna

Ck = — Cos [W} , k=1,2,...,n. Vi transformerar de:
B—a o + B
2 [_1a 1] + [aaﬁ]
——
Ck tk

sd de transformerade Chebyshevpunkterna blir

B —a a+p
=t
2 Ck + 2 ks
| 6vningen har vi att [o, 8] = [0,1] eller « = 0,5 =1 sa att

1/2¢k +1/2 =ty och ¢x = 2t, —1da t, = Ck+1 . Vi redan vet att

on(t) —\e;:#(t—tl)(t—tg)...(t—tn)<E(t t)(t—ta)...(t—ts) <

beriknad ~ €xakt

3
F*_\m

Vi ska visa att om vi valjer Chebyshevpunkterna sa galler att:

22 1" = Pol®)] < T
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Ovning (kap.7, 13)

Vi redan vet att Chebyshevpunkterna minimerar [[;_, |t — tx| nér [t] <1
och maximala virdet p3 |(t — t1)(t — t2)...(t — t,)| r d& 1/2"~1. Nu har
vi intervallet [0, 1] s& vi far transformera punkterna cx. Vi vet att

ck =2t —1da tk:q‘;rl och

n

“ c+1
max H|t—tk|: max t— =
0<t<1 0<t<1 2
k=1 k=1
2t — 1 —¢,
n c 1 n 1
= maxo<e<i [ [pog |[— 5| = 3 max1<e<i [[og [€ — | = 7
. t . e
lim max | ps(t) — €' |= lim max ——— =0.

n—000<t<l L, ~~  n—oo0<t<1 pl22n-1
bersknad ~ €xakt



Splinefunktioner

Polynom av hoga gradtal ar svdrhanterliga men har samtidigt
lokalt goda approximationsegenskaper och ar enkla att beskriva,
lagra, berakna, integrera, derivera, etc. En vanlig kompromiss ar
styckvisa polynom av ldga gradtal. Man behaller polynomens
enkelhet men slipper svangningarna.

Definition

En interpolerande splinefunktion av grad j ar en funktion som
interpolerar (tx,yk), k =1,2,...,n och som bestar av styckvisa
polynom pa intervallen [t1, to], [t2, 3], .... Dessutom ar
splinefunktionen j — 1 génger kontinuerligt deriverbar i
knutpunkterna (dvs. i (tk, y«))-

Det ar inga problem med kontinuiteten av derivatorna av varje
enskilt polynom (i varje delinterval).
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Splinefunktioner

@ Om j =1 sa har vi ingen kontinuerlig derivata utan bara
kontinuitet hos splinefunktionen.
Delpolynomen har hogst grad ett.

@ Om j = 2 sa ar delpolynomen (hogst) andragradspolynom.
Splinefunktionen ar kontinuerlig och ar kontinuerligt
deriverbar (forstaderivatan ar kontinuerlig).

@ Det vanligaste ar dock j = 3, kubiska splines, dar
delpolynomen ar kubiska (hogst) och splinefunktionen ar
kontinuerlig liksom dess forsta- och andraderivator.

L3t oss se varfor detta verkar mojligt att dstadkomma och varfor
man inte kan krava kontinuerlig tredjederivata.
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Splinefunktioner

Example

En kubisk spline kan skrivas pi(t) = axt> + bxt? + cxt + di pa
intervallet [tx, tx—1]. Antag att vi har n stycken t-varden. Detta
ger n — 1 intervall (lika ménga polynom), s& antalet obestdmda
koefficienter ar 4(n — 1). Hur manga villkor har vi?

Interpolationskravet ger 2(n — 1) villkor (ty varje polynom maste
interpolera 2 knutpunkter). Detta ger oss kontinuiteten gratis.

Kontinuerlig forstaderivata ger n — 2 villkor (inre punkter) och lika
manga for andraderivatan. S& summa
2(n—1)+n—2+4+n—2=4n—6 villkor.

Det innebar att vi saknar tva villkor som maste bestammas pa
ndgot satt. Har ar ndgra vanliga tillaggsvillkor (s ar
splinefunktionen):
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Splinefunktionern: kubisk spline

e s”(t1) = s"(tn) = 0 s.k. naturliga splines (minimerar
th 2
o (s"(t))dt)
e s'(t1) = f'(t1) och s'(t,) = f'(t,) komplett spline
o s'(t1) = s'(t,) samt s”(t1) = s”(t,) periodisk forsta- och
andraderivata (kanske rimligt med y; = y, i detta fall)
o pi(t) = pa(t), t € [t1, t3] och
Pn—2(t) = pn—1(t), t € [tn—2, ts], not-a-knot; medfor att s
kontinuerlig i t = tp och t = t,_1. Det ar alltsa ett
tredjegradspolynom i [t1, t3] (och ett (annat) i [th—2, ta]).
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Kubisk spline for 3 punkter ti, ty, t3

Example
En kubisk spline for 3 punkter ty, to, t3 kan skrivas som:

p1(t) = a1 + ast + ast? + aat?, (1)
pa(t) = B1 + Bat + Bat? + Bat®. (2)

Koefficienterna «;, 8i,i = 1,2, 3,4 ska bestammas.
Interpolationskravet ger 4 villkor (ty varje polynom maéste interpolera 2
knutpunkter). Detta ger oss kontinuiteten gratis. Kontinuerlig
forstaderivata p;(t), p5(t) ger 1 villkor (inre punkt) och lika manga for
andraderivatan.

Sa vi har: 4 + 2 = 6 villkor.
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Example

a1 + ast + azt? + astd

63}

pi(t) =
p2(t) =
1)
pi(t)) =xn=
pi(t) =y2=
2)
p(t2) =y
pts) =ys
p'1(t2) € C = p'1(t2) = P,
pa(t) =
(1) =

+ Bat + B3t? + Bat®

a1 + aoty + Oé3t12 + Oz4tf’

a1 + agty + azt? + agts

B1 + Bata + Bat3 + Pats
B1 + Bats + Bat3 + Pats

ap + 2ait + 3a4t2
B2 + 283t + 3ﬁ4t2
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Example
3) P'1(t2) = p'a(t2):
p'1(t2) = az + 23ty + 3auts =
= B2+ 2B3t2 + 3Bat5 = p'5(t2)
4) p"1(2) € C = p"1(12) = p"(12)
p'a(t) = 2B3+60st
p’1(t) = 2as+ 6agt
p"5(t2) = 23 + 654tz =
= 2a3 + 6auty = p”1(t2)

Notera, att vi har skrivit 4 + 2 = 6 villkor, behdver 2 till ( vi har 8

koefficienter, som ska bestdmmas). Vi valjer foljande 2 tillagsvillkor:

p’1(t1) = 0;p"5(t3) = 0
203 + 6ayt; = 0,
203 + 68413 = 0.
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Definera splinefunktion av grad 1 som interpolerar

(t1,¥1), (t2, ¥2), (t3, y3) och som bestér av styckvisa polynom av
grad 1 pd intervallen [t1, t], [t2, t3].

| Linear spline ion av exp(-x _2) fér N=3 interpol.p.
exact exp(x ?)
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2

Linear spline interpolation for f(x) = e™

| Linear spline interpolation av exp(-x 2) for N=3 interpol.p.
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| Linear spline interpolation av exp(-x 2) for N=30 interpol.p.
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Linear spline interpolation av exp(-x
; e 2R ‘
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