Numerisk Analys, MMG410. Lecture 15.
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Kvadratur - numerisk integration

Vill berdkna: fab f(x)dx. Inte alltid mojligt att uttrycka en primitiv
funktion i elementara funktioner (inte alltid bekvamt eller).
Grundidé: approximera f(x) med en funktion p(x) som har bra
approximationsegenskaper och som ar enkel att berakna och
integrera.

Enkelt exempel: vi vill approximera fos e 01 sin(5x)dx.
Facit: fos e 01 5in(5x)dx ~ 0.1863.

| Matlab finns den aldre adaptiva metoden quadl och den nyare
integral.

fun = @(x) exp(-0.1xx.2). x sin(5 * x)
Q1 quadl (fun,0.0, 5.0)
Q2 = integral(fun,0.0,5.0)



Kvadratur - numerisk integration

Metoderna bygger pd tva principer:
© indelning av [a, b] i intervall (inte alltid lika ldnga)

@ approximation av f med polynom pa varje delintervall foljd av
integration av polynom

Man anvander ofta adaptiva metoder som forsoker anpassa langden
pa delintervallen s3 att det sammanlagda felet blir mindre an en
given tolerans. Det ar da vanligt att man har olika langa intervall
och det ar inte ovanligt att man har olika gradtal p3 polynomen.
Som vi redan vet, i Matlab finns den aldre adaptiva metoden
quadl och den nyare integral.



Newton-Cotes quadrature

Att integrera interpolationspolynom ger Newton-Cotes metoder. Man
skiljer mellan oppna t Newton-Cotes metoder dar andpunkterna ar med:
i(b—a)

Xi:a+ﬁ,i:1,...7n.

resp. slutna t Newton-Cotes metoder dar andpunkterna ej tas med:

(i—1)(b-a) i1

n.
n—1 ’

Xi=a-+ y e

Vi ska studera:

@ Rektangelmetoden eller mittpunktsmetoden: enklaste metoden ar
mittpunktsmetoden (rektangelmetoden) dér vi approximerar f(x)
med f((xk + xk+1)/2) i intervallet [x, xk+1]-

@ Trapetsmetoden: approximation av f med ett linjart
interpolationspolynom

@ Simpson’s metod: approximation av f med ett kvadratisk
interpolationspolynom



Kvadratur (Trapetsmetoden)

Trapetsmetoden: approximation av f med ett linjart
interpolationspolynom (se férel. 13, linjart interpolation i 2 punkter):

f(b) — f(a)

px) = F(a) + (x — ) = —

pa varje delintervall (berdkna integralet):

/ab f(x)dx ~ /ab (f(a) +(x — a)f(bz_z("’)> dx = b; 2 (f(a)+f(b)).

P3 intervallet [a, b] approximerar vi integralen med arean av en
parallelltrapets (ddrav namnet):

/ab f(x)dx ~

(f(a) + (b)), h=b—a

N >



Vi delar nu in [a,b] i n — 1 lika langa delintervall (en del forfattare
borjar med xp):

xk=a+(k—=1)h, k=1,...n, h=(b—a)/(n—1).

sa att x; = a och x, = b.
Beteckna den approximation vi far med T,(f). Den blir:

PFG) + Fx2)) + (FG0) + F0)) + o (1) + Flxn))] =

()

5 + () + f(x3) + .. + F(xn_1) + f(xn)

2

h
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Anvand trapetsmetoden for att berakna fol x2dx.
Trapetsmetoden:

b h
/ f(x)dx ~ (f(a) + f(b)), h=b—a



Anvand trapetsmetoden for att berakna fol x2dx.
Trapetsmetoden:

b h
/ f(x)dx ~ 5(f(a) +f(b), h=b—a

Trapetsmetoden for fol f(x)dx ar:

/0 ' ax ~

| vart fall vi har f(x) = x?, d& trapetsmetoden for fol x?dx ger oss:

(f(1) +£(0)) - (1 - 0).

N

1
1 1
2 2 2
~ —(1 = —.
/onX 2( +07) 5



—x2

Trapetsmetoden i Matlab for f(x) = e

fun = @(x) exp(-x.2)

Q = integral(fun,-3.0,3.0);

N_calc 11;

linspace(-3.0, 3.0, N_calc);

x_calc

for i = 1:N_calc

fun_calc(i) =fun(x_calc(i));

end

int_calc = trapz(x_calc, fun calc);



09

funktion f(x)
o o o o o o
w ~ (&} (2] ~ [ee]

<
o

0.1

Trapetsmetoden, Integral=1.8164, N=5

-2

‘ 1

x 2

exact e~

2
-area (integral ave ™)

m— gpproximation
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09

funktion f(x)
o o o o o o
w ~ (&} (2] ~ [ee]

<
o

Trapetsmetoden, Integral=1.7724, N=9

-2

‘ 1

x 2

exact e~

2
-area (integral ave )

m— approximation
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Trapetsmetoden, Integral=1.7724, N=19

A\ ‘ -
2
0.9 | exact e *
’ - area (integral ave 2)
0.8 — gpproximation

funktion f(x)
o o o o o
w ~ (&} (2] ~

<
o

-3 -2 -1 0 1 2 3
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09

funktion f(x)
o o o o o o
w ~ (&} (2] ~ [ee]

o
o

-2

! 1

2
exact e *

2
-area (integral ave ™)

— gpproximation
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2
X

exact e~

. 2
area (integral ave )
— gpproximation

o
©
T

funktion f(x)
o o o o o
w ~ (&} (2] ~

o
o

-3 -2 -1 0 1 2 3
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Kvadratur (Trapetsmetoden)

Om man kor Trapetsmetoden p3 vart forsta exempel for berakning
av f05 e 01 5in(5x)dx

med n = 11,21,41, 81 verkar felet ha utseendet ch?® nir

h — 0, ¢ = const.. Kan man bevisa att felet har utseendet ch??

N Fel €l e//e/+1 q h h2

11 | 0.1077 0.5 0.25
21 | 0.0245 | 4.3959 | 2.1362 | 0.25 0.0625
41 | 0.0060 | 4.0833 | 2.0297 | 0.125 | 0.0156
81 | 0.0015 | 4.0000 | 2 0.0625 | 0.0039

B WO =~

Ordningsfelet g:

log (%) 1og(0.5%)  klog(0.5) _
log(0.5) ~ log(0.5)  log(0.5) ~

eftersom log ( ’“) log <e2h> = log ( (Czi’/,;y) ~ log(0.5) for fel
~ Ch*, exp = C(2h)k.

q:
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Trapetsmetoden for f(x) = e %1% sin(5x)

funktion f(x)

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

Trapetsmetoden, Integral=0.07862, N=11error:0.1077

2
exact e %1% " sin(5x)

[ area (integral ave 01 ’ sin(5x))

— approximation
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Trapetsmetoden for f(x) =

Trapetsmetoden, Integral=0.16178, N=21error:0.024533

\

01x 2

exact e sin(5x)

[ area (integral ave 01 ’ sin(5x))

— approximation
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funktion f(x)
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Trapetsmetoden for f(x) = e %1% sin(5x)

funktion f(x)

0.8
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0.4
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-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

Trapetsmetoden, Integral=0.18031, N=41error:0.006007

N

2
exact e %1% " sin(5x)

[ area (integral ave 01 ’ sin(5x))

— approximation

18 /40



Trapetsmetoden for f(x) = e %1% sin(5x)

Trapetsmetoden, Integral=0.18482, N=81error:0.0014941

2
exact e 01X " sin(5x)

[ area (integral ave 01X ? sin(5x))

m— gpproximation
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Kvadratur (Trapetsmetoden)

Fran interpolationsteorin vet vi att:

) pl) = T 2 b). £ < (a.)

med ett intervall. Allts3

/ab f(x)dx — /abp(x)dx: /ab f”éi)(x_ 2 — b)dx

1 b —a)3f”
[ e mac= LR e

Detta foljer av integralkalkylens medelvardessats ((x — a)(x — b)
byter inte tecken pa [a, b]).
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Fel

| det allmanna fallet, med n — 1 delintervall far vi summera felen'

b n—1 1
/ f(X)dX B Tn(f) _ Z (Xk+1 — ;fg)3f (gk Z f”
a k=1

Om vi antar att " &ar kontinuerlig s& antar f” min/max pa [a, b]

sa att
n—1

1
B f'// < f'l/ < f'//
i, P00 < 50 1(60) < jmax, (9

sa att (en kontinuerlig funktion antar alla mellanliggande varden):

(k) ="(€) (nytt &)

Alltsa:
h*(n —1)f"(€) (b—a)h*f"(£)

b
/a F)deTo(F) =~ =22 e s

ty h(n—1)=b—a.
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Kvadratur (Trapetsmetoden)

S& om andraderivatan ar begransad i [a, b] och om vi raknar exakt
giller att T,(f) — [7 f(x)dx, n — oo.

Observera att om man inte vet ndgot om hur f” ser ut kan man
inte garantera konvergens.

Det ar enkelt att lura avbrottskriteriet i kvadraturprogram. Det
enda vi kdnner till &r ju (xx, f(xk)), k =1,...,n men det finns
oandligt ménga funktioner som interpolerar dessa punkter (med
olika varden pé integralen).

Detta ar ett allmant berdkningsproblem (andliga punktmandger
fran oandliga punktmangder).
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Mittpunktsmetoden (rektangelmetoden)

Enklaste metoden ar mittpunktsmetoden (rektangelmetoden) dar
vi approximerar f(x) med f((xx + xk+1)/2) i intervallet [xi, xk41]:

/ab f(x)dx ~ /ab f((a+ b)/2)dx = (b— a)f (a; b) |

S& om vi bara ser pa intervallet [a, b] s& har vi approximationen:

/abf(x)dx%(b—a)f<a;b>

Vi delar nu in [a,b] i n— 1 lika langa delintervall:

xk=a+(k—1)h, k=1,...,n, h=(b—a)/(n—1).

sa att x3 = a och x, = b.

b
/ f(x)dx = h[f((x1+x2)/2)+Ff((x2+x3)/2)+... 4+ ((xn—1+Xn)/2)]
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Fel i rektangelmetoden

Integralkalkylens medelvardessats:

f'(x) € Cla, b] — f(x) = f(X) + f(X)(x — R).
Vi ska anvanda den for att rakna fel for x = x;_1,i=1,....n
Jy FO0) dx = f(R)hi

o~
~

/X[ [f( A') + f/()?,')(X - )?,)] dx — f()?,)h,

i

| N

h?
/ _ _ ! ]
Tg>1<|f R |/ X —%;) dx = Tgf\f(x,ﬂ 5

(1)
Summerar alla intervaler [;,;i = 1,...,; n for att fa felen i allmanna fallet:
n—1

Z / X) b~ F(%)h < 1/2Y max (&)K. (2)
i=1 "
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Fel i mittpunktsmetoden

Taylor's formel:
f"(x) € Cla, b] = f(x) = (%) + /(%) (x — &) + F"(%)(x — %)?/2,
A A Xt Xi—1
X € [X,',l,X,'] X = T

(3)

Vi ska anvinda den for att rakna fel f:Ll f(x) dx — f(%)h;

/ CF(x) dx & F(R)B;

/ " F(x) dx — F(R);

~
~

/X [F(%) + F/(R)(x = %) + F(R)(x — £)?/2] dx — F(%)h;

/' £(%) dx—f(fq)h;—i—/l F(%) (x — %)2/2 dx—i—/’ F1(%)(x — &) dx|.

i—1

=0 =0
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Fel i mittpunktsmetoden

< max|f" (%X |/ (x — %)?/2 dx

xie€l;

/:1 f(x) dx — f(X:)h;

x5 2h3
< 1/2max ()| [ (- %7 o = 1/2max| (%) 51 ()
xi€lh Xi—1

1! h3
— f ; I
= max|f7(%)l24-

Summerar fel for alla intervaler [;,i =1,...,n — 1 p& intervalet [a, b] for
att fa felen i allmanna fallet:

n—1

D

i=1

< 1/24Zmax|f"

/X ) dx — (R

i—1

(b—a)|f" (&K ©
—a

)| hih? = o4 ¢ € [a, b].
var b—a=h(n—1)fer h=h;,i=1,..,n—1.
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Kvadratur (Newton-Cotes-kvadratur)

Felet for den sammansatta mittpunktsmetoden har utseendet:
(b—a)h*f"(&)/24

vilket lustigt nog ar mindre an for trapetsmetoden.

Dessutom har bade mittpunkts- och trapetsmetod polynomiellt gradtal
ett (exakt for alla polynom upp till och med grad ett). Detta beror pa att
vi inte primart ar intresserade av att approximera f (da dr normalt en
allman linjar funktion battre &n en konstant) utan att vi vill approximera
en integral.

En linjar approximation av t.ex. f(x) = x dver [—1, 1] ger felet noll och
en exakt integral. Approximation av samma funktion med 7(0) = 0 ger
stora fel i funktionsanpassningen men en exakt integral pga. att
approximationsfelen i integralen precis tar ut varandra.
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Anvand mittpunktsmetoden (rektangelmetoden) for att berdkna
integralen fol 4x3dx.
Rektangelmetoden:

/abf(x)dx% (b—a)f(a—gb>
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Anvand mittpunktsmetoden (rektangelmetoden) for att berdkna
. 1 3

integralen [ 4x>dx.

Svar:

Rektangelmetoden for fab f(x)dx ar:

/abf(x)dx%(b—a)f<a;b).

| vart fall vi har f(x) = 4x3, d3 rektangelmetoden for [; 4x3dx ger
0OSS:

/l 4x3dx ~ (1 — 0)f <1JQFO> =f(1/2)=4-(1/2)* =1/2.

0
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Simpson’s metod

Vi har tittat pa trapetsmetoden dar man anvander en linjar
approximation. Anvander man en kvadratisk approximation -
interpolationspolynomet pa Lagranges form med
tt=at=m=(a+b)/2,t3=>b:

P(t) = £(a) (t —t)(t—t3) F(m (t—t1)(t — t3) (b (t—t)(t— t2)

(1 — &2)(tr — t3) (2 — t1)(t2 — t3) (ts — t1)(ts — 1)

eller med t =xoch ty =a,ta =m=(a+ b)/2,t3 = b:

P(x) = F(a) (s () o= () =2 =)

far man Simpsons formel:

/ab F(x)dx ~ /abP(x)dx— bga [f(a)+4f ("”Zb) 4 f(b)} .
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Kvadratur (Newton-Cotes-kvadratur)

Simpsons formel, som ocksa har ett udda antar punkter (jamn grad
pa polynomet) har felet (b — a)h*f(*)(£)/180 som ocks3 uppvisar
mindre fel dn forst forvantat (tre punkter ger h* och f(4)).

En allman kvadraturmetod kan skrivas

b n
/ f(x)dx ~ Zka(Xk)
a k=1

dar wy kallas vikter och x; abscissor.

Hur ser Simpsons formel ut pd mer an ett intervall? Dela in [a, b] i
sex lika langa delintervall dar vi anvander metoden p3 [x1, x3],
[x3, x5] och [xs, x7].
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Kvadratur (Newton-Cotes-kvadratur)

X1
X3 — X1
6
X5 — X3
6
X7 — X5

6

X3

f(x1)+4f(
f(X3)+4f(
f(xs) +4f<

X1+ X3

N

X3 + X5

X5+X7

X5

)+ 1)
) + f(xs)

)+ ).

/ " Fx)dx + / * Fx)dx + / 7 F(x)dx

~
~

+

_|_

% = xp etc. och h = xx11 — xx s& approximationen blir:

%[f(xl) +4f(x2) + 2f(x3) + 4f (xa) + 2f(x5) + 4f (x6) + F(x7)]

eftersom andpunkterna i delintervallen sammanfaller parvis. Med

f(x) = e och ett absolut fel < 1.2-107° tar trapetsmetoden 7150
funktionsevalueringar, mittpunktsmetoden 5055 och Simpsons formel 52.
Matlabs quadl, som &r adaptiv, tar 18 (integral tycks alltid borja med
150, felet blir 10719).
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Simpson’s metod

Simpson's formel:

/ab F(x)dx ~ /abP(x)dx: b;a [f(a)+4f (a;b) 4 f(b)} .

Composite Simpon's formel:

b h n/2
/ Flx)dx ~ 3 3 [F(rj-2) + 4F(r0j-1) + F )

n/2—1 n/2 (7)
=3 f(x0) + 2 Z f(x)) +4Z f(xoj—1) + f(xa) |

xi=a+jh,j=0,...n,h=(b—a)/n.

Fel i composite Simpson's formel ar:

/ab F(x)dx — % [f(a) +4f <a; b) + f(b)}
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Example

Anvand mittpunktsmetoden (rektangelmetoden) for att berdkna

integralen fil xdx.
Svar:
Rektangelmetoden for fab f(x)dx ar:

/ff(x)dx%(b—a)f(a—gb).

| vart fall vi har f(x) = x, da rektangelmetoden ger oss:

/1 xdx & (1 — (=1))f <_12+1> =2-f(0) = 0.

-1

Observera, att exakt integral ar:

1 2
X
dx = —|1, = 0.
/_1XX > 1=
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Anvand Simpsons metod for att berakna fol x2dx.
Simpsons metod :

/ab Flxde ~ 2272 [f(a) T af ("; b> " f(b)]
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Anvand Simpsons metod for att berakna fol x2dx
Simpsons metod :

/ab F(x)dx ~ bg 2 [f(a) +4f (‘9; b> + f(b)]

1, x?, f(a) = a%,f(0) =0, f(b) = f(1) =
=f((0+1)/2 ) = f(1/2) = (1/2)* = 1/4.

1, 1-0
0
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Kvadratur (Newton-Cotes-kvadratur)

Det spelar stor roll vilken metod man anvander och h™-faktorn ar
viktig. Lat oss anta att vi har en uppsattning metoder med
feltermer(c konstant, m heltal och h =1/(n — 1))

c(b—a)AmFm(¢)

Om f(m)(¢) &r konstant kan felet skrivas Ch™, C konstant. For att
feltermen skall bli ~ 7 en given tolerans, kravs alltsa:
1 1
Med 7 = 1072 och C =1 sa far vi denna tabell:

x n
31623

1000

178

63

32

19

Ch"~71, nx
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Numerisk integration av data i Matlab

Vi vet hastighet V(m/sec) av en bil i discreta tidspunkter tx(sec) i
tiden [0, T]. Vi vill approximera distansen S(m), som bilen har
kort under tiden.

Distansen S raknas som S = V - t eller med hjalp av
trapetsmetoden :

T N-1
5= [T o= 3 Vit
0 k=1

2

och
7= T/(N —1) for N diskr.punkter .
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Numerisk integration av data i Matlab

0:24;

N_calc size(x_calc,2);

data = [0.0 5 11 16 21 40 ...

40 40 40 40 40 40 40 40 40 30 30 21 17 14 11

8 6 2 0];

int_calc = trapz(x_calc, data);

figure

xvert = [x_calc(l:end-1);x_calc(l:end-1);x_calc(2:end);

x_calc

x_calc(2:end)];
yvert = [zeros(1,N_calc-1);data(l:end-1);data(2:end);...

zeros(1,N_calc-1)];

patch(xvert, yvert,’g’,’LineWidth’,1.5)
hold omn

plot(x_calc, data, ’ r- o’, ’LineWidth’,2)
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Numerisk integration av data i Matlab

ral=592(m), N=25

[ area (integral)
—O— data

Py
o
1

w
o

Velocity (m/sec)
ny n w
o (6] o

—_
o

0 5 10 15 20 25

Time (sec) 40 /40



