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/ 65



Ordinara differentialekvationer

L3t oss studera problemet y’ = 1. Detta ar inget
begynnelsevardesproblem (eftersom vi saknar y(ty) = yo). Ett
problem av detta slag har oandligt manga Iosningar, i detta fall
y(t) = t+ ¢, dar ¢ ar ett godtyckligt reellt tal. Nar vi ger ett
begynnelsevillkor valjer vi ut en av alla dessa oandligt manga
|sningar. y(3) = 4. ger oss I6sningen y(t) =t + 1. Med grafiska
verktyg kan vi skaffa oss en bild av [6sningsmangden aven for
problemet y’ = f(t,y). Detta kan goras genom att i ett lampligt
antal punkter i (t,y)-planet rita en vektor som svarar mot den
derivata som I6sningen méaste ha enligt ekvationen y’' = f(t,y).

Det finns begynnelsevardesproblem som saknar, eller har flera

|6sningar. Det kan ocksé vara s att y(t) inte existerar for alla
t > to (om y(t) — oo t.ex.).
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Example: begynnelsevardesproblem for y' = sin(ty)

oded5 for dy/dt =sin(ty)

—e—1,=2,y(t ()=06
——1t,=3,y(t g)=1

05

-05

15 1 1 1 1 1 1



Ordinara differentialekvationer (Eulers metod)

En enkel 16sningsmetod: Vi startar i (tp, o) (som ar kind) och tar sedan
ett litet steg utmed tangenten till 18sningen (som kan berdknas med hjalp
av f(t,y).). Antag att vi stegar med fix steglangd, h, i t s3 att:
ti=to+h to=t1+h, tz=1t+ h,... . Allmant t, = tog + kh. Vi far
Eulers metod:

Yk+1 = Yk + hf(tkayk)7 k= 071727"'

eller utskrivet
y1 = Yo+ hf(to, %), Y2 = y1 + hf(t1, 1), y3 = yo + hf (t2, y2), ...

Example

y' =sin(ty), y(=1) =1. S& to = —1 och yo = 1 och f(t,y) = sin(ty).
Om h = 0.1 far vi approximationerna

y1 = Yo+ hf(to, ) =1+ 0.1sin(—1-1) = 0.9159
Yo = y1 + hf(ty, y1) ~ 0.9159 + 0.1sin(—0.9 - 0.9159) ~ 0.8425
V3 = ya + hf(ta, y») ~ 0.8425 + 0.1sin(—0.8 - 0.8425) ~ 0.7801 osv.

V.




t0
ts

t
y

(

-1; % begynnelsetid
5; % slut-tid
.5; %steglangd h

ts - t0)/h ¥ antal punkter

linspace(t0,ts,N);
linspace(t0,ts,N);

y(1) = 1; % begynnelsevarden

for k = 1:N

y
t

end
figure
plot(t, y, ’g -o ’, ’LineWidth’,2)

(k+1)
(k+1)

y(k) + h*xfunc_example3(t(k),y(k));
t(k) + h;



Framat Eulers metod i Matlab for y’ = sin(ty), y(—1) =1

Vi definerar separat matlabs-file func_example3.m med funktion

function dy = func_example3(t, y)

dy = 0;
dy sin(t*y);



Eulers metod vs. ode45

1.8
—6-—h=0.5 (Eulers)
=—©—h=0.25(Eulers)
1.6 =—0— h=0.125(Eulers)
= h=0.125 (ODE45)

0.8

0.6

0.4
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yo = 1;
t0 = -1;
ts = b;
h= 0.5;

N = (ts - t0O)/h

% begynnelsevarden
% begynnelsetid
% slut-tid

%steglangd h
%antal punkter

[t, y] = ode45(@func_example3d, linspace(t0, ts, N), y0);

figure
hold on

plot(t, y(:, 1), ’b -o’, ’LineWidth’,2)



ODE: ode45 i Matlab

ode45: exempel

18
—0—h=0.5 (ODE45)
h=0.25 (ODE45)
16 L —e—h=0.125 (ODE45)




Ordinara differentialekvationer (Eulers metod)

Alternativa harledningar av Eulers metod: Forst Taylorutveckling:
2

V(i B) = y(8) + by (8) + oy (8) + .

Nu ar y'(tx) = f(tk, y(tx)) och txr1 = tx + h sd att:
y(tet1) = y(tic) + hf (ti, y(ti))
Vi approximerar nu yx = y(tx), yk+1 =~ y(tks+1) och féar:
Y1 = Yk + hf (ti, yi)

Harledning med hjalp av integration:

tht1

W)~y = [ v@a= [ ieno)a

ty t

Vi approximerar nu integralen med arean av en rektangel,

W)=yt = [ F(EA8) d = (s — 1) F(t (00)

ty
h

S3 ykt1 ZYk"i’hf(tkak)' 10/65



ODE (system av ekvationer)

u@3 =2
=" -2t + P —t+ 1 u(3) =-1
u'(3) =0

Infor nya funktioner

Vi far
1=y n(3) =2
Y2 =3 , 3 y2(3) = -1
Yi=y3 =2ty +yf —t+1 y3(3)=0

Detta problem kan fortfarande skrivas y’ = f(t,y) om vi infor

vektorerna y och f, dvs.
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ODE (system av ekvationer)

yi(t)

y(t) = | ya(t)

y3(t)
Y2 2
flt.y)=| vs ,yO =1 -1
v3—=2tys+y? —t+1 0

Alla metoder vi har sett kan enkelt generaliseras till systemfallet.
Skalira yy byts ut mot vektorn y(). £ (¢, yi) gar Sver i

f(tx, ). Tiden t, och steglangden h ar fortfarande skalarer.
Eulers metod for exemplet ovan blir, med tyg = 3 och h = 0.1:

2
yO =1 -1 |, y® =yO 4+ hf(tg,y®)
0
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ODE (system av ekvationer)

Dvs
(0)
Y " Y2
Yz(l) = y2(0) +h y30 0 o)\ 2
A1 L0 ] 20 () o

1.9 2 -1
-1 |=|-1]+01|0
0.8 0 0-2-3(-1)+22-3+1

och sa vidare.
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Losning av system av ekvationer med Matlabs ode4b

For att losa system av ekvationer

Y=y n(3)=2
Yo=¥3 » 42(38)=-1
Vi=ys—2typ+y?—t+1 y3(3)=0

i tiden t = [3,10] vi kan ocksd anvinda Matlabs ode45.
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ODE (Matlabs ode45)

yO = [2 -1 0]’; % begynnelsevarden
t0 = 3; % begynnelsetid
ts = 10; % slut-tid

[t, y] = ode4b(@f, linspace(tO, ts, 100), yO0);

figure(1); hold off
plot(t, y(:, 1), ’k-’, t, y(:, 2), 'r-7,

t, y(:,3), ’b-?)
legend({’y’, ’y?’?, ’y??°7°},

’Location’, ’NorthWest’,’LineWidth’,2)

xlabel(’t?)
grid on
title(’ System av ODE: exempel’)
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ODE (Matlabs ode45)

Vi maste definera separat matlabs-file f.m med funktion

function dy = f(t, y)

dy = zeros(3,1);

dy (1)
dy(2)
dy(3)

y(2);
y(3);
y(3)-2xt*y(2)+y (1) "2-t+1;



ODE (Matlabs ode45)

-25

System av ODE: exempel
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Satt upp Eulers metod for problemet
y'=t+2y, y(0)=1

och berakna y,, k =0,1,2,3 med h=0.1.
Eulers metod:

Vir1 = Yk + hf(te, yi), vo = y(to).

18 /65



Svar:
Eulers metod:

Yi+1 = Yk + hf(t, yi), yo = y(to)-
| detta fall ar

f(t,y) =t+2y, f(ti,yk) = tk + 2y, 10 = 0,y(0) =1, h=0.1. (1)
Vi+1 = Yk + h(tk + 2yk), v = 1. (2)

sa vi far foljande approximationer:

Yo =1, (3)
vi=yo+01(to+2 y)=1+010+2-1)=1.2, (4)
ya=y1 +01(t; +2-y;1) =1.2+0.1(0.1 + 2- 1.2) = 1.45, (5)
y3=y>+01(tr +2-y,) =1.45+0.1(0.2+2-1.45) =1.76.  (6)
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Framat Eulers metod i Matlab for y' =t 4+ 2y, y(0) =1

t0
ts

t
y

= 0; % begynnelsetid

= 2; % slut-tid

0.1; %steglangd h
(ts - t0)/h ¥ antal punkter

= linspace(t0,ts,N);
= linspace(t0,ts,N);

y(1) = 1; % begynnelsevarden

for k = 1:N

y(k) + h*xfunc_example4d (t(k),y(k));
t(k) + h;

y(k+1)
t (k+1)

end
figure
plot(t, y, ’g -o ’, ’LineWidth’,2)
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Framat Eulers metod i Matlab for y' =t + 2y, y(0) =1

Vi definerar separat matlabs-file func_example4.m med funktion

function dy = func_exampled(t, y)

dy = 0;
dy t + 2xy;
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ODE: Eulers metod vs ode45 for y' =t + 2y, y(0) =1

Eulers metod vs. ode45

70
h=0.5 (Eulers) ]

60 - =—©— h=0.25(Eulers)

—6— h=0.125(Eulers)

——— h=0.125 (ODE45)
50 - |
40 1
30
20 ]
10 1
0 ‘ ‘ ‘
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ode45 i Matlab for y' =t + 2y, y(0) =1

yoO = 1; % begynnelsevarden
t0 = 0; % begynnelsetid

ts = 2; % slut-tid

h= 0.1; %steglangd h

N = (ts - t0)/h  Yantal punkter
[t, y] = ode45(@func_example4, linspace(t0, ts, N), y0);
figure

hold on
plot(t, y(:, 1), ’b -o’, ’LineWidth’,2)



ODE: ode45 i Matlab for y' =t 4+ 2y, y(0) =1

ode45: exempel
70

—0— h=0.5 (ODE45)
60 | h=0.25 (ODE45)
—8—h=0.125 (ODE45)
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ODE (felkallor)

Felkallor :
@ trunkeringsfel; i Eulers metod trunkerar vi Taylorutvecklingen
(approximerar med tangenten)

@ avrundningsfel; normalt inte s3 viktigt

Lokalt fel: felet som uppstér i ett steg nar man betraktar
startpunkten, (tx—1, yk—1), som exakt. Programvara forsoker
begransa detta fel.

Globalt fel: felet mellan approximativ och exakt |osning, yx —
y(tk)
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ODE (Ordning)

Olika metoder har olika ordning: en metod har ordning p om det
lokala felet ar av storleksordning hP*™1 nar h — 0.Vi skriver
O(hPT1).

Vilken ordning har Eulers metod?

Antag att vi stdr i punkten (tx_1, yx—1). Vad blir felet i nista steg
forutsatt att (tx—_1, yk—1) betraktas som exakt?

Lat oss titta pa det speciella problemet y' = Ay, y(0) = yp. Eulers
metod ger, som vanligt, approximationerna yp, y1, y2, .... Den
exakta losningen som gar genom (tx_1, yx—1) betecknar vi med
z(t) och den Iser foljande problem:

Z =Xz, z(tx_1) = yk_1 = 2z(t) = Mtt-1)y,
s nar t = ty ar
2(ty) = Mty g = My,
Eulers metod ger:

Yk = Yk—1 + hf (ti—1, y—1) = (L + Ah)yx—1
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ODE (ordning)

Det lokala felet blir:

Vi — 2(t) = (L4 Ah)yi—1 — My =
\h)?2 \h)?2
|:1+)\h— |:1+)\h+( 2) +:|:|yk_1:—|:( 2) +:| Yk-1

som ar O(h?), sa Eulers metod har ordning ett (ir en forsta
ordningens metod).

Nu till det globala felet, yx — y(tk), dar y(t) ar den exakta
=~
approxim exakt
I6sningen till y' = Ay, y(0) = yp och yi ar approximationen av
y(tx). Tydligen ar
y(te) = e My och yi = (1 + Ah)¥yo,
Varfor?

y1= Yo+ hAyo = (1+ h\)yo.
YYo=y -+ h)\yl = (1 + h)\)yl = (1 + )\h)2y0 etc.
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ODE (Ordning)

Eftersom t, = kh, far vi foljande uttryck for det globala felet:

vio —y(t) = (14 Ah)kyo —eMryy = (14 Ah)Kyg — My =
S~~~ N—— N e N~ —— N~

approxim exakt approxim exakt approxim exakt
k(k—1 kAh)?
1+ kM\h+ (2)()\h)2 + } Yo— {1 + k\h + (2) 4+l yo=
—k 2 1 2 1 2

Sa det globala felet uppfor sig som h.

Tumregel: det globala felet ar O(hP).
Vi tappar alltsd en potens mellan lokalt och globalt fel.
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ODE (Ordning)

Vi kan forsoka skapa metoder av hogre ordning, t.ex. genom att
anvanda tidigare punkter; en s3 kallad flerstegsmetod. T.ex.

3 1
Yk+1 =Yk + h [Qf(tka)/k) — 2f(tk17)/k1)}

som har ordning tv3. For att starta metoden kan vi ta ett
Euler-steg.

Har ar en tredje ordningens metod:

23 4 5
= h|—f — —f(t,_ _ —f(ty_ _
Yk—1= Yk + [12 (tw, yi) 3 (tk—1,Yk—1) + 13 (tk—2, Yk 2)]

En annan metod av andra ordningen ar Heuns metod:
h
Yt = Y+ S 1F(te yi) + F(t + by yic+ b (e, yi))l

Detta ar en enstegsmetod.
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ODE: olika metoder

dy/dt=y, h=0.1
08 ety

o)
0.7 —6— oded5 //
Explicit Eulers //
Two-step p
0.6 =—6— Three-step f
Heuns /

/y
0.4 //r,a
P
03t ,;f/
S
7’:/
">

02+ P
01 . —”\ - 1 1 1 1 ]

0 0.5 1 15 2 25
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ODE (Stabilitet)

Hur andras Iosningen vid sma andringar i problemet? Om
|6sningskurvorna gar ihop eller isar avgors av det lokala utseendet
pa riktningsfaltet.

En losning ar stabil om tva losningar kan fas att ligga godtyckligt
ndra varandra (for t > ty) givet att vi stor tillrackligt lite.

Givet modellproblemet:
y =Xy, y(0)=1 AxeC

sd ar losningen stabil om A har negativ realdel. Om realdelen ar
positiv ar [osningen instabil.

Detta kan generaliseras till ickelinjara problem och system av
sadana.
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ODE: stabilitet

Stabilitet dy/dt=f(t,y), y(-2)=1

f(ty)=exp(-0.1t 2)sin(5t)
f(ty) + 0.01t
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ODE: stabilitet

Stabilitet dy/dt=f(t,y), y(-2)=1

— f(t,y)=exp(-0.1t 2)sin(5t)
— f(ty) + 0.1t
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ODE (Adaptivitet)

De flesta ODE-l6sare ar adaptiva, dvs. de forsoker anpassa
steglangden s3 att det lokala felet underskrider en tolerans given av
programmets anvandare.

| vissa fall bestar programmet av en familj av metoder av olika
ordning. Programmet kan dad dven variera ordningen.

34 /65



ode45 vs. ode23

dy/dt=exp(3 sin(t)) sin(5t), y(-2)=1

ode45

O ode23
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Stabilitet

Stabilitet dy/dt=f(t,y), y(-2)=1

f(t,y)= exp(3 sin(t)) sin(5t)
f(t,y) + 0.01t
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Stabilitet dy/dt=f(t,y), y(-2)=1

— f(t,y)= exp(3 sin(t)) sin(5t)
fity) +0.1t
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ODE (Styva problem)

Det &r vanligt med sé kallade styva problem (stiff). Dessa
uppkommer t.ex. nar man har snabba transienter: vi har icke stabilt
problem. Om vi anvander en vanlig ode-l6sare pa ett styvt problem
tvingas losaren ta mycket korta steg for att bibehdlla stabiliteten.

Det visar sig att vi kan lara oss mycket om metoders stabilitet
genom att studera den skaldra testekvationen, y’ = Ay, y(0) = 1.
Normalt har vi dock styva system (och inte skaldra ekvationer).

Antag att A < 0, den exakta losningen ar dd avtagande. For vilka
h ger Eulers metod y, — 0 dd k — oc0?

Yk+1 = Yk + hf (t, yi) = yic + hAyie = (1 + hA)y«.
Nar galler att yx, — 07 Jo, da:

14+ hA| <1
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ODE (Styva problem)

dvs. om A € R (och A < 0),
0< hlN <2

Antag nu att A\ ar et mycket negativt tal, sag A = —20000. For att
vi overhuvudtaget skall fa en 16sning som gar mot noll maste

h < 1/10000.

Vi noterar att e* = ¢pach om t = (log €mach) /A~ 2- 1073 i vart
exempel.

Vad skall vi gora? Losningen ar implicita metoder.
Bakat Euler:

Vel = Yk + hf (tkg1, Yir1)
Stabilitet? Testa y' = Ay
Yk+1 = Yk + hAYk+1

sa att

Virr =1 =)ty =y =1 — ) ty yo = 1.
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ODE (Styva problem)

Nar ar (1 — h\)71 < 17 Om X < 0 (reellt) s ar |[(1 — hA) 7L < 1
for alla h > 0!

Detta innebar givetvis inte att vi kan ta godtyckligt langa steg. Tar
vi for ldnga steg blir felet for stort.

Implicita metoder har den nackdelen att vi maste 16sa en (normalt
ickelinjar) ekvation for att bestamma yj.1.

| en explicit metod, som Eulers metod, ar detta inte nodvandigt.
Det finns implicita metoder av hogre ordning, t.ex.

4 1

e D= P o)
Yk+1 3)/k 3)/k—1— 3 k+15 Yk+1

som ar ett exempel pd en flerstegsmetod.
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ODE (Styva problem)

dy/dt=-15y, y(0)=1, h= 0.1

1Q

ode23s

—O6— Explicit Euler
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ODE (Styva problem)

dy/dt= -15y, y(0)=1, h= 0.05

1 C
ode23s
0.9 —©— Explicit Euler
0.8 7
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ODE (Styva problem)

dy/dt= -15y, y(0)=1, h= 0.01

1Q

ode23s
0.9 —O6— Explicit Euler
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ODE (Styva problem): ode23s i Matlab for

y' = =20y, y(0) =1

yo = 1; % begynnelsevarden
t0 = 0; % begynnelsetid

ts = 1.5; % slut-tid

h= 0.1; %steglangd h

N = (ts - t0)/h  Yantal punkter
[t, y] = ode23s(@func_stiff, linspace(t0, ts, N), y0);

figure
plot(t, y, ’b -o’, ’LineWidth’,2)

xlabel(’t’);
ylabel(Cy(t)’)
legend(’t_0= 0, y(0)= 1)
title(’ode23s f\"or dy/dt = -20y’)
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ODE (Matlabs ode23s)

Vi definerar separat matlabs-file func_stiff.m med funktion

function [dy] = func_stiff(t, y)

dy = -20.0%*y
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Framat Eulers metod for y' = —20y, y(0) =1

% stabilitet villkor fr lambda=-20: 0 < h |[-20] < 2

h= 0.01;
t0 = 0; % begynnelsetid
ts = 1.5; % slut-tid

N = (ts - t0)/h  %antal punkter
t = linspace(t0,ts,N);
y = linspace(t0,ts,N);

y(1) = 1; % begynnelsevarden

for k = 1:N
y(k+1) = y(k) + h*func_stiff (t(k),y&));
t(k+1) = t(k) + h;
end
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Bakat Eulers metod for y' = —20y, y(0) =1

h= 0.05;
t0 = 0; % begynnelsetid
ts = 1.5; % slut-tid

N = (ts - t0)/h  %antal punkter
t = linspace(t0,ts,N);
y = linspace(t0,ts,N);

y(1) = 1; Y begynnelsevarden

y(k+1) = y(k)/(1.0 + 20.0%h);
t(k+1) = t(k) + h;
end
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ODE (Styva problem)

Exempel: vi lser y' = Ay, y(0) =1, t € [0,5], A = —20000 med
Matlabs ode23 samt ode23s (s for stiff).

ode23 kraver 119476 funktionsberakningar och ger ett maxfel av
1.2-107°.

ode23s kraver 230 funktionsberakningar och ger ett maxfel av
3.4-10713.
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ODE (Styva problem). Exempel: y' = —20y, y(0) = 1.

, Explicit vs. backward Euler, oded5, ode23s G Explicit vs. backward Euler, od§45, ode?ﬂs 9
=0—h=0.1(ode45) —8— h=0.1(0ded5)
= = h=0.1(ode23s) 08 - = h=0.1(ode23s)
08 —6— h=0.01(explicit Eulers) —6— h=0.1(explicit Eulers)
= = h=0.1(backward Euler) 0.6 = = h=0.1(backward Euler)
04
0.6
0.2
0.4 0
-0.2
0.2
A -0.4
\ -0.6
0
-0.8
0.2
0 0.2 0.4 06 08 1 1.2 14 16 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 1.6
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ODE (Nagra andra ODE-problem)

Tvapunkts randvardesproblem:
y'=1(t,y,y), cay(a) + fry'(a) = 11, c2y(b) + Bay'(b) = 2
Egenvardesproblem (vibrerande strang):
(py') + oy =0

y(a) = y(b) = 0, fixerade andpunkter
y'(a) = y'(b) = 0, fria dndpunkter
y(a) = y(b), y'(a) = y'(b), periodiska randvillkor.

Ickelinjart egenvardesproblem (bifurkationsproblem).
Knackning, roterande kedja, Taylor-Couette

" Ay

_{_7
SRRVZE:

= 0, samt randvillkor
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ODE (Nagra andra ODE-problem)

Tidsfordrojningsproblemet (delay equations)

y(t)=y(t) = y(t=T)+ ..

Inkubationstid; andlig utbredningshastighet...

Differentialalgebraiska problem; differentialekvation med
algebraiska " bivillkor”.
Specialfall, implicita problem: g(t,y)y’ = f(t,y).
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Skriv om foljande system ekvationer som ett forsta ordningens
system:

=20V v 4t u(0) =1, J/(0)=-1
V' =utv vy
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Skriv om foljande system ekvationer som ett forsta ordningens
system:

=20V + v 4t u(0) =1, J(0) = -1
vV =u+v+v"u v(0) =2, V/(0) =3, v'(0) = —4

Svar:
Infor ys = u, yo = o/ :y{, y3=v,ya=Vv = )’§ och
ys = v = y;. Systemet blir

(v =y »(0) =1
Vs =2yya+ys+t y2(0) = -1
Y3 =ya » 1 ¥3(0) =2
Ya=Ys va(0) =3
Ys=y1+y3+ysy y5(0) = —4
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)

Q
=
.Im

(]
4+
Up]

Stabilitet for system i 6vningen

+0.01t
+0.01t

fy

+ 0.01t
+0.01t
+0.01t

-—-1,
-1
---1,

Ly

fs

20

0

.20 L
-40 +
_60 L

=

-80

>

-100

-120
-140

-160

-180

15

0.5
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50

-50

< -100

-150

-200

-250

Stabilitet for system i 6vningen

ty)+ 0.1t
ty)+ 0.1t
ty)+ 0.1t
ty)+ 0.1t
ty)+ 0.1t

4

5

0.5

15 2
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Skriv om foljande ekvationer som forsta ordningens system:
°a)y'=t+y+y,y(0)=1,y(0)=-1
o b)y"=y"+1ty,y(0)=1,y'(0) = —-1,y"(0) = 3,
°c)y"=y"-2/+y—t+1,y(0)=1,y(0) = -1,y"(0) = 3.
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Skriv om foljande ekvationer som forsta ordningens system:
a)y"=t+y+y,y(0)=1y'(0)=-1
Svar:
Satt uy = y,ur = uj = y'. Vi fér systemet:
Uy = u,
ub=t+ u1 + u,
Ul(O) = 1, UQ(O) =—1.

°b) y"=y"+ty,y(0) =1,y'(0) = ~1,y"(0) = 3, Svar
Satt y = w1y’ = u] = wo,y” = U} = u3. Vi fér systemet:

U1 = uz,
/
u, = uz,

uy = uz + tuy
u1(0) =1, up(0) = —1, u3(0) = 3.
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Skriv om foljande ekvation som forsta ordningens system:
°c)y” =y"=2y+y—t+1,y(0)=1,y'(0) = -1,y"(0) = 3.
Svar: sitt y = u1,y' = uy = w,y” = uy = u3. Vi far
r_
Ul — u2,

/

U, = ug,
U§ZU3—2U2+U1—1‘+1,
Ul(O) = ]., UQ(O) = —1, U3(0) = 3.

systemet:
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Satt upp bakat-Euler for problemet

y'=-y%y(0)=1.

Formulera den ickelinjara ekvation som uppkommer for att berdkna
Yk+1 samt stall upp Newtons metod for denna ekvation.
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Satt upp bakat-Euler for problemet

y'=-y%y(0) =1L
Formulera den ickelinjara ekvation som uppkommer for att berdkna yy1
samt stall upp Newtons metod fér denna ekvation.

Svar:
Bakat Euler:

eller

ket k+1 k

T h(y<r? =y
For att 16sa den ekvation vi anvander Newtons metod: vi infor ny
variabel z = y¥*1 och skriver om bakat Eulers metod som:

z+ hz? = yk.
Newtons' metod blir:
i\2 j k
S S h(Z') +_ZJ -y
2hz) +1

Har, j ar iteration i Newton's metod.
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Vilka |osningar har foljande problem?

y' =3/2yY3 y(0) =0
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Vilka Iosningar har foljande problem?
Y =3/2y13,y(0)=0

Svar: Ekvationen ar separabel. Loser vi pd den p3 ett av de vanliga

satten, far vi:

3/2y?/3 = 3/2t + const,

eller y(t) = (t +2/3 - const)3/2.
Begynnelsevirdet ger const = 0 och d3 y(t) = t3/2. Losningen ar inte
entydig eftersom &ven y(t) = 0 3r en I3sning.

och
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Eulers metod kan harledas pa foljande satt:

2

y(t+h) = y(t)+hy’(t)+h7y”(t)+--- ~ y(t)+hy'(t) = y(t)+hf(t, y(t)).

vilket ger framat Eulers metoden

Yk+1 = Yk + hf (t, yi).

Harled en hogre ordningens metod genom att ta med nasta term i
Taylorutvecklingen.
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Approximera
y'(t) —y'(t—h)

y'(t) = -
sa att
h2
y(t+h) = y(t) +hy'(8) + 55" (1) (7)
2 ./ M+
= () + by (1) + DD Q

= y(0) 4 hF(ty) + 2(F(ty) ~ F(t—hy —h)  (9)

= y(8) + 2(3(t.y) — F(t ~ hy — ) (10)
Detta leder till metoden:

Vs =i+ (3t ) ~ Flt1 1))

vilket var den andra ordningens flerstegsmetod vi sag under forelasningen.
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En annan tankbar approximation ar t.ex.

iy = YLD V(O

sa att

V(40 = (1) + hy/(8) + () ()

R y'(t+h) —y'(t)
2 h

= (&) + B ) + (4 by + )~ () (1)

= y(t) + hy'(t) +

h
= () + S (F(t+ by + ) + £(£,y). (14)
Detta leder till implicita flerstegsmetoden:
h
Vi1 = Yk + E(f(tk+1a)/k+l) + F(tx, yx))-
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