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Numerisk Analys, MMG410. Lecture 1.



@ Kursansvarig och examinator: Larisa Beilina,
larisa@chalmers.se, room 2089. Office hours: tisdagar,
15:00-16.00.

@ Handledare for Datorlaborationer och 6vningar med Matlab:

e Gustav Lindwal, guslindw®@chalmers.se
o Alexey Kuzmin, olexiyk@chalmers.se

o Registrering pad kursen: kontakta studieadministrator Jeanette

Montell, jw@chalmers.se.



Dag Tid Plats Typ

Man 13:15-15:00 | Euler Forel

Ons 13:15-15:00 | Euler Forel

Fre 13:15-15:00 | Euler Forel

Man 15:15-17:00 | MVF22, MVF24,MVF25 | Datorlab
Ons 15:15-17:00 | MVF22, MVF24,MVF25 | Datorlab

Fre 15:15-17:00 | MVF22, MVF24,MVF25 | Datorlab
07.06.2019 | 14.00-18.00 | SH Tentamen
7.08.2019 | 14.00-18.00 | SH Omtentamen
? 14.00-18.00 | SH Omtentamen




Kurslitteratur

@ Michael T. Heath, Scientific Computing - An introductory
survey, McGraw-Hill, 2002.

Den aldre upplagan fran 1997 duger ocks3. Boken skall finnas hos
Cremona.

@ Forelasningsanteckningar finns pa kursens hemsidan. Flera
studenter tycker att boken ej ar nodvandig nu nar det finns
foreldsningsanteckningar (kopior av slides) pa kursens hemsidan.
Om man skall klara sig med dessa kopior maste man nog ga pa
forelasningarna.

@ Mina anteckningar/slider.



Former for bedomning

@ Kursen bestdr av tva poang-givande moment, laboration och
tentamen, 3 Hp for lab och 4.5 Hp for tentamen.

@ Vi ska ha 3 bonuspoangévningar, som ska utforas i en grupp. Hela
gruppen kan f& max 0.5 bp. for varje 6vningstillfalle, max 1.5 b.p.
for hela kursen. Tider for bonuspoangovningar finns pa kursens
hemsida.

@ Skriftlig tentamen samt examination av datorlaborationer i form av
muntliga eller skriftliga redovisningar.

@ Tre obligatoriska laborationer som skall utforas i grupper om precis
tvd personer. Laborationerna redovisas vid datorn i samband med
handledda laborationstillfdllen i matematiks datorlab (inga
laborationer i fysiklabbet). Redovisa en lab (de dvningar som finns
pa en html-kursens sida, inte enskilda korta program) sa fort du ar
fardig. Bada gruppmedlemmarna masta vara narvarande vid
redovisning.

@ For att erhdlla betyg pad hela kursen kravs att samtliga obligatoriska
moment fullgjorts.

@ Vi ska ha 2 extra tentamenstillfallen: i augusti och i januari.



@ Betygskalan omfattar betygsgraderna Underkand (U),
Godkand (G) och Val godkand (VG).

Skriftlig tentamen | Matlab 6vningar | Betyg pa hela kursen
VG G VG

VG U u

G G G

G U u

U G U

@ Student som enligt avtal har ratt att f3 betyg satt med
ECTS-skalan ska informera kursansvarig om detta senast en
vecka efter kursstart. For student utan sddant avtal satts inga
ECTS-betyg. En ECTS-6versattning gors schablon-massigt
enligt av rektor faststalld mall.



Kursutvardering

Kursutvardering gors med en enkat och samtal med
studentrepresentanter.

Pa kursens aktivitet i GUL (inloggning via Studentportalen) finns
en enkat som anvands vid utvarderingen. Utvarderingen sker
genom samtal mellan larare och studentrepresentanter under
kursens gang samt vid ett mote efter kursens slut da
enkatresultatet diskuteras och rapport skrivs pa speciell blankett.



Grundlaggande egenskaper hos flyttalsrakning.
Grundlaggande begrepp, felanalys och datoraritmetik.
NLA problem och minstakvadratproblem.

N&gra vanliga numeriska metoder for interpolation, derivering,
integrering.

@ Losning av icke-linjara ekvationer, system av linjara och
icke-linjara ekvationer samt Ordinarie differentialekvationer.



Efter avslutad kurs skall studenten
@ vara fortrogen med grundlaggande egenskaper hos
flyttalsrakning;
@ kunna bedoma tillforlitligheten hos beraknade resultat;

@ kunna stalla upp nagra grundlaggande numeriska problem pa
standardform;

@ kunna harleda grundlaggande metoder for nagra
berakningsproblem;

@ kunna losa enkla tillampningsproblem med hjalp av Matlab.

Fyra sista punkterna endast avser de problemomrdden som star
under rubriken “Kursinnehll”.



Introduktion. Vad ar numerisk analys?

Numerisk analys handlar om hur man loser berakningsproblem pa ett
sakert och effektivt satt med hjalp av dator. Nagra viktiga komponenter:

@ Problemets egenskaper

o Problemen kommer frdn naturvetenskap, teknik, matematik
etc.

o Existerar det ndgon losning?

o Ar den entydig?

e Vad hander med Iosningen nar man andrar indata nagot

(stabiliteten) ?

@ Algoritmens egenskaper:

e Hur snabb ar metoden, implementationen?
e Hur mycket minne gér at?
o Vilka fel introduceras av algoritmen (avrundningsfel etc)?



Olika typer av fel

Fel som vi som numeriker inte kan gora s& mycket at

@ modellfel, bortser fran luftmotstand, friktion.
Exempel: tidsberoende Maxwell's ekvation (PDE):

2
s(x)ag(;;t) FUXVXE()=0,in @x(0,T] )
V- (eE)(x,t) =0,
Anvander transformation:
VxVxE=V(V-E)—V-(VE) (2)

Ny approximation av Maxwell's ekvation:

82E(x, t)

)z — AE(1) =0, in x(0,T], (3)

@ matfel, vidgar etc. ar inte exakta mellanavrundningar



Olika typer av fel: modellfel (exempel)

Breast cancer, land mines, oil prospecting, ability to see through the walls and construction of “invisible
materials” can all be modelled and computed using different types of wave equations: acoustic, elastic or
electromagnetic.

Figure shows: Biomedical Imaging at the Department of Electrical Engineering at CTH, Chalmers. Upper
Left: setup of Stroke Finder and right: microwave hyperthermia in cancer treatment. Upper Right: breast
cancer detection using microwave tomography.



Olika typer av fel: modellfel (exempel)

er: real data &, = const.

Tidsberoende Maxwell's ekvation (PDE):

2
E(X)%ﬁ-VXVXE(X,t):O, nQx©TL
V- (eE)(x,t) =0,
Ny approximation av Maxwell's ekvation:
2
s(x)M — AE(x,t)) =0, in Qx(0,T], (5)

ot?




Example

Vi ar intresserade av olika typer av berakningsfel:

@ Avrundningsfel i Matlab:
49 * (1 /49) -1
ans = -1.1102e-16
Men:
49/49 - 1
ans =0
@ Trunkeringsfel: exempel (Taylorsutveckling for e* )
2,3 XN

e XN:Xk l+x+2+2 4.+
2§l 2 "6 NI

@ Diskretiseringsfel:

F1(x) ~ f(x+ h/)7— f(x)

Viktigt att valja “lagom stort” h.



Fel: absoluta och relativa felet (enkelt fall)

Lat X vara en approximation av det exakta vardet x nar X > x.
Vi definerar:

@ absoluta felet

o relativa felet for x # 0 ar:

Absoluta fel ar ointressanta om vi inte vet ungefar hur stort x ar.

Example

Ar 1.4 ett stort absolut fel? Ja, om det exakta virdet ir 2, men
inte om det exakta virdet 3r 10°.
De relativa felen ar 0.7 respektive 1.4 - 1079 darfor att:

a) Absoluta fel: 1.4 = £ — 2, relativa felen: 0.7 = £52.

b) Absoluta fel: 1.4 = % — 10°, relativa felen: 1.4 1079 = £710°.




Fel: absoluta och relativa felet (gemensamt fall)

Lat X vara en approximation av det exakta vardet x.
Vi definerar:

@ absoluta felet
e=|% — x|
@ relativa felet for x # 0 ar:

X =]
e =

x|
Kom ihag:

x| =

{X om x >0

—x omx <0



Fel: absoluta och relativa felet (gemensamt fall)

Kom ihag:
X — om x >
\X—ylz{ - =7
y—x omx<y

Example

Ar 1.4 ett stort absolut fel? Ja, om det exakta vardet ar 2, men
inte om det exakta virdet dr 10°.
a) Absoluta fel i gemensamt fall: 1.4 = |8 — 2|,

relativa felen:

b) Absoluta fel: 1.4 = | — 10°|, relativa felen: 1.4-107° = |)A<‘I(}90|9|.




Fel

P3 samma sitt kan det absoluta felet 10720 vara stort eller litet.

Det ar viktigt att kanna till problemets skalning.

Absoluta fel for exacta 2 (om X >2) : 10720 = % — 2, relativa
felen: 0.5-10720 = %

Relativa fel sager ndgot aven om vi inte kanner till problemets
skalning. Vi kommer darfor att vara mer intresserade av relativa fel
an av absoluta fel.



Nollstallen till polynom

Berikna rotterna till (x — 1)° = 0 i Matlab (dar vi raknar med 16
siffror). Matlab vill ha en vektor med koefficienter:

(x —1)° = x® = 5x* +10x® — 10x* +-5x — 1

Vi ser att alla rotterna x = 1. Men i Matlab har vi:
koefficienter :

r=roots([l —510 —105 —1J)

rotterna:

r = 1.0008 + 0.0006/

1.0008 — 0.0006/

0.9997 + 0.0009/

0.9997 — 0.0009/

0.9990

Felen:

disp(abs(r — 1))

1.1322e-03 1.1322e-03 1.1326e-03 1.1326e-03 1.1328e-03



Nollstallen till polynom

Varfor? Los
(x — 1)5 =g,

da

X:1+61/5

Om e = 10715 s3 ar /5> = 107155 = 1073, Nollstillena till
polynomet (x — 1)° ar tydligen kinsliga for storningar i
koefficienterna.

Ar det alltid svart att berdkna nollstillen?

Koefficienter:

c=|[1 -15 85 -225 274 -120];

De exakta rottena ar olika nu = 1,2,3,4,5:

r = roots(c);

fel = sort(r) - (1:5)’

Felen ar mycket mindre nu:

fel = -4.9960e-15 6.6613e-14 -1.5010e-13 9.6811e-14 -8.8818e-16



Konditionstal

Vi kan betrakta rotterna r som funktioner f(c) av koefficienterna
c:
r=f(c)

Nar vi stor koefficienterna ¢ + dc, da stor vi ocksd rotterna r + or
Om liten relativ andring av indata |dc|/|c| ger en liten relativ
andring av resultatet |dr|/|r| sager man att det aktuella problemet
ar valkonditionerat.

Om resultatet andrar sig mycket ar problemet illakonditionerat.
Konditionstalet ar kvoten mellan de relativa forandringarna, dvs.

_ 16r1/1r|

k —
dcl/|cl



Stabilitet

Att berakna konditionstalet ar inte alltid mojligt; det kan vara lika
svart som att losa det egentliga problemet. For vissa problemtyper
ar det overkomligt. Ibland ar det dock mojligt att konstruera en
uppskattning k sa att

|0r|/[r] < k|del/|c].

Det ricker att kinna till storleksordning pa k. Ar k ~ 10 eller r
k ~ 1087

Example

Hur kansliga ar rotterna, till ekvationen x2+ax+ b=0, for
andringar i a och b? Rotterna r; och ry ar funktioner av a och b:
ri(a, b), (a, b). Lat r = (r1, r2) beteckna en av rotterna och lat

r + dr beteckna den storda roten nar vi andrar koefficienterna med
da respektive db.




Example

Vi har sambandet:

x*+ax+b=(r+6r)?+ (a+d8a)(r+dr)+ (b+db) =0,
och vi kan skriva om den:
(rP+ar+b)+(6r(2r+a)+dar+6b)+((6r)2+dadr) = h+h+1 =0,

var
h=(r?+ar+b)=0,
I = (6r(2r + a) + dar + db) = 0, (6)
I = ((6r) 4 6adr) ~ 0.




Example

Fran andra ekvation i systemet (6) far vi:

S~ _(0a r+4b)
- 2r + a
eller
v < (162 71+ 13b)
— |2r+ 4

Eftersom r; och rp ar rotter sa galler att:
(x—n)x—n)= x? — (n+n)x+nn= x> +ax+b
Vi kan jamfora koefficienterna och far
—(n+n)=a b=nn.

Vi kan skriva om r; — rn = 2r; + a, och definera gapet
g :=|n—nl.




Example
Vi kan skriva om (7)

|da r| + [0b]

|or| <
g

(8)

Om g ar liten eller . = rp, da [dr| ar stort. Dividera (8) med |r|
och forlang med |a| respektive |b].

12l\5a r| + 1Blisb
lorl 1 (il + bl (19al o gy
el = el &l lal * [b|

var konditionstalet ar k ~ Mzi/r'.

Observera att detta ar en uppskattning av konditionstalet. Det ar
inte heller berakningsbart eftersom vi maste kanna r; och r,.




Example

Lat

p(x) = (x — 1)(x — 1.0001) = x® — 2.0001x + 1.0001
Vi vet sedan tidigare att konditionstalet k ~ MZ,M med gapet
g := | — r2| har storleksordningen 1/(1.0001 — 1) = 10*:

- | —2.0001| + [1.0001/r|
- 1.0001 — 1]

~ 3-10%

Antag att vi pd ndgot satt har producerat de daliga approximativa
rotterna 1.11 och 0.895. De relativa felen ar ungefar 11%:

1111

A0l 1.0001 — 0.895|

~ 0.105.
1]




Example

Det storda polynomet (som har rotterna 1.11 och 0.895) ar:
(x — 1.11)(x — 0.895) = x* — 2.005x + 0.99345

Detta innebar att vi har |ost “nastan ratt problem”; vi har gjort ett
relativt bra jobb med att berakna rotterna. Att vara rotter ar
daliga approximationer beror pa att problemet ar illakonditionerat.

v




Framat- och Bakatanalys

Vad hander nar vi stor koefficienterna ¢ (indata i det allmanna
fallet) med 6. ? Vi har sett s.k. framatanalys: givet dc vad blir

y—y="f(c+dc)—f(c),

var y = f(c +dc),y = f(c). Detta kan, som vi har sett, ge valdigt
pessimistiska svar. Ett alternativ ar foljande: givet
approximationen 7 till det exakta vardet r hur mycket maste vi
andra c¢ for att 7 skall bli en exakt 16sning till det storda
problemet? Vi soker alltsd dc sddant att

f(c+dc) = 7.

Man kallar detta bakatanalys. Detta pa grund av att vi tittar pa
indatasidan i stallet fér pa resultatsidan.



it

Framatfelet: |y — y|; Bakatfelet: |x — X|;
fxX)=vVx=y; f(R)~V2~14=7

Lat y = 1.41421 ...

Framatfelet: |y — §| = [1.4 — 1.41421| ~ 0.014 ~ 1%
Bakatfelet: (1.4)? = 1.96 = %,

V1.96 = 1.4 och |x — X| = |1.96 — 2| = 0.04 =~ 4%




Vi vill 16sa ekvationen x? + ax + b = 0 d& vi vet att a och b bada ar
positiva och dar a ar mycket storre an b, a >> b. Den matematiska
formeln inte fungerar tillfredsstallande nar vi raknar med avrundningsfel.
Visa att rotterna ar valkonditionerade genom att uppskatta
konditionstalen med formeln som vi harledde pa foreldsning 1 (det finns
en stor rot (mycket negativ) och en liten (nara noll)).

Vi kan uppskatta konditionstalen enligt formeln som vi harledde pa
forelasning for x> + ax + b = 0:

|a| + [b/r]

k =
lg]

Visa att den stora roten gar bra att berakna med standardformeln, men
att det blir problem med den lilla. Forsok att hitta en bra algoritm for
den lilla roten. Taylorutveckling ar, som oftast, ett anvandbart redskap i
detta sammanhang.



Losning:
L3t oss kalla den stora (negativa) roten R och den lilla, nédra noll, r.
Standardformeln och Taylorutveckling ger:




Vi kan uppskatta konditionstalen enligt formeln som vi harledde pa

forelasning 1 :

la| + |b/R| a+b/a
kR: ~ %17
R —r| a

Ll lbjrl _a+bj(b/a) _,
r R —r] a '

Nar vi beraknar r = —3 +/
mest extrema fallet kommer inte b alls med och approximationen blir
noll. Hur skall vi berakna r? Ett satt ar att anvanda utvecklingen ovan:

\/Z — b kommer att 3 utskiftning av b. | det

Ett standardtrick ar att forlanga med konjugatet,

(),




Ytterligare ett satt, ar att gora en transformation sa att r blir en
dominant rot i det transformerade problemet. Satt y = 1/x (sa att

r — 1/r). Ekvationen x? + ax + b = 0 dvergr d3 till

y?+ (a/b)y +1/b = 0. Om vi anvander standardformeln far vi for den
sokta roten:



