Numerisk Analys, MMG410. Lecture 6.
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Storningsteori for Ax = b

Vi anvander normer for att studera konditionstalet for problemet
Ax = b. Vi vill veta vad som hiander med x nar A och/eller b
andras. Vi kommer endast att andra b.

Sats
L3t A vara ickesingular och Ax = b #0. Om Ay = b+ f sa galler

[I£]]
|15l

[Ix = ylI

1]

< [JAIHIA™ e

Bevis

Ay=b+fochAx=b=Aly —x)=f=
y—x=A = |ly—x|| = A < [JAY) 1.

Men Ax = b, varfor |[x|| < [|A]|b|| eller 1/[|x|| < [|Al|/[|b]|. O

Man kan visa liknande satser for fallen nar A eller A och b stors.
Konditionstalet betecknas med kappa, dvs. x(A) = ||A|| [|A7}].



Konditionstal for Ax = b

Antag att || - || &r en operatornorm. Da galler:

° k(A) =1, ty 1= [|[AA7H]] < [JA][ [JA7H]]

@ | ar perfekt konditionerad, ty k(/) =1

@ konditionstalet ar skalningsoberoende: k(aA) = k(A)

@ r(A) = oo om A ar singular
Om A ar singular kan det finnas ingen eller oandligt ménga
|6sningar. Vi forvantar oss problem om A nastan ar singular. Om
k(A) ar stort sa finns en matris E med liten norm, s3 att A+ E
blir singular. Vi sager att A "ligger nara” mangden av singulara
matriser. Om daremot k(A) ~ 1, maste ||E|| vara stor for att

A + E ska bli singular.
Man kan visa att de E som gor A+ E singular och har minst norm

uppfyller [[E[[ = [|A[[/x(A).



Konditionstal for Ax = b

Determinanten for A ar inte ett bra matt pa att A nastan ar
singular vilket foljande exempel illustrerar

det(al) = o" medan k(al) =1.
A=l Ol det(A) = 0.1, w(A) = 10
= [0 oa |> YT TS AU
1 0 0 O
0 01 0 O
A=10o o o1 o |- det(A) =000 K(4)=10
0 0 0 01
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Konditionstal for Ax = b

Exempel (Hur val stammer satsen?)

A:[é 1008},b:[é},x:[é],mw(A):los

-9 -9 ~ Yl 01
Létf:[lo ]:yx:[lo ],HX Moo _ 01 _ ¢,

1= 1070 Idlee 1
f 1079
och dessutom KOO(A)HbHOO =108 = 0.1
o0

dvs. likhet i gransen. Tar vi istallet

10~° 10797 |Ix—yllo 107° .
= - = = :1
=% |mrx= Y =T =

s 10~°
men fortfarande ROO(A)HbH = 108T =




Tolkning av satsen

Antag att elementen i x respektive y ar ungefar lika stora. D3
galler x =~ xxe och y ~ yye dar e = (1,1,...,1). Vi far
Ix =yl 11Ok — yi)ell _ |xk — vl

[Ix]] [Ixkell [ %]

dvs. normen uppskattar det elementvisa felet. For detta specialfall
galler

|Xk - )/k| H(A)M

| x| |1bl]

Ovanstadende sager att det relativa felet i varje komponent
begransas av det relativa felet i indata multiplicerat med
konditionstalet for A.
Om t.ex. ||f]|/]|b]| = 0.5-107% (k decimaler) och x(A) =~ 10P s3

A

Xk — Yl

$10°-05-107K=0.5-10°7%
| x|

Som tumregel far vi siledes foljande:



Tolkning av satsen

‘ Om k(A) = 10° sa riskerar vi att tappa p siffror.‘

Antag nu att x innehéller element av olika storleksordning, t.ex.
x = [1,1073]7 och att vi anvinder || - ||oo. Om p — k = —3 s3
max{|1 — y1],]107> — y»|} < 0.5-1073

sa att
1-05-103<y; <1+405-103

och
103-05-103<y, <1073+05-1073

Normer kan vara trubbiga instrument.



Tolkning av satsen

Hur stora fel har vi i indata? L3t oss studera tva fall.

Exakt indata: Vi far eventuellt avrundningsfel nar a; , och by
lagras i minnet. Relativa felet (per komponent) ar cirka €mach. Vi
far aven avrundningsfel nar vi loser Ax = b.

Vi kan troligen tilldta ganska stora x(A), men det beror pd hur
ménga siffror vi behover. Om vi har stora krav, eller for valdigt
stort x(A) kan vi minska €mach genom att anvanda t.ex. Maple
eller Mathematica. Att rakna med manga fler siffror gar dock
mycket langsammare (mjukvara, inte hardvara).

Indata med osédkerhet (matdata): Ger normalt storre begransningar
pa hur stort k(A) vi kan tillata, eftersom vi oftast inte mater
valdigt noga.

Att rakna med mindre €nach ger oftast inte en mer exakt losning,
ty om k(A) ar mattligt stort sa dominerar matfelen Sver
avrundningsfelen.




Uppskattning av x(A)

Att berikna A~! tar mycket tid och minne om A ar stor. cond i
Matlab anvander svd for || - [|2 och explicit inv for andra normer.
For stora matriser kan man anvanda condest som uppskattar
||[A=1|| genom att I6sa det linjira ekvationssystem (samt andra
listigheter). Aven LAPACK kan ge en sddan uppskattning nar man
loser Ax = b. Uppskattningen kostar nastan ingenting, eftersom
man uppnyttjar den LU-faktorisering som redan beraknats.



Tolkning av residualen

Vad sager residualen r = b — AX? (X ar den beraknade |6sningen).

1 0 1] . 1 [ o
P R P Y R Sy

Kan visa (A + E)% = b, ||E[l2 = [|r[l2/[1%]]2. ([E|l2~107% i

exemplet.)

En liten residual betyder att vi har lost nastan ratt problem. |

framatriktningen kommer k(A) in:
r=b—AR=Ax-AR=A(x-R) e x—-R=A"1r.

Vi far ||x — || < ||A7Y| ||r]|. Vidare om b # 0 far vi

1 Al
1Bl < AT X[l & 7= < Tar
x| — [|b]|
Kombinerar vi dessa olikheter far vi
|Ix = %] |||
< k(A) 7
[[x1] ||bl|

Felet i I6sningen kan vara godtyckligt stort dven om ||r|| &r liten. 10,17



En mer generell storningssats

Sats
Lit Ax=b#0och (A+ F)y = b+ f dar ||F|| < u||A|| och
[1f]] < pllbl]. Om r:=pr(A) <1 saar(A+ F) ickesingular och

=l _ 2
b = 1=

Olikheten kan aven formuleras som

ly = x| _ 2x(A) {IIFH Hf\l}
< max , .
|1l 1—r [IAIl” |15]]

Om man enbart stor A (och inte b) kan man ta bort tvaan fran
olikhetens hogerled.
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En mer generell storningssats

Bevis:
A=F X=x+dx=y,0b=".

(1) Ax=b,
(2) (A+5A)X=b+b.

Ax + Adx + §Ax + dAdx — Ax = db,
Adx + dA(dx + x) = db,

Abx = 6b — 6AR,

ox = A7H(0b — 6AR).



En mer generell storningssats

@ Vi har:
ox = Afl(—(SA)? +db)

Skriver om:

Adx = —6AX + db,
Adx + 0AR = 6b,
Adx + dA(x + 6x) = db,
0Ax + (A+ §A)dx = db.

Loser §Ax + (A+ §A)dx = b fér dx och far:



En mer generell storningssats

@ Vi har:
ox = Afl(—(SA)? +db)

Skriver om:

Adx = —6AX + db,
Adx + 0AR = 6b,
Adx + dA(x + 6x) = db,
0Ax + (A+ §A)dx = db.

Loser §Ax + (A+ §A)dx = b fér dx och far:

((A+6A)"H(—6Ax + 5b)
=[A(l + A~ 15A)] Y(—6Ax + 5b)
= (I +A'5A) TATY(=0AX + 6b))
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En mer generell storningssats

Let || - || satisfy ||AB|| < |A|l - ||B]|- Then || X|| < 1 implies that | — X is
invertible. (/ — X)~1 = %) X', and

o 1
1= X)~" ST (1)
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En mer generell storningssats

@ Ta normer och dividera med ||x]|:

ob
I 1 4 at5my 1) - A <H<5AH+H ”)

15D X
JAY ( ot ||)

< OA| + Lemma

T a1 oAy \IPAI+ 5 ) (kemma)

LA - A [9AIl ., l|9b] (2)
5] ( >

= +
1—[lA)|- Al G N AT AL il
< kA (IIMII N Hébll)
1— k(A el VAL ]
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En mer generell storningssats

@ Ta normer och dividera med ||x]|:

ob
”H H” <0+ A 5T A <H5AH+ ”H H”)

JAY ( ot ||)
< OA| + Lemma
T a1 oAy \IPAI+ 5 ) (kemma)

LA - A 1A, ]19b] (2)
B 6] ( >

_.I_
1— ||A-1]| - ||A| |||AH IAI 1AL - i
BG) <||5A|| N Hébll)
1_ k(A)'H— IAI el
o relativa felet H”5 ”” ar berdende pa relativa felet H||6AA”H och ”||5bb||H

input data.
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