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1. Ge kortfattade motiveringar/16sningar till nedanstaende uppgifter! Ett korrekt svar
utan motivering ger inga poéng!
e a) Antag att A = LLT dér L #r ickesinguldr. Visa att A dr symmetrisk och positivt
definit.
(1p)
e b) Skriv talet 9 i bindr form som flyttal i dator. Skriv den sedan i hexadecimalt
(bas 16) form (3p)
e ¢) Lat D = diag(dy, ..., d,) ar diagonalmatris med alla d; # 0. Berékna kondition-
stalet k,(D) 1 ettnormen (p = 1), maxnormen (p = oo) och tvanormen (p = 2).
(3p)
e d) Givet en lokalt konvergent fixpunktsiteration zy; = g(x)). Ge en bevis for att
vi far linjar konvergens for fixpunktsiteration om ¢'(z*) # 0.

(2p)

2.

Vivill hitta ett lokalt minimum till den reellviarda funktion f(z,y, 2), x,y, z ir reella vari-
abler. Vi kan forsoka hitta minimum dér tre partiella derivatorna av funktionen f(z,y, z)
ar noll.

Stall upp ett system av ekvationer for problemet och formulera sedan Newton’s metod
for detta system nér f(z,y,2) = 2% +y*+ 2% +cos(z +y+2). Forsok inte att 16sa systemet
for hand.

(3p)

3. Vi kinner y;,y, som &r approximationer av f(x) i tva punkter x1,zo si att x; <
T9. Bestdm ett linjdra interpolationspolynomet p(z) for x i 1 < & < 9, som uppfyller
interpollationsvillkoren: p(z1) = y1, p(x2) = yo.

(2p)



e a) Vi har en kvadraturformel
1 n
fla)de = wif (),
-1 i=1

for lampliga punkterna x1, ..., x,, och vikterna wy, ..., w,. GOr linjar transformation
och skriv hur ser motsvarande kvadraturformel ut pa intervalet [5, 10] 7
(2p)
e b) Vi vill bestamma den interpolerande splinefunktionen av grad 2 som interpolerar
i punkterna (1, 1), (3,5) och (5,7). Skriv ut alla villkor fér splinefunktionen av grad
21ipunkterna (1, 1), (3,5) och (5, 7) for att bestdmma koefficienterna i interpolanten.

(2p)

e a) Skriv om foljande ekvation som forsta ordningens system:

y't) =t +y)y'(t) +y'(1),
y'(—1) = 10.
(2p)
e b) Sétt upp explicit Eulers eller Framéat-Eulers metod och forsta iteration i den for
problemet
(1) = sin(x(t)) + 21,
a'(t) = cos(y(t)) — 2t (1),
y(0) =0,
z(0) =0
(2p)

6. Vi har en matematisk modell dar y &ar kopplat till x pa foljande sétt:

(y—c? o

T+ﬁ:17 a>0,d>0.
déar a,d och c ar parametrar i modellen. Vi vill bestdmma parametrarna a,d och ¢ givet
métvarden (zq1,y1), (2,Y2), -, (T, Ym), Y. > 0. Gor lampliga transformationer och vari-
abelbyten och stéll upp ett linjart minstakvadratproblem. Matrisen A samt vektorerna b
oh x skall redovisas! Visa ocksa hur vi erhaller parametrarna fran x. Kan detta sista steg

orsaka nagra problem?
(3p)
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a)
Symmetrisk: AT = (LLT)T = (LT)TLT = LLT = A.

Positivt definit: x" Ax = xTLLTx = (LTx)" LTx = || LTx||3 > 0 om x # 0.
b) Vi kan skriva talet 9 som 9 = [1 + 0.125] - 23. Vi ser nu att vi behover skriva
exponenten 3 s& hir: 3 + 1023 = 1026 = 1024 + 2 = 2!9 + 2!, Mantissa: 1 kodas
inte, 0.125=0-1/24+0-1/4+1-1/8. Vi far f6ljande binér representation for 9:

|0 10000000010 | 00100....0 |
e:rpo;L;nten mantiss:z'BQ bitar
dar 0 ar kod for 4, exponenten 11 bitar kodas som 10000000010 och mantissa 52

bitar kodas som 001000....0. I hexadecimalt (bas 16) format: forst vi splittrar till
4 bitar bindr form:

0100 0000 0010 0010 .... 0000

och kodar varje fyra bitar:

0100 = 4,
0000 = 0,
0010 = 2,
0010 = 2,
0000 = 0,

Hexadecimalt (bas 16) format for 9 ar:
4022000000000000.

c) D~ = diag(1/dy, ...,1/d,). For en diagonalmatris géller ||D|| = maxy, |dy| (for
alla tre normer p = 1, 00,21 k,(D)). Sa r,(D) = || D||,||D ], = max |dy| max |1/dx| =
max |dy|/ min |dg|,p = 1, 00, 2.

d) Fran Taylors formel for ©; € (z*, zy)

Tpp1 — 2" = g(ag) — 2" = | g(a") +¢'(Or) (z — 27) | — 2"
\:-/
=g (0Op)(zp — %), O € (2", 1)
20

sa att

[T — 2|
To—wp O



Om g é&r tillréckligt snéll kommer ¢'(0y) < C' < 0o da k — oo vi har minst linjér
konvergens som konvergerar mot ¢’'(z*) # 0.

2. Vi infér vektorn a = [x,y, 2]7 och skriver f(a) istillet for f(x,v,z). Ekvationerna
blir:

f1:=fi(x,y,2) =2z —sin(zx+y+2) =0,
foi= fy(x,y,2) =2y —sin(z +y +2) =0,
f3 = fz/'(x7y’ Z) =2z — Sin(,l‘ +y+ Z) = 0.

Newtons metod kan skrivas:

22F — sin(zF 4+ y* + 2F)
ak+1 _ ak _ [J(ak)]fl . 2yk _ SiH(%k + yk + Zk) ;
22F — sin(z* + y* + 2F)

och var

=2—cos(x+y+ 2),
= —cos(z+y+ 2),
= —cos(z+y+ 2),
= —cos(z+y+ 2),
=2 —cos(x+y+ 2),
= —cos(z+y+ 2),
= —cos(z+y+ 2),
= —cos(z+y+ 2),
=2—cos(z+y+2).
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3. Ansétt p(x) = ax + b vilket ger foljande linjéra ekvationssystem for obekanta a, b:

axy + b= p(xy),
axg + b= p(x2).

Eftersom p(x1) = y1, p(z2) = yo vi kan skriva systemet som

ar; + b=y,
axry + b = ys,



fran vilken vi kan hitta a, b:

b— T2Y1 — T1Y2
To — I ’
Y2 —
a = .
Ty — X1

Vi sétter (a,b) in i p(z) = ax + b och far det linjéra interpolationspolynomet:

x —x — —
_ 2Y1 1Y2 4 Y2 — 1 T =y + (:p o m1)y2 y1.
To — I1 To — I To — I

p(x)

®a)
Om vi ska approximera integral

/ (0t

t ligger i ett intervall [a, b], och z ligger pa [—1,1], far vi gora en linjdr avbilding
till detta intervall:
t=kx+m.
For att bestdmma koefficienter &k, m ska vi 16sa system:
k-(—1)+m =25,
k-1+m =10,
da
m =75, k=2.5.
Linjar avbilding &r:
t=25x+17.5.
Notera att
dt = 2.5 dx; f(t) = f(2.5x + 7.5),

integral f;o f(t)dt ska beriknas som:
10 1
/ F(#)dt = 2.5 / F(2.50 +75) da
5 -1

~ 2.5 wif (25m;+7.5).

=1

e b) Den sokta funktionen &r styckvis kvadratisk och kan skrivas som

pi(t), 1 <t <3,
p(t) = ()
p2<t)7 3§t§57

var pl(t) = a1t2 + blt + Cl,pg(t) = a2t2 + bgt + Co.
Alla 6 koefficienterna aq, as, by, ba, c1, co ska bestammas fran foljande villkor 1-3
for tl = 1,t2 = 3,t3 =b:



1) Interpollationskravet ger oss 4 ekvationer:
art; 4 byt + 1 = pi(ty) = 1,
arty + bita + ¢1 = pi(ta) = 5,
asts 4 baty + ¢y = pa(ts) = 5,
agts + bats + ¢y = po(ts) = 7.
2) Kontinuerlig forsta derivata p/(t), ph(t) ger 1 villkor i punkten t; = 3:
pi(t2) = ph(ta),

eller
2a1t2 + b1 == 2a2t2 + bg.

3) 1 tillagsvillkor, till exempel:

pi(t1) = pa(ts),
eller
2&1t1 + b1 = 2a2t3 + bg.

e a) Satt

Vi far systemet:

uy(t) =),

b (t) =2+ uy ()ua(t) + ua(t),
u(—1) =5,

uy(—1) = 10.

e b) Se foreldsning 16. Explicit, eller Framat-Eulers metod é&r:
Vps1 = Uk + 7f (tg, vg) fOr diskretiseringen v'(t) ~ =%,
Framat-Eulers metod for vart problem éar:

Yk+1 — Yk
T
Tpr1 — Tk
T

= sin(xg) + 2tx;
= COS(yk> — 2thk

eller
Yr+1 = Y + T(sin(zy) + 2t),
Tpr1 = o + 7(cos(yp) — 2txy).
Forsta iteration i den for k = 0,y = 0,y0 = y(to) = y(0) = 0,29 = z(ty) = 0 ska
vara:
y1 = Yo + 7(sin(zg) + 2tp) =0+ 7(0+2-0) = 0;
x1 =z + 7(cos(yp) — 2tozo) =0+ 7(1 —2-0) = 7.



Framat Eulers metod vs. ode45, h=0.05 Framat Eulers metod vs. ode45, h=0.01

—y1, 0de45 =—y1, ode45
— 2, 0ded5 ——y2, 0ode45
120 |20 e 125 |2 2 31 explul ]
y1, expl.Euler /] y1, expl.Euler
= = y2, expl.Euler /] = = y2, expl.Euler

0.6 q
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6. Expandera kvadraten och multiplicera med a?:

2 2, @, 2
Y- —2yc+c —I—Ex =a
for att fa:
2 N 2
2yc — (c —a)—ﬁx =y

Konstruera matris A for att hitta z = [z1, 2o, 23]" med 21 = ¢, 29 = * — a?, 3
a®/d* i minstakvadratproblem min, ||Az — b||3, dir raderna i A innehaller

2y, —1, 23], k=1,..,m,

och vektorn b ska vara ,
g
Y3

Ym
Sedan ¢ = 1, a = V@ — 29, d = a/ /T3 = V/* — x2/+/T3. Problem med ¢*—z5 < 0
(eftersom a = \/cZ — x5 och 13 = a?/d?).



