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1. Ge kortfattade motiveringar/lésningar till nedanstaende uppgifter! Ett korrekt svar
utan motivering ger inga poang!
e a) Visa att matrisen nedan saknar LU-faktoriseringen:
01
)
(1p)
e b) Skriv talet —20 i bindr form som flyttal i dator. Skriv den sedan i hexadecimalt
(bas 16) form (3p)
e ¢) Lat matrisen A vara symmetrisk och positivt definit. Visa att ||x||4 = (x Ax)
definierar en vektornorm.
(3p)
e d) Givet en lokalt konvergent fixpunktsiteration zx,; = g(zx). Anvdnd Taylors
formel for g(z*) och ge en bevis for att vi far kvadratisk konvergens for fixpunkt-

siteration om ¢'(z*) = 0. Hér, x* ar fixpunkt.
(3p)

1/2

2.
Vi vill hitta en funktion pa formen
f(z) = ax + e + sin(cx)

som satisfierar foljande villkor: f(1) = 5, f/(1) = 1, f”(2) = 10 ( a,b och ¢ skall alltsa
bestdmmas). Stall upp ett system av ekvationer for problemet, och formulera sedan New-
tons metod for detta system. Forsok inte att 16sa systemet for hand.

(3p)

3. Vi vill bestdimma den interpolerande splinefunktionen av grad 3 som interpolerar i
punkterna (t1,y1), (t2,y2) och (t3,ys). Skriv ut alla villkor for splinefunktionen av grad 3
i punkterna (t1,41), (t2,y2) och (t3,ys) for att bestamma koefficienterna i interpolanten.

(2p)



4.
e a) Vi har en kvadraturformel fjl f(z) dz ~ wy f(z1)+waf(x2). Hur ser motsvarande
kvadraturformel ut pa intervalet [7,10] ?
(2p)
e b) Anvind mittpunktsmetoden (rektangelmetoden) i tva punkter 0 och = for att
berdkna integralen foﬁ sinz dx.

(1p)
5.
e a) Skriv om foljande problem pa standardform och sedan som forsta ordningens
system:
(20"(t) =8+ o' (t) + 2/ (8)2(t) + (w(t))?,
ZU((:)) = z(t) + Uvz;rt —w(t),
w'(t)  =bv(t)(t) +w(t) +1,
v(—=1) =-0.1,
v'(=1) = -0.1,
z(—1) =-0.1,
2Z'(=1) =-0.2,
(w(=1) =0.5.
(2p)
e b) Sétt upp implicit Eulers, eller bakat-Eulers, metod och forsta iteration i den for
problemet
2'(t) = 5x(t) — 2y(t),
y'(t) = x(t) +y(t),
z(1) = 5.
y(1) =1L
(2p)

6. Vi har en matematisk modell déar ¢ ar kopplat till ¢ pa foljande sétt:

o 042
c~ 57 exp™ al

dar «, B och ~ ar parametrar i modellen. Vi vill bestdmma parametrarna «, 5 och v givet
métvarden (tq,¢1), (ta, €2)y oovy (fmy €m), cx > 0. Gor lampliga transformationer och variabel-
byten och stall upp ett linjart minstakvadratproblem. Matrisen A samt vektorerna b oh x
skall redovisas! Visa ocksa hur vi erhaller parametrarna fran x.

(3p)
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®a)
Gor ansatsen

l1u1 =0

ll 0 U1 U9 . 01 N l1u2 = 1a
12 l3 0 Uus N 1 0 l2u1 =1
l2u2 + lgUg =0

liyug = 0= 1; = 0 eller u; = 0, men da kan inte lyuy = 1 och lru; = 1.

e b) Vi kan skriva talet —20 som —20 = —[1 + 0.25] - 2%. Vi skriver exponenten 4 sé
hér: 4 4+ 1023 = 1027 = 1024 +3 =1-29 4+ 1-2! +1-2° Mantissa: 1 kodas inte,
0.25=0-1/241-1/4. Vi far foljande binér representation for —20:

|1/ 10000000011 |  0100....0 |
— —

exponenten mantissa 52 bitar

dér 1 &r kod for —, exponenten 11 bitar kodas som 10000000011 och mantissa 52
bitar kodas som 01000....0. I hexadecimalt (bas 16) format: forst splittrar vi binér
form:

1100 0000 0011 0100 .... 0000
och kodar varje fyra bitar:

1100=0-2°40-2' +1-22+1-2° =,
0000 = 0,
0011 =1-241-2"40-224+0-2%=3,
0100=0-2°40-2"+1-22+0-2% =4,
0000 = 0,

Hexadecimalt (bas 16) format for —20 &r:
c034000000000000.

e )
Lat A = LLT vara Choleskyfaktoriseringen av A. D4 #r

xlla = (" Ax)!? = (x" LLT)"/* = ((L72)" (L") * = ||L 2]

Vi kan alltsa aterinfora ||x||4 pa tvanormen. Eftersom A &r positivt definit och
dérmed ickesingulir #r dven L ickesingulir, varfor LTx = 0 < x = 0 Vi testar nu
de tre normvillkoren:

1) [|Ix]ja > 0,x #0 ty ||LTx|ls > 0 om x # 0 ty || - ||2 & en norm.

2) [lax|la = laL"x]l2 = [o] [ L"x]|> = |a[[x||.4

3) x+ylla=IIL"(x+y)ll2 < 1L x[l2 + [ L7y ll2 = [[x[la + Iy ]l4



e d) Fran Taylors formel for Oy € (2*, xy)

/ * * 1 " * *
Tpy1 — 2% = g(ag) — 2" = | ga*) +¢' (2") (xr — %) + =¢"(Op) (x, — 2°)? | — 2
— 2

x*

= (@) (s — %) + 50" (@) (i — 1)
"~

1 i * *
= §g (Op) (g — )2, O € (2", )

sa att
21— ' 1g"(O4)
|z — a*|? 2

Om g ar tillrdckligt snéll kommer ¢”(0;) < C < oo dd kK — oo vi har minst
kvadratisk konvergens.

2. Ekvationerna blir:

a+e’+sine—5=0,
a+be’+ccosc—1=0,
b?e? — c*sin (2¢) — 10 = 0,

och Newtons metod skrivs pa foljande vis:

At a 1 ebr COS ¢}, - ap +e% +sinc, — 5
b1 | = [ | — |1 (1 + by, )e cos ¢ — ¢ sin ¢y, ap + bpe’ + ¢ coscy — 1
Cha1 Ck 0 2bpe®*(1+by) —2c;sin(2c) — 2¢2 cos (2¢x) b2e® — c2sin (2¢;,) — 10
3.

Den sokta funktionen ar styckvis kubisk och kan skrivas som
pl(t)a tl S t S t27
p(t) =
pa(t), ta <t <ts,

var pl(t) = a1t3 + bth + Clt + dl,pQ(t) = a2t3 + b2t2 + Cgt + dQ.
Alla 8 koefficienterna aq, as, by, ba, 1, ¢2, dy, ds ska bestammas fran féljande villkor 1-3:
1) Interpollationskravet ger oss 4 ekvationer:

arty + bt 4 erty + dy = pi(ty) =y,
arty + bity + crty + dy = pi(ta) = 1,
aly + bots + caty + dy = pa(ta) = ya,
Aty + bots + cats + dy = pa(ts) = ys.
2) Kontinuerlig forsta derivata p(t), ph(t) ger 1 villkor i punkten ts:
pi(t2) = ph(ta),

eller
3@125% —+ 2b1t2 +c = 3&2t§ -+ 2b2t2 + Co



3) Kontinuerlig andra derivata p/(t), p5(t) ger 1 villkor i punkten ty:
pi(t2) = ph(t2),
eller
6(11252 + 261 = 6a2t2 + 2b2

3) Vi saknar 2 villkor, darfor kréaver vi 2 tillagsvillkor, till exempel:

p/1/<tl) = Oapg(t3) = 07
eller

6a1t1 + 2b1 = 07

6a2t3 + 2b2 = 0.

4.a) Om vi ska approximera integral

/a ot

t ligger i ett intervall [a, b], och z ligger pa [—1, 1], far vi gora en linjar avbilding till detta
intervall:
b—a a+b
2 * 2

Vi gor ett variabelbytte oh sdtter t = 1.5x 4+ 8.5,dt = 1.5dz, da integral f710 f(t)dt
berdknas som

10 1
ftydt =15 | f(1.5z+8.5) dv
7 -1

b) Mittpunktsmetoden (rektangelmetoden) for [* f(x)dx &r:

[ s g (P57 -0,

I vart fall har vi f(z) = sinz, f(%*) = 1, d& mittpunktsmetoden for [ sinx dx ger oss:

™
/ sinz dxr = .
0




e a) Forst skriver vi om systemet pa standardform:

i

(U”(t) — 4+ U(t)v’(t)+z’(gz(t)+(w(t))3’
2'(t) = z(t)v(t) +0'(t) +t —w(t)u(t),
w'(t)  =5u(t)2(t) +w(t) +t,
v(—-1) =-0.1,

V'(=1) =-0.1,
z(—1) =-0.1,
J(—1) =-02,
w(—1) 0.5
Satt
1(t) = v(t),
o(t) = v'(1),
z3(t) = (1),
za(t) = 2/(t),
x5(t) = w(t).
Vi far systemet:
(21(t) = wa2(1),
(%) — 4+ 301(t)m(t)+$3(f2)r4(t)+($5(t))3
wy(t) = wa(t),
@) (t) = x1(t)z3(t) + x2(t) +t — x5(t) 21 (1),
xk(t) = by (t)xa(t) + x5(t) + ¢,
zi(—1) =-0.1,
2a(~1) = —0.1,
z3(—1) = —0.1,
x4(—1) = -0.2,
| 25(=1) = 0.5.

e b) Se foreldsningsanteckningarna, s. 237.
Implicit, eller bakat-Eulers metod éar:
Vg1 = Uk + 7 f(tgs1, pr1) for diskretiseringen v'(t) ~
Bakat-Eulers metod for vart problem &r:

~ Ykt17Y

Lht1 — Tk
—————— = Tpq1 — 2Ypt1,
-
Yet1 — Yk
———— = T41 + Ykt1,
-
som kan skrivas om :
Tt — T = DTThq1 — 2TYpy1,
Ykl — Yk = TThy1 + TYka1,

eller

Tl — OTTps1 + 2TYpr1 = T,
—TXk1 T Y1 — TYrr1 = Yk,

£ ovar vp = v(ty).



(1 — 5T)$k+1 + ZTka = Tk,
—TThp1 + (1 — T)Yks1 = Y.

For att hitta xp, 1, yxr1 konstruerar vi systemet av ekvationer Av = b med oként
vektorn v = [z 1, yrs1]?, kiint vektor b = [y, yx]? och matrisen

A {1 — 57 27 ] .
—T 1—7
For k = 0 har vi : [zo,y0]? = [z(to),y(to)]" = [=(1),y(1)]F = [5,1]F. Férsta
iteration i Bakat-Eulers metod ska vara:
(21, 11])" = A wo, o] = A7[5,1)7.

6. Logaritmera modellproblemet for att fa:

Inc~ % In(®)+_a, t— % t2
~—~ T2 ~~
@3

x1
Konstruera matris A for att hitta o = [z1, 29, 23]7 med 7, = 2,25 = a, 23 = L i
B «
minstakvadratproblem min, || Az — b|3, dir raderna i A innehéaller

In(5),ty, —ti], k=1,...,m,

och vektorn b ska vara

In(cy,)
Sedan o = x9, f = x3/x1,7 = T3%2.



