Tentamen: Numerisk Analys

MMG410, GU
2020-01-03

1. Ge kortfattade motiveringar/16sningar till nedanstaende uppgifter! Ett korrekt svar
utan motivering ger inga poéng!

e a) Lat x € R". Bevisa att ||z[|; &r en vektornorm.

(3p)
e b) Skriv talet —40.0 i binér form som flyttal i dator. Skriv den sedan i hexadecimalt
(bas 16) form.
(3p)
e ¢) Bevisa att ||Qx||2 = ||z||2 for ortogonal matris Q-
(1p)

e d) Givet en lokalt konvergent fixpunktsiteration x5, = g(zx). Anvind Taylors
formel for g(z*) och ge en bevis for att vi far kvadratisk konvergens for fixpunkt-
siteration om ¢'(z*) = 0. Hér, «* &r fixpunkt.

(3p)

2.

Vi har givet tre ytor i det tredimensionella rummet och vi vill numeriskt ta reda pa om
det finns nagon skirningspunkt mellan de tre ytorna.

Stall upp ett system av ekvationer fér problemet och formulera sedan Newton’s metod
for detta system. De tre ytorna har ekvationer:

2 +yP+ 27 =5,
x — 31y + zcos(y) =7,
iy + e + 2Py = 9.

Forsok inte att 16sa systemet for hand.
(3p)

3. Finn interpolationspolynomet p(t) av grad 2 med basfunktioner ¢/, j = 0,1,2 som
interpolerar punkterna (1,6), (3,34), (5, 86).
(2p)



o Vilj wy, we, 11, To, sa att wy; = ws, 1 kvadraturformeln nedan, sa att den far sa hogt
polynomiellt gradtal m som mdojligt. Vad blir detta gradtal ?

1
/xkdx:wlm’erngg, k=0,1,..,m.
0

(2p)
e Anvind trapetsmetoden for att berdkna integralen foﬂ sin(z)dz.

(1p)

e a) Skriv om foljande problem som forsta ordningens system:

(1/(1) = (y' (1)) + Bx(t)y(t) — (v (1),
a"(t) = 2'(t) — y'(t) + 2()y(1),
y(5) =2,
y'(5) =3,
z(5) =1,
(2'(5) =5
(2p)
e b) Sétt upp implicit Eulers, eller bakat-Eulers, metod och forsta iteration i den for
problemet
o' (t) = ba(t) — 2y(t) + 2t,
y'(t) =a(t) +y(t) +t+1,
z(5) = 0.
y(5) = 0.
(2p)

6. Vi har en matematisk modell déar ¢ ar kopplat till ¢ pa foljande sétt:
¢~ 5P exp%tg_%

dér «, B och v &r parametrar i modellen. Vi vill bestimma parametrarna «, 8 och v givet

métvarden (tq,c1), (t2,¢2), -y (b, Cm), cx > 0. Gor lampliga transformationer och variabel-

byten och stéll upp ett linjért minstakvadratproblem pé formen min, || Az — b||3. Matrisen

A samt vektorerna b oh x skall redovisas! Visa ocksa hur vi erhaller parametrarna fran z.

(3p)
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a) ||z||; ar en vektornorm eftersom foljande villkor fér normen &r uppfyllda:

(1) [l = >y [2x] > 0 om x 7 0.

(2) vl = 227 Iyl = 1227 Ll = (11l

(3) I+l = 220 [+ yel < 220 (el + lyel) = 327 |l + 377 lyel = lIxllx + [yl

b) Vi kan skriva talet —40 som —40 = —[1 + 0.25] - 2°. Vi skriver exponenten 5 s
hir: 5+1023 =1028 =210+ 22 =1.21041.224+0-2! +0-2° Mantissa: 1 kodas
inte, 0.25 =0-1/2+1-1/4. Vi far féljande binér representation fér —40:

|1/ 10000000100 |  0100....0 |
—_— N——

exponenten mantissa 52 bitar

dar 1 ar kod for “—”, exponenten 11 bitar kodas som 10000000100 och mantissa
52 bitar kodas som 01000....0. I hexadecimalt (bas 16) format: forst vi splittrar till
4 bitar binar form:

1100 0000 0100 0100 .... 0000

och kodar varje fyra bitar:

1100 = c,
0000 = 0,
0100 = 4,
0100 = 4,
0000 = 0,

Hexadecimalt (bas 16) format for —40 &r:
c044000000000000.
Kolla i Matlab:

q = quantizer(’double’);
num2bin(q,-40)

<
I

y =1100000001000100000000000000000000000000000000000000000000000000

y = num2hex(q,-40)
y =

c044000000000000



o o) [|Qz]3 = (Q2)"Qz = 2" QT Qu = aTx = ||z — [|Qz[2 = ||]2.
d) Fran Taylors formel for © € (z*, zy,) foljer

/ * * 1 " * *
Ty — " = glag) — 2" = | g(a”) +9'(a") (2 — 2") + 59"(Ok) (wr — ") | — 2
—~ 2

xT*

= (@) (ax — 2°) + 50" (O i — 2
——

0
1 i * *
= 59 (Op)(z — )2, O € (%, x1)

sa att

o — | 1g"(©4)
|z — a*]? 2

Om g ar tillrickligt sndll kommer ¢”(0;) < C' < oo d& k — oo vi har minst kvadratisk
konvergens p.g.a. av “2” i termen |z — z*|* ( se definition om konvergensordningen).

2. Vi infér vektorn a = [x,y,2]7 och skriver f(a) istéllet for f(z,y,2). Ekvationerna
blir:

fi(a) == 2?4+ 4+ 22 —-5=0,
fola) =z — 32%y + zcos(y) — 7= 0,
fa(a) == 2y +ylr+ 2y —9=0.
Newtons metod kan skrivas:
i +yp+2i—5
aps1 = ap — [J(ap)] ™"+ | @p — 32yy + 21 cos(yx) — 71,
Teyk + Yixk + Ziyr — 9.

dér J(ay) &r Jakobian pa Newton’s iteration k och
(f1)elan)  (Fr)y(an)  (f1)(ax)

Jaw) = | (B)olar) (B)(ar) (£)(ax)
Fo)olar) (Fa)(a) (fs)(an)

och var



For punkter (1,6), (3,34), (5,86) har vi:

th =1t =3,t3 =15,
p(t1) = 6,p(t2) = 34, p(t3) = 86.
Interpolationspolynomet p(t) av grad 2 med basfunktioner ¢/, j = 0,1,2 &r:
p(t) = 1 + @t + x5t%.
Vi far ekvationssystemet

1 tl t% T 6

1 t3 t% T3 86
eller

1 1 1 1 6
(0.2) 13 9| |a| = [34],

1 5 25 T3 86

vilket ger x1 = 1, x5 = 2, x3 = 3, och interpolationspolynomet blir

p(t) = 21 + 2ot + x3t% = 1+ 2t + 3¢°.

4.
e a) Formeln ska vara exakt for polynom 2% k = 0,1,2, ..., m fér maximalt m. Ekva-
tionerna blir:
1
k=20: / 2dr =1 = wy + w,,
0
1
k=1: / rrdr = 1/2 = wyz + wos,
0
1
k=2: / v dr = 1/3 = wy2? + wyrl,
0
1
k=3: / pidr = 1/4 = w2? + wyas.
0
System som ska 10sas:
W1 + Wo = 1,
W1T1 + Wolky = 1/2,
(0.3)

w22 4 woxs = 1/3,
w23+ wyxh = 1/4.
Om w; = wy, d& wy = we = 0.5 eftersom w; + wy = 1. Fran systemet (0.3)
kan vi hitta z; = 1/2 — 1/(2v/3), 7, = 1/2 4+ 1/(2/3). Kollar om z; = 1/2 —

1/(2V/3), 25 = 1/241/(2+/3) ar 16sningar for wy2? +wyzd = 1/4, och det stdmmer.
Stammer det for k£ = 47 Inte. Sa det polynomiella gradtalet ar tre.



e b)
Trapetsmetoden for fo x)dx &r:

/f S(F(O) + F(m) - (x )

I vart fall har vi f(x) = sin(z), f(O) =sin0 = 0, f(m) = sin(7) = 0, d& trapetsme-

toden for [ sin(z )dx ger oss:

a) Sétt

Vi far systemet:

N\

uy(t) = us,
up(t) = (u2)® + duguy — (ug)?,
us(t) = g,
wy(t) = ug — ug + usuy,
ur () =2,
U2(5) =3,
ug(b) =1,
Lug(D) =5.

e b)

Se forelasningsanteckningarna, s. 237.

Implicit, eller bakat-Eulers metod ar:

Vg1 = Uk + T f (tgg1, Yrs1) fOr diskretiseringen o'(t) &~ =% var v, = v(ty), ty1 =

ty + dt.

Bakat-Eulers metod for vart problem éar:
Li+1 — Tk

- = dTkt1 — 2Ykt1 + 2k,

Yk+1 — Yk

- = Trp1 + Y1 + e + 1,

som kan skrivas om :

Tpy1 — Tk = OTTpy1 — 2TYka1 + 27(Ek + 7),
Yerl — Yo = TOhy1 + TYppr + 7(Le +7) + 7,



eller

Thg1 — DTTpy1 + 27Uk = T + 27t + T),
—TTht1 + Y1 — TYh1 =Y+ 7t +7) + 7,

(1 = 57)xps1 + 27Yp1 = xp + 27 (L + 7),
T+ (1= Tyers =y + 7t +7) + 7.

For att hitta xg,q,ypr1 konstruerar vi systemet av ekvationer Av = b med oként
vektorn v = [Ty 1, yrs1]?, kint vektor b = [z +27(tp +7), yx + 7(tx +7) + 7|7 och

matrisen
A [1 — 5T 27 } ‘
-7 1-7

For k = 0 har vi : [zo,90]" = [2(to),y(to)]" = [z(5),y(5)]F = [0,0]T. Férsta
iteration i Bakat-Eulers metod ska vara:

)t = A wo + 21t + 7)o + Tt +7) + 7T = AT 27 (B + 1), (5 + 1) + 7).

x10% MNr. points N=00d, mash size di=0.00625

x10% Nr. points N=400, mash siza dt=0.0125
T T T
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FIGURE 1. Framat-Eulers metod och Bakat-Eulers metod vs. ode4b.



6. Logaritmera modellproblemet

for att fa: o N
Inc~ B In(5)+ 3 tP— — t.
~— o
z1 ~— \g’
2 B
Konstruera matris A for att hitta o = [21, 29, 23]7 med z; = 3,20 = /B, 25 = v/ i
minstakvadratproblem min, ||Az — b||3, dir raderna i A innehéller

[ln(5),ti, —tg], k=1,...,m,
och vektorn b ska vara
In(cy)
In(cy)
In(c,,)

Sedan f = x1,a = x93 = x9 - T,y = T3 = T3 - Ty * T1.



