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LABORATION 1

1.1 IEEE 754

IEEE 754 &r den standard for flyttalsberdkning som anvands i de flesta datorer. Som bekant
kan en dator generellt inte representera nagot annat &n heltal exakt. Hur operationerna +,
x, / och /- skall ga till for flyttal (vanligen av precisionen double) &r specificerat i IEEE
754. T den har laborationen skall vi belysa nagra av de vanligaste felen som kan uppsta nar
man ar oforsiktig i sitt hanterande av flyttalsaritmetik.

1.1.1 HANTERANDET AV SINGULARA UTTRYCK I MATLAB

Kor foljande kodsnutt i Matlab:

a =1.0/0.0;
b = 1.0/a;

sa = sin(a);
sb = sin(b);
la = log(a);
1b = log(b);
c = 0.0/0.0;
d = 1.0/c;

sd = sin(d);

Vid en forsta anblick &r det enkelt att tro att samtliga av dessa uttryck skall returnera NaN
(Not a Number), da rent matematiskt utgor de allihopa icke-definierade uttryck. Sa ar dock
inte fallet. Vilka far man en véldefinierade output av? Vad tror ni anledningen till det &r?

1.1.2 MINSTA MOJLIGA PRECISION VID FLYTTALSRAKNING

Kor foljande kodsnutt i Matlab:

format long e
logspace (=301, —324, 24)'

Som output skall ni fa en vektor [107301, 107392 . 1073247 Ar det verkligen vad ni far?
Vad &r orsaken till att outputen skiljer sig fran vad det borde vara?




1.1.3 FULLSTANDING UTSKIFTNING

Antag att vi har tva flyttal,  och §, sa att x > §. Vi séger att fullstindig utskiftning sker
nir r + d — x, det vill siiga att enligt IEEE 754-standarden ger addition av talen x och ¢
enbart x som output. Detta ar saklart matematiskt omojligt for alla § # 0, men det kan ske
i en dator som en konsekvens av flyttalsaritmetikens begrénsningar.

Satt « = 1 och hitta sedan ett ungefarligt virde pa § sa att x 4 0 resulterar i fullstéindig
utskiftning. Gor sedan samma sak for 2 = 10?° samt x = 10720, Hittar ni ett monster i nir

utskiftning sker?

Ledning: Fdljande kod-stubb kan vara till hjalp:

X 1;

delta X;

diff = abs((x+delta)—x);
while diff > 0

o

% Uppdatera delta och berakna diff igen

end
disp (delta)

1.1.4 KONSEKVENSER AV UTSKIFTNING

I den héar uppgiften skall vi studera vad som kan hdnda om man inte tar utskiftning i beak-
10° 1

tning. Berdkna forst summan S =), ~, -, forslagsvis med hjilp av en for-loop. Berdkna

sedan summan Sy = 2111:106 %, det vill sdga samma summa fast genomlépt baklénges.

For att tydligare belysa utskiftningen skall summorna beraknas med single-precision till
skillnad fran den vanliga double-precisionen. Initialisera darfér summorna som S1 = single(0)
och 82 = single(0). De tva sétten att berdkna summan pa kommer resultera i olika re-
sultat. Varfor det? Och vilken av summorna ar narmst det verkliga véirdet?

1.1.5 KONSEKVENSER AV UTSKIFTNING, FORTSATTNING

Kor foljande kodsnutt i Matlab:

x = linspace(0.995,1.005,1001);

vyl = (x—1).76;

y2 = 1—6xx+15xx.72—20*x."3+15%x."74—6%x."5+x.76;
plot (x,vy1)

hold on

plot (x,vy2)

Notera att uttrycken (x — 1)% och 1 — 6z + 1522 — 2023 + 152* — 62° + 2% &r identiska rent
matematiskt. Vad ar det da som ger de synliga skillnaderna i plotten? Vilket séatt ar det
béttre att uttrycka funktionen pa?



1.2 MATRISFAKTORISERINGAR

I berdkningsmatematik stoter man ofta pa mycket stora matrisproblem. Vid hantering av
stora matriser stoter man pa tva huvudsakliga problem; det ena &r att datorn far flyttalsarit-
metiska bekymmer likt de i den foregaende uppgiften. Det andra &r att antalet berdkningar
vaxer sig sa stora att det blir orimligt fér datorn att kunna lsa ens problem inom en rim-
lig tid. Som tur &r sa finns det en uppsjo av tekniker man kan anvinda for att forenkla
berakningsarbetet. Vi skall illustrera ett par av dessa i den har uppgiften.

1.2.1 LOSNING AV LINJARA EKVATIONSSYSTEM I MATLAB

Kor foljande kodsnutt i Matlab:

n = 3000;
A = randn (n);
b = randn(n, 1);

tic; x = inv(A) * b; toc
tic; vy A\ b; toc

Koden genererar ett slumpmassigt, stort ekvationssystem som vi sedan 16ser dels med hjélp
av inv(A)*b, och dels med Matlab-rutinen \. Vilken av dem gar snabbast? Varfor gor den
det? Det kan hjilpa att kolla dokumentationenl for \.

1.2.2 GLESA MATRISPROBLEM

Vid numerisk 16sning av differentialekvationer ar det mycket vanligt att man far ut stora
matriser dar en Overvéldigande majoritet av elementen ar lika med noll. Dessa matriser
kallas for glesa matriser. Som ni strax kommer att se &r det alldeles speciellt ineffektivt att
arbeta med inverser av glesa matriser. Man brukar darfor nar det ar mojligt utnyttja nagon
kéand struktur hos matrisen till sin fordel.

Kor foljande kodsnutt i Matlab:

n = 6000;

e = ones(n, 1);

A = spdiags([e 2%xe e], —1:1, n, n);
b = randn(n, 1);

tic; x = inv(A) * b; toc

tic; y = A \ b; toc

Kommandot spy(A) markerar nollskilda element i matrisen A med en bla prick. A ar kon-
struerad sa att elementen pa diagonalen, samt de tva diagonalerna direkt 6ver och under,
ar de enda nollskilda. En sadan matris kallas for tridiagonal och &r mycket vanligt forekom-
mande.

Jamfor aterigen tidsskillnaden i att anvinda inv(A) kontra \-rutinen for att lésa linjéra
ekvationssystem. Den tridiagonala matrisen A ar &ven positivt definit. Vilken matrisfak-
torisering kommer \ att anvinda sig av? Avslutningsvis kan ni kora spy(inv(A)). Ar
inversen av A gles bara for att A ar gles?

Har far ni en lank: https://se.mathworks.com/help/matlab/ref/mldivide.htmll



https://se.mathworks.com/help/matlab/ref/mldivide.html

LABORATION 2

2.1 MINSTAKVADRATPROBLEM
2.1.1 GREVE RUMFORDS EXPERIMENT

I den héar uppgiften skall vi anpassa métdata till en enkel fysikalisk modell. Greve Rumford
utforde 1798 foljande experiment. Ett kanonror uppvarmdes till 130° F genom att en trubbig
borr vreds runt av héstar i 30 minuter. Sedan fick réret svalna medan man da och da métte
temperaturen T i roret. Man fick foljande matserie:

t (min) | 4 ) 7 12 |14 |16 |20 |24 |28 |31 |34 |375 |41
T (F) 126 | 125 | 123 | 120 | 119 | 118 | 116 | 115 | 114 | 113 | 112 | 111 | 110

Den omgivande temperaturen 7,,,, uppmaéttes till 60° F. Med denna informationen kan vi
beridkna temperatursutvecklingen med hjalp av Newtons avsvalningslag,

dT(t)
——= = —B(T(t) — Tom

= BT~ Tomy)
dér g ar varmekapaciteten. Vart mal att ar att bestdmma [ for kanonen utifran méatdatan.
Vi skall anvénda tre metoder.

1. Differentialekvationen ovan har lésningen
T(t) = Tomg + (To — Tomg)e P, t>0.

Skriv om den hér ekvationen som ett linjdrt problem i den okédnda parametern 3. Det
vill séiga, gor en omskrivning med hjélp av logaritmlagarna sa att vi far ett problem
pa formen

A(t)B = b(T),

dar A(t) ar en funktion av enbart ¢ och b(T) &r en funktion av enbart T. Anvénd
sedan \-rutinen i Matlab for att uppskatta 3.

2. Anvand Matlab-rutinen 1sqnonlin for att 10sa det ickelinjdra problemet

mﬂin ||T — (Tomg + (T() - Tomg)e_ﬁt) Hg

lsqgnonlin kriver att man ger en forsta gissning [y pa vad 8 kan vara. Vad ar ett
rimligt val av 3y har?

3. Ovanstaende approximationer stimmer inte sa bra (om ni plottar upp métvarden och
approximationer). Kanske har nagra virden blivit fel avskrivna (nagot kan ha tappats
bort under de 200 ar sedan experimentet utférdes). Antag nu att den omgivande tem-
peraturen T,,,, var felaktigt avskriven. Anvand lsqnonlin for att 16sa det ickelinjara

problemet
min ||T — (Tomg + (TO - Tomg)eiﬁt) H%

sLomg

Plotta slutligen samtliga versioner av T'(¢) samt métdatan i samma diagram. Vilken modell
kan man betrakta som mest realistisk i det langa loppet?



2.1.2 ANPASSNING AV EN POTENSFUNKTION TILL MATDATA

Vi skall nu anpassa en potenslag (engelska power law) y = ax® efter mitdata. Mitdatan ér
given som

.000e—03
.584e—02
.511le—01
.981e+00
.309e+01
.000e+03];
.155e—04
.787e—02
.475e—01
.596e+00
.388e+02
.147e+03];

=
Il
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Vi skall alltsa bestdmma parametrarna a och b. Vi gor detta aterigen med hjalp av tre olika
metoder.

1. Bestdm a och b genom att logaritmera och sedan 16sa ett linjdrt minstakvadratprob-
lem.

2. Anvénd lsqnonlin for att 16sa det ickelinjara problemet

min||amb — y||§
a,b

3. Anvand 1sqnonlin for att l6sa det ickelinjéra problemet

b
min || 22— 1)2.
a,b Yy

Berikna ocksa storleken pa residualen i samtliga fall. Det vill séga, om (a_approx, b_approx)
ar de tal som ni har funnit med hjalp av minstakvadrat-metoden eller 1sqnonlin, berdkna
hur mycket eran uppskattning skiljer sig ifran métdatan genom att skriva

approx = a.approx*x. b_approx;
res = norm(y—approx)

Vilken uppskattning ar bast i det har avseendet?

Plotta slutligen matdatan och dina tre uppskattade potensfunktioner i samma loglog-
diagram. Kan man fortfarande siga att den uppskattningen med lagst residual var den
som bést anpassades till datan?




2.2 SYSTEM AV ICKE-LINJARA EKVATIONER

Syftet med denna laboration &r att ni ska lira er att stélla upp Newtons metod for ett
system av ekvationer. Antag att vi har tre stycken séndare med kénd position. Exempelvis
kan de sitta pa toppen av varsin radiomast. Var och en av séndarna kommunicerar med en
mottagare som befinner sig ndgonstans i R3. Vi vet hur langt mottagaren befinner sig ifran
vart och en av de tre sindarna. Vart mal &r att ta fram exakt vilken punkt mottagaren
befinner sig pa. Problemet kan illustreras med figuren nedan.

En illustration av problemet att finna mottagarens position. I mitten av vart och en av de
tre sfirerna sitter en séindare. Vi vet att mottagaren befinner sig pa ett avstanden r; fran
sdndare ett, ro fran sdndare tva och r3 fran sdndare tre. De tre sfarerna har radie ri, ro
respektive r3. Det innebér att sdndaren befinner sig nagonstans dar de tre sfarerna skar
varandra.

1. Som forsta uppgift skall ni bestdmma hur manga l6sningar problemet kan ténkas ha.

2. Formulera sedan det ekvationssystem som behover l6sas for att hitta mottagarens
position. Antag att den k:te sdndaren har mittpunkt i (g, yx, zx) och befinner sig
pa avstandet 7, fran mottagaren, & = 1,2,3. Kalla mottagarens koordinater for

p = (p1,p2,p3)-

3. Skriv om ekvationssystemet i uppgift 2 pa formen f(p) = 0 och skriv en while-sats
som utfor Netwons metod for problemet,

Pn+1 = Pn — Jﬁl(pn)f(pn)'

Hér skall ni bestdmma Jacobianen J for hand genom att derivera f(p) med avseende
pa p. Som bekant dr Newtons metod en algoritm som hittar nollstéllen till system av
ekvationer. Algoritmen &r klar nér tva successiva gissningar p,1 och p, befinner sig
en tolerans ¢ ifran varandra. Sitt ¢ = 1075 och anviind foljande data for sindarnas
positioner:



x = [ 1.23, 0.12, —0.221"'; % x—koordinaterna for sandarna
y = [ 0.01, 0.98, 0.02]"; % y—koordinaterna for sandarna
z = [-0.11, —0.12, 1.76]"; % z—koordinaterna for sandarna
r=1[1.22, 0.98, 1.52]'; % avstanden mellan sandare och mottagare

Testa foljande tre punkter som pg:

pl zeros (3, 1);

p2 = ones(3, 1),

p3 [3.407007110432360e—01
3.907070706849901e—01
4.758069306448354e—011;

Far vi samma l6sning for alla tre gissningar? Hur manga iterationer kravs det for att
hitta en 16sning om vi borjar i p1, p2 respektive p3? Om det &r nagon av initialigiss-
ningarna som sticker ut, kan ni forklara varfor det hander?




LABORATION 3

3.1 KVADRATUR OCH INTERPOLATION

I den hér 6vningen skall vi anvadnda Matlabs integral—rutirﬂ for att berdkna integraler.
Vi skall ocksa 6va pa att skriva om integralproblem sa att de blir numeriskt hanterbara vid
svarare fall. Till sist sa skall vi se 6ver tre olika metoder for interpolation av métdata.

3.1.1 BERAKNING AV INTEGRALER MED SINGULAR INTEGRAND

For hand berdknar vi enkelt att

! 10 110
—7/104, — 3/101t _ Y

Nér vi forsoker gora detsamma i Matlab far vi ddremot ett felmeddelande:

>> integral (@ (x) x.7(—=0.7),0,1)
Warning: Infinite or Not—a—Number value encountered.
> In integralCalc/iterateScalarValued (line 349)
In integralCalc/vadapt (line 132)
In integralCalc (line 75)
In integral (line 88)
ans =
Inf

Detta pa grund av att vi naivt delar med noll i den vénstra integrationsgransen. Vi kan
rundga detta pa tva sétt; genom partiell integration och genom att genomféra ett variabel-
byte. Vi skall nu 6va pa dessa tva metoder.

1. Berakna integralen
1
/ 2710 cos zda
0

genom att med hjélp av partiell integration fora 6ver den till en form sa att vi slipper
dela med noll. Anvénd sedan integral.

2. Berdkna samma integral som i (1) genom att gora variabelbytet x = yP {or ett vl valt
p. Anvand sedan integral.

3. (*) Vissa singulariteter kan hanteras av integral eftersom de &r kinda undantagsfall.
Ett exempel pa detta ar

>> integral (@(x) log(x),0,1)
ans =
—1.0000

trots att log(0) = —oo. Med vetskap om detta, berikna integralen

! log x q
, 2085 | 709 1 40957

genom att gora variabelbytet x = yP for ett val valt p.

2Dokumentation: https://se.mathworks.com/help/matlab/ref/integral .html


https://se.mathworks.com/help/matlab/ref/integral.html

3.1.2 MER AVANCERAD INTEGRATION

I den hér uppgiften skall vi anvéinda integral som ett led i ett storre problem.

Antag att vi har tillgang till en maskin som kan skapa bordsskivor som &r perfekt for-
made som en epicykloidﬁ med tre utbuktningar. En epicykloid med N utbuktningar skapas
av att vi later en liten cirkel med radien » = R/N rulla ldngs randen pa en stor cirkel med
radien R. Den parametriseras med avseende pa parametern 0 < 6 < 27 som

x(0) = crcos(8) — gr cos(ch),
y(0) = crsin(f) — grsin(ch),

dér ¢ = (R+r)/3 och vi har att N = 3. ¢ &r en parameter som bestdmmer hur accentuerade
utbuktningarna skall vara, se figuren nedan.

0.8 0.8
06 0.6
04 0.4
0.2 0.2

0 0
02 -0.2
0.4 0.4
0.6 0.6
0.8 -0.8

Tva exempel pa bord som var bordmaskin kan skapa. Héar har vi att ¢ = 0.75 respektive
q=1.5.

Maskinen &r installd pa R = 0.5 meter, vilket betyder att det enda sdttet vi kan &ndra pa
bordets form ar att dndra pa gq. Med allt detta sagt har vi kommit fram till problemet ni
skall 16sa.

Antag att vi har en tjusig bordslist pa 4.25 meter som vi absolut vill sidtta pa ett epicyk-
loidformat bord. For vilket g har vi att omkretsen pa bordet ar exakt 4.25 meter?

Ledning: Omkretsen kan betraktas som en funktion av ¢, det vill sdga O(q). Omkretsen
ges 1 vanlig ordning av integralen O(q) = OQTF V(@(0))% + (v (0))2d6. Ni kan sedan anviinda

fsolve for att 16sa problemet O(q) — 4.25 = 0.

3Sehttps://en.wikipedia.org/wiki/Epicycloid| fér mer information och en trevlig animation.


https://en.wikipedia.org/wiki/Epicycloid

3.1.3 INTERPOLATION AV MATDATA

I den har uppgiften skall vi anpassa tre typer av interpolationskurvor till métdata. Datan
ar given som

t = linspace(—2, 3, 8)';
yl = exp(—t."2);
y2 [T -1 -1-111111";

dar t ar tiderna som matvardena y1, y2 uppméttes. Ni skall nu anvanda Matlab-rutinen
interpl@ for att anpassa dels en linjar interpolation, en splineinterpolation och en
shape-preserving interpolation. I den férsta dataserien har ni en underliggande funktion
exp (—t?) att jimfora med nér ni studerar for- och nackdelar med de olika metoderna. Plotta
alla era tre interpolationer tillsammans med métdatan i varsin figur for y1 och y2. Avgor
vilken interpolationsteknik som matchar datan bast i bada fallen och motivera era svar.

4Dokumentation: https://se.mathworks.com/help/matlab/ref/interpl.html



https://se.mathworks.com/help/matlab/ref/interp1.html

3.2 MODELLERING OCH SIMULERING MED ORDINARA DIFFERENTIALEK-
VATIONER

I den hér uppgiften skall vi simulera en laddad partikel som ror sig i ett elektromagnetiskt
filt. Vi antar att vi har N stycken punktladdningar placerade i R? pa koordinaterna p;, i =
1,...,N. Vi har ocksa en fri partikel som ror sig i R? under paverkan av elektromagnetiska
krafter fran punktladdningarna. Dess position vid tiden t ges av r(t) = (z(t),y(t)), en
vektorvard funktion som uppfyller systemet av differentialekvationer

N
i)=Y oo (3.1)
=1

[r —pl*

Har ar ¢ ar en konstant som tar materialegenskaper (och annat som krévs for att ekvationen
skall fa ratt enheter) i beaktning.

1. Skriv om (3.1) som ett forsta ordningens system genom att inféra hjélpfunktionen
q(t) = #(t). Vi kan sedan skapa en kolonnvektor y=[r;ql. y(t) uppfyller ett forsta
ordningens system av differentialekvationer y = f(¢,y).

2. Skapa en Matlab-funktion dydt = £(t,y) som implementerar systemet ni tog fram i
foregaende uppgift. Som stéd far ni foljande kodstubb:

function dydt = f(t,y)
global p % Anvand er av globala variabler for punktladdningarnas
global ¢ % positioner p och konstanten c

)

o\¢

o0

Skapa hogerledet i systemet. Se till att det fungerar oavsett
antalet punktladdningar! Exempelvis genom att lagra punktladd—
ningarnas positioner som kolonner i en matris, och sedan lopa
igenom denna matris med en for—loop.

o° o

oo

o\

o

dydt = % skall fyllas i av er
end

3. Anviind odeddd for att 15sa systemet y = f(¢,y) med hjélp av funktionen ni formuler-
ade i den foregaende deluppgiften. Vi antar att det existerar tva punktladdningar, en
ipr = (-1,-0.9) och en i po = (1,-0.9), och att partikeln borjar i vila i positionen
r(0) = (0.5, —0.9). Foljande kod kan vara till hjalp:

global p

global c¢

P = [-1,1;-0.9,—-0.91;

c = 10" (=5);

y0 = [0.5;-0.9;0;07;

t_max = 1073;

[t,y] = ode45(@f, [0,t-max],y0);

5Dokumentation: https://se.mathworks.com/help/matlab/ref/ode45.html!



https://se.mathworks.com/help/matlab/ref/ode45.html

4. T den foregaende uppgiften kommer partikeln att oscillera lings linjen z = 0.5 i zy-
planet. Om ni alltsa far ut att partikelns position dr konstant i z-koordinaten &r ni
pa ratt spar. For att gora saker mer intressant sa skapar vi en potentialgrop som
partikeln kan fastna i genom att placera ut NV stycken punktkéllor ldnges randen pa
enhetscirkeln pa foljande satt:

theta = linspace (0,2*pi,N);
o) [cos (theta);sin(theta)];

Prova att variera startposition och starthastighet genom att variera y0. Efter att du
har tagit fram 16sningen kan du animera 16sningen med hjélp av féljande kodsnutt:

for i=l:size(y,1)
clf
plot(p(l,:),p(2,:),"'rx")
hold on
plot (y(i,1),v(i,2), 'bo")
axis([—2.5 2.5 —=2.5 2.5])
axis equal
drawnow;
pause (1/60) % 60FPS

end

Lek garna runt med olika kombinationer av begynnelsevillkor, samt andra konfigura-
tioner pa punktladdningarna.
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