Numerisk Analys, MMG410. Ovningar: linjara

ekvationssystem




a) Visa att matrisen A ar singular.

A:

e
W N =
N = O

b) Hur manga I&sningar har systemet Ax = [2,4,6]77?
Losning:

a) AlL,-1,1]7 = 0.
b) Ae =[2,4,6]", dvs. oandligt m3nga Iosningar.



Berikna A~! d3

1 0 O
A=]1 -1 O
1 -2 1

Losning:

Inversen beraknas normalt med LU-faktorisering. Beteckna inversen med
X, s.a. AX = [. Kolonnvis far vi Ax, = ey, dar x, och e, ar kolonn k i
X resp. I. Vi har n linjara ekvationssystem att losa. A ar triangular vilket
forenklar l6sningsprocessen. Vi kan i detta specialfall berakna inversen
med tre framat substitutioner.



Problemet kan dven losas via ansats. En triangular matris har en
triangular invers (om den existerar) s.a. (A™!)x x = 1/ax x. Ansatsen ger

1 00 1 0 O 1 0 O
=101 0|=|a —-10 1 -1 0
0 01 g v 1 1 -2 1
X A
vilket ger systemet (visa !)
a—1=0
B4+~v+1=0
—v—-2=0

vilket ger « = 8 =1 och v = —2.



A ar kvadratisk med A2 = 0 Visa att A ir singular.

Losning:
0 = det(A?) = (detA)? = detA = 0.



Antag att A, B € R™" Visa att (AB)T = BT AT samt

(AB)™1 = B7YA~! (nar A och B ir ickesingulira).

Losning:

a) Vi visar istillet (ATB)T = BT A. Detta ar ekvivalent med det som
efterfragas om vi tar C = AT . Partitionera matriserna kolonnvis

A =[ay,...,an] och B = [by,....ba]. Vi far ATB =

ar’ ai’by ai’by -+ a;’b,
as az’by ax’by --- ay’b,

anT anTbl anTb2 te anTbn



Transponatet av ovanstdende blir

T
alTbl aszl anTbl b1 ai
aj’by a'h; a2’ by by ay
T T T ]
ai bn a2 bn dn bn bnTal

vilket ir lika med BT A. Likheten ovan féljer av att x"y =y x.

b]Taz
szaz

bnTaz

b
b

b

T
1 an
T
2 ap

T
nan



b) Det enklaste sattet ar att multiplicera ihop matriserna och se att vi far
enhetsmatrisen:

(AB)(BIA™ Y = ABB )AL= AIATL = AA T = |

Multiplikationen frdn andra héllet foljer analogt.



A ir ickesingular. Visa att (A~1)T = (A7)~ Vi skriver darfor A=T.
Losning:

Vi visar forst att inversen ar entydig. Om C ar ickesinguldar och CX =1,
CY =1 féljer C(X — Y) =0, men C &r ickesinguldr s X — Y =0.

Vidare ar AT(AT)~1 = | men det giller dven att
= ATA= (A1A)T = AT(A )T,
Det foljer att (A~1)T = (AT)~L.



Ovning
Beskriv, i punktform, hur man Ioser systemet

ERSIHEE

Ly och L, ar undertriangulara ickesingulara matriser. Vektorerna har
partitionerats sa att de passar ihop med blocken i matrisen.

Losning:

Systemet ar ekvivalent med

L1X:b
Bx+ Ly=c

Algoritm: Los Lix = b, bilda t = ¢ — Bx och los slutligen Ly = t.



a) Berdkna LU-faktoriseringen av matrisen nedan. b) Nar &r matrisen

singular?
1 a
c b



a) Berdkna LU-faktoriseringen av matrisen nedan. b) N&r &r matrisen

singular?
1 a
c b
Losning:
Al a|_|fa O | | w2
Tl b || bty tlxn 0 793
L U
_ | bl laup
oy lor-upp+ - up |

L = 1,010 = a,o1u1y = ¢, 0oy - uip + loo - o = b, 01y = lop = 1.

a=[E018 b0a

Singuldr om b = ca.



Visa att en symmetrisk och positivt definit matris A har: a) positiva
diagonalelement; b) "stor diagonal”, aj j + ax x > 2|aj «|; c) det till
beloppet storsta elementet pd diagonalen; d) har positiva
diagonalelement, i D, i LDLT faktoriseringen (Du kan anta att den
existerar).

Losning:

Definition: x" Ax > 0, Vx # 0.
a) Tag x = ek, e/ Aey = ay .
b) Med o = —sign(aj x) och x = e; + oe, fas

ajj + ak,k

T
X' Ax=aj;+20ajk+ akk > 0= >

> [aj |

c) lajl <

dj,j + ak.k
“f’ < max(aj , ak k)



d) Eftersom A ar positivt definit kan man visa att

LDLT -faktoriseringen alltid existerar (dvs. inget pivotelement kan
bli noll). L ir alltsa ickesinguldr och vi kan ta x = L= Te, (ey ar
kolonn k i I). x kan inte vara noll (varfor?) och vi far

0<x"Ax=[L"Te " LDLT[L "e\] = e/ Dey = dy«



Visa att matrisen nedan saknar LU-faktoriseringen:

1]



Ovning
Visa att matrisen nedan saknar LU-faktoriseringen:
0 1
10
Losning:

Gor ansatsen
/1U1:0
{Il O}{ul w | [0 1 N hu =1,
/2 /3 0 us 1 0 /2U1:1
hu, + Bus =0

huy =0= L =0eller uy =0, men da kan inte hu, =1 och hu; = 1.



Anvand Choleskyfaktorisering for att avgora for vilka a foljande matris ar

positivt definit.
a 1
A=[1 2]



14. Anvand Choleskyfaktorisering for att avgora for vilka «
foljande matris ar positivt definit.

a 1
=[]
Losning:

Vi behover antaga o # 0 for forsta steget i Gausseleminationen:

[O‘ 1]—[&1 0 ],[511 £21:|_ Gt 1 - o
b2 i 0 lx loy - b11; 03, + 3,

L LT

= A=LLT,

B Va 0 . .
L= [ 1/Va \/m For att kunna dra roten ur diagonalen

maste @ > 0 och 2 —1/a > 0. Alltsd a > 1/2.



u,v € R". Nir existerar (/ —uv”)~1? Bestim inversen nir si ir fallet
(Den har nastan samma form som matrisen sjalv).

Losning:

a) Om matrisen ir singulir existerar x # 0 s3 att (/ —uv”)x = 0 dvs.
x = u(v'x), dvs. x m3ste vara parallell med u. Tag x = u. Detta ger
u=u(v'u)dvs. viu=1. Om v’ u # 1 ir matrisen ickesingular.

(I—uv")(I—ouv”) = I—ouv” —uv" +uv ouv’ = I—uv’ (1+0—0v'u)

Detta ar enhetsmatrisen om o = 1/(v u—1) och v u # 1.



Visa att || - ||, p = 1,2, 00 verkligen &r vektornormer.
Losning:

p=1

1) [[x[ls = >g_y x| > 0 om x # 0.

2) lyxlls = 327 [yxal = [y 227 bl = [l

3) [Ix +ylle = 227 i+ yil < D070k + yal) = 227 el + 227 [yl
= [Ix[lx + llyllx



p=2:
1) och 2) enkla, visar tredje villkoret.

Ix+yl3=x+y) (x+y)=x"x+2xTy+y"y
< |IxII5 + 2x[l2llyll2 + [lyll3 = (Ix[l2 + [lyll2)?

p = 0o:
1) och 2) enkla, visar tredje villkoret.

I+ ylloe = max e + vi| < max((xe| + lyel) < max |xe| + max |l

= [xlloo + llylloo



Visa att || - ||, p =1, 00 verkligen dr matrisnormer.

Losning:

p=1

1) ||Alls = max; >, |aij| sa om A # 0 finns nagot a; ; # 0 varfor
Al > 0.

|2)|||||Zﬁ\|\1 = max; 3 [yaij| = max; 32 [yllai = |y max; 375 i j| =
g4 1

3) lA+ Blly = max; 32, [aij + bij| < max; > i(lai l +[bij]) <
max; > |ajj + max; >, bl = [|Alls + [ Bllx

Nu till submultiplikativiteten. Vi visar ||Ax||y < ||A||1]|x]|1 forst. Det
foljer fran definitionen av normen

A
||AH1 — max || X”l
A0 [|x[|1

att ||Allx > |Ax]|1/]|x||1- Nu till ||ABJ|1. Antag att max antas for kolonn
ki B:
IABI|1 = [[Abgllx < [[All1[[bxlls < [IAll1]|Bllx

p = oo kan visas analogt. Ett trick ar att [|AT |1 = [|A]| -



Visa att ||x||a = (x” Ax)'/2 definierar en vektornorm (elliptisk norm), da
A ar symmetrisk och positivt definit.

Losning:

L&t A= CCT vara Choleskyfaktoriseringen av A. D3 ar
Ix[la = (xTAx)"/2 = (xT CCTx)/2 = ((CTx)T(CTx))"2 = || CTx]2

Vi kan alltsd aterinfora ||x||a pa tvanormen. Eftersom A ar positivt
definit och darmed ickesingular ar aven C ickesingular, varfor

C™x =0 < x = 0 Vi testar nu de tre normvillkoren:

1) Ix[la>0,x#0ty [CTx|l»>0o0mx#0ty| |2 aren norm.
2) [laxla = [[aCTx]l2 = |al[| CTx]|2 = |al]|x][4

3) [Ix+ylla=[CT(x+y)ll2 < [CTx||l2+[|CTyll2 = [|x]|a + [|y]la



a) Visa att ||A||max = max; j |a; ;| definierar en matrisnorm, men att den
ej ar submultiplikativ. b) Visa att [|A[F = (3_; ; |la; j|2)Y/? ar en
matrisnorm (Frobeniusnormen).

Losning:

VAl max = max; « [vaj k| = |7 max; k [aj.k| = [V[[|Allmax
[A+ Bllmax = max; « |aj k + bj k| < max; «(|aj,k| + [bjk]) <
max;  |aj k| + max; « [bj k| = [|Allmax + || Bllmax

a)
1) ||Allmax = max; « |aj,k| > 0 om négot aj x # 0.
2)

3)

Notera att denna norm inte ar submultiplikativ. Tag A = ones(2). D3
ar [|AA||max = 2, men ||A]lmax = 1.



b) L&t vec(A) vara den vektor som f3s om man staplar alla A:s
kolonner pa varandra. Vi ser att |Al|g = |[vec(A)||2.

1) ||Al|f = ||vec(A)||2 > 0 om nagot a; j # 0.

2) |InAlle = llvvec(A)ll2 = [ lllvec(A)ll2 = [¥[lIAllF

3) ||[A+ Bl|r = |lvec(A+ B)||2 = ||vec(A) + vec(B)||2 <
Ivec(A)|2 + [[vec(B)ll2 = [[AllF + [ BllF



Lat D = diag(dh, ..., d,) med alla d; # 0. Berdkna x(D) (for de tre
normer vi anvander).



Lat D = diag(d, ..., dn) med alla d; # 0. Berdkna (D).
Losning:
D~! = diag(1/dh,...,1/d,). For en diagonalmatris galler

||D|| = max |dk| (fér de tre normer vi anvander). S&
k(D) = max|dk| max|1/dk| = max |dk|/ min |dk]|.



Beranka x1(A) som funktion av « d3

S



Beranka x1(A) som funktion av « d3

1l «o
11
Om o =1 sa dr matrisen singuldr och vi sager att x1(A) = co. | annat

fall galler
1 1 —«
l1—-a| -1 1

Al 1A=l
=max(1l+ |a/,2) -max(1l + |«l,2)/]1 —

Losning:

1

Al A= 2

Med andra ord, k1(A) = 4/|1 — a| om |a] < 1 och (1 + |a])?/|1 — «]
annars.



Visa att en positivt definit matris A ar ickesingular och att inversen ar
positivt definit.



Visa att en positivt definit matris ar ickesingular och att inversen ar
positivt definit.

Losning:

a) Om A ar singuldr existerar x # 0 s.a. Ax = 0. Medfor att x" Ax = 0,
motsagelse!

b) Vi kriver inte att A ir symmetrisk utan vet bara att x” Ax > 0 om

x # 0. Tag x = A~ ly (notera att x =0 < y = 0). Vi far

0<xTAx = (A"ly)TA(A~ly) = yT ATy som ir en skalir s3 att vi kan
skriva (eftersom (skalir)” ir det samma skalir) (yTA=Ty)T =yTA-Ty.
Men (yTA-Ty)T =yTA-ly Allts3 ar0 <y’ A1y



Antag att A= BB dir B ar ickesingulir. Visa att A dr symmetrisk och
positivt definit.



Antag att A= BB dir B ar ickesingulir. Visa att A ir symmetrisk och
positivt definit.

Losning:
Symmetrisk ty AT = (BBT)T = (BT)"BT = BBT = A.

Positivt definit ty x"Ax = x" BB x = (B"x)"B"x = ||[B"x||3 > 0 om

x #£ 0.



Antag att B nedan, av ordning n+ 1, ar symmetrisk och positivt definit,
« ar en skalar, a en kolonnvektor om n element, och A en kvadratisk

matris av ordning n.
-
a a
S

a) Visa att o > 0 och att A ar positivt definit.
b) Berdkna Choleskyfaktoriseringen av B i termen av «, a och A.



a) x"Bx>0omx#0. Tagx = e; # 0. Ger
0<elBer=e[a,a’]" =a. Tag nux’ =[0,y] med
godtyckligt y # 0. Detta medfor att

-
Ty 1| @ a 0 _ .1
0<x Bx_[O,y]{a A][y]_y Ay.

b) Gor ansatsen (L matris, z vektor, och A skaldr):
aa ]l [AXO0][x 2T ] [ Az’
a A| |z L]0 LT ] |z zz"+LLT

A[_/\%’_/
LT

vilket medfér A = \/a, z=a/\/a och
LLT =A—2zz" =A—aa’ /o



