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Vi vet att x = 24.516 ir ett korrekt avrundat virde. Berdkna absolutbeloppen av
de maximala absoluta och relativa felen.

Losning:

I vart exempel absoluta felet < 0.0005, det &r en halv enhet i sista decimalen,
eller en halv enhet i fjdrde siffran for x =24. 516 .
~~
3 sif fror
Absoluta felet riknas: e, = |x — £, |x — %] < 0.00053, och relativa felet riknas

som
x— & _ 0.0005

lx|  24.516

el = ~2-107°.

Hur kénsliga ér rotterna, till ekvationen X 4ax+b=0, for dndringar i a och
b? Rotterna r; och r; ér funktioner av a och b: ry(a,b),r(a,b). Lat r = (ry,r2)
beteckna en av rotterna och 1at » + 8r beteckna den storda roten nir vi #ndrar
koefficienterna med &a respektive 6b.

Losning:
Vi har sambandet:
P tax+b=(r+8r)*+ (a+8a)(r+8r)+ (b+8b) =0,
och vi kan skriva om den:
(r? +ar+b)+ (8r(2r+a)+ Sar+8b) + ((8r)* +8adr) =L + L+ 13 =0,
var

I =(rP4ar+b)=0,
L = (8r(2r+a)+8ar+0b) =0, (1
I = ((8r)* 4 8adr) ~ 0.

Fran andra ekvation i systemet (1) far vi:

. (8ar+éb)
or~ 2r+a
eller
(|6a r|+|6b])
< - 7
|07 < |2r +d @)

Eftersom ry och r, dr rotter sa giller att:
(x=r1)(x—r2) =x* - (ri+nm)x+rr =x>+ax+b

Vi kan jimfora koefficienterna och far
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—(r1+r)=a, b=rin.

Vi kan skriva om r; — r, = 2r| +a, och definera gapet g := |r| —r2|.
Vi kan skriva om (2)

o ob
jor] < 127100 3
8l
Vi ser att om g ér liten eller r| ~ rp, d |dr| dr stort.
Dividera (3) med |r| och forling med |a| respektive |b|.
la| |b|
§r| _ 1 jaldari+gldb| Sa| |8b
[6rf 1 [ POP) < fmax (lal> , @
rl I 8l la| ||
var uppskattning av konditionstalet &dr
b
Ll sl -
8

. I 6vningen 6van hirledde vi en uppskattning (5) for konditionstalet for nollstédllena
till ett andragradspolynom. Testa uppskattningen pa

p(x) =x* —3x+2

respektive
p(x) = x* — 1.99x +0.99

Stammer den bra?
Losning:

Andragradspolynom p(x) = x> — 3x+ 2 har nollstillena r; = 1 och r, = 2 varfor
uppskattningarna av konditionstalen kj » for polynomen pa formen p(x) = x4
ax + b blir:

b —3|+2/1
K1%|a|+|/r1|:| |+\/|:5,
g 12 -1

b —3[+[2/2
Kﬁlalﬂ/rzl:l |+12/2] _
g 12—1]

Tag §a=3-10"%,8b=2-10"*i uppskattningen (4). Da ir |3al|/|a| = |8b|/|b| =
10~*. Vi far da
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[071] < k; max ('M ‘Sb) ~Smax (1074,107%) =5-107%,

il = al o]

1672 8a] |3b] C .
< ko max (,) %4max(10* ,10™ ) =4.10"

2] o ol

Polynomet p(x) = x*> — 1.99x+0.99 har nollstillena r; = 0.99 och r, = 1 varfor
uppskattningarna av konditionstalen kj » for polynomen pa formen p(x) = x4
ax + b blir:

1 99/0.
o lal /] |-1.991+10.99/099) o0
g 0.99 1|
lal+|b/ra| | —1.99]+[0.99/1]
~ - — 298,
2 2 0.99 1]

Tag §a =2-10"* b = 10~* i uppskattningen (4). Da ir |8a|/|a| = |5b|/|b| ~
10~*. Vi far da

1871 < k; max ("3“', W") ~299max (1074,107%) =299-10~*,
|r1] la| "~ [b]

[0r| < ky max ("Scz',wb') ~298max (1074,107%) =298 107"
|2 la| 1B

(M

Detta &r for stora storningar for att satsen skall fungera bra.

. L&t £ &dr en approximation av ett exakt virde x ddr |x — £| < &. Hur kan vi upp-
skatta | f(x) — f(®)| givet funktionen f ?

Vi kénner x och 6 men inte x. Tillimpa resonemanget pa f(x) = 7x+ 3 respektive
f(x) = x%. Ledning: anviind Taylors formel.

Losning:
Vi vet att egps =[x — %] < deller —0 <x—f<dochddaft—6 <x<£+56.

Taylors formel ger

f) =fE+x—%) = f(&)+ (x—2)f ()& € (x,2),

[f)—f@I<6, max |f(E)].

Ee(3-8.5+6)

1) Om f ir linjér (forsta fallet) sd dr f] = (7x+ 3), = 7 konstant, 7 i exemplet,
varfor absoluta felet begrinsas av 78: | f(x) — f(£)]

2) I andra fallet far vi begrinsningen |f(x) — f(£)
derivatan, f'(x) = (x?), = 2x, ir striingt vixande:

F0) DI <5, max |F(E) =5, max  PE[=5-2(¢l+)

0
< 26(|%| + 6) eftersom

(- ,
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5. Vivill beriikna f(x) givet x och den deriverbara funktionen, f : R — R. Uppskatta
konditionstalet x fér smd storningar i x. Testa pa f(x) = cosx d& x = 0 och
dix=m/2— &, med litet § > 0.

Losning:

Fragan #r alltsa: hur dndras f(x) nér vi dndrar x lite? Taylors formel ger:

f(x+ 6x) = f(x) + 8xf'(x) + .... Den absoluta forindringen ér: f(x + 6x) —
f(x) = 6xf'(x). Om x # 0 och f(x) # 0 &r skilda frén noll kan vi studera rel-
ativa forandringar:

fat80)— f() _ 8xf')x

) fo) X

‘f(HfSX)f(x) |5 @] [8x

00 TGRIE
——

K
dér x &r en uppskattning av konditionstalet. Da f(x) = cosx far vi:
xf'(x)
f(x)

Nir x = 8 > 0 (x = 0 ger division med noll; dessutom &r sin0 = 0, sa for att
fa en uppskattning far man titta pa nista term i Taylorutvecklingen) kan vi gora
foljande approximation, for att ldttare kunna analysera vad som hénder:

xf'(x)
f(x)

eftersom sinx & x,cosx =~ 1 for x = 6 ~ 0.
Niérx = /2 — & far vi

x(—sinx)

K=

COSXx

x(—sinx) ~ 52

COSXx

x(—sinx)

(/2 —8)(—sin(/2—§))
cos(m/2—9)

~

K=

’ ~

/21
)

COSXx

Detta x vixer som 1/J och kan bli mycket stort.

6. Antag att f dr en deriverbar funktion och att d &r en deriverbar storning som
dr begrinsad, |6(x)| < € for alla x. Diskutera hur kinslig: 1) derivatan av f ér
for storningar i funktionen. Dvs. sdg ndgot om derivatan av f(x) + 6 (x). 2) Gor
motsvarande for integralen, | f (f(x)+6(x))dx.

Losning:

1) Derivatan av en funktion behover inte vara begrinsad dven om funktionen &r
det. Tag t.ex. 6 (x) = € cos(wx). Funktionen &r tydligen begriinsad, men derivatan
kan vara godtyckligt stor om vi viljer ett stort @ (hog frekvensen medfor stor
derivata):
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(f()+8() = f' ()] =1f(x) +8"(x) = f ()]

= |(ecos(wx).| = |we(—sinwx)|.

En liten storning av f kan alltsa dndra derivatan godtyckligt mycket.
2) Detta giller inte integralen. Vi har ju:

/ab5(x) dx

€ . b
= ’6s1n(a)x)|a

b
/ ecos(mx) dx

a

[+ a0y e [ ) as

— ‘%(sin(mb) — sin(wa))\
sa att

Jim g(sin(a)b) —sin(wa))’ —0.

7. Studera hur kinslig 16sningen, x, dr for storningar i den reella parametern ¢, da:

o= Lo)

Vi kan ténka oss detta som en funktion ocksa, nimligen den som avbildar ¢ pa x,
s& en funktion fran R till R?. Man kan utnyttja derivator for att studera problemet,
men man kan ju dven 16sa ut x som funktion av a : x = x(et). For vilka a &r x
kénslig for fordndringar i o ?

Losning:

Vi kan beriikna x explicit genom x = A~!b forutsatt att inversen existerar, dvs. da
|| # 1. Berikning av A~

1 1 1 —«
_1— T:
= = g | e L

e i I

Om || = 1 kommer sma variationer i & att ge upphov till stora forandringar i x.
Lat, t.ex. o« = 1 — € da blir x

le—;az. [—106] :ﬁ. {—(11—8)] %% {_11}

Sma variationer i € ger upphov till stora variationer i x. Berikningen av x dr
séledes illakonditionerad da |ot| ~ 1.
8. Upprepa ovanstdende dé vi har tvd parametrar, ¢« och 3:

A
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Losning:

Vi kan beriikna x explicit genom x = A~!b forutsatt att inversen existerar, dvs. da

o] # (B

x(a,B) = az%ﬁz [_a[s _aﬁ] m - o@%ﬁz {—aﬁ}

som &r kinslig for storningar da |o| = |B].

9. Vi vill I6sa ekvationen x*> +ax+b = 0 da vi vet att @ och b bida #r posi-
tiva och dér a ar mycket storre dn b, a >> b. Den matematiska formeln inte
fungerar tillfredsstdllande nédr vi ridknar med avrundningsfel. Visa att rotterna
ar vilkonditionerade genom att uppskatta konditionstalen med formeln som vi
hirledde pa foreldsning 1 (det finns en stor rot (mycket negativ) och en liten (néra
noll)). Visa att den stora roten gar bra att berikna med standardformeln, men att
det blir problem med den lilla. Forsok att hitta en bra algoritm f6r den lilla roten.
Taylorutveckling &r, som oftast, ett anvindbart redskap i detta sammanhang.

Losning:

Lat oss kalla den stora (negativa) roten R och den lilla, nira noll, r. Standard-
formeln och Taylorutveckling ger:

a a? a 4b a 20 2%
R=-2 \JC p- 2 12 =827 s

2 V3 2| a2] 2{ 2 } “
_a J@ o al o 4b) el 20 27 1 b
=73 4 2 a2l 2| & & 17

Vi kan uppskatta konditionstalen enligt formeln som vi hirledde pa foreldsning
1 (a >> b):

_la|+|p/R| _a+bja _

krp = R 1
R [R—r| a ’
la|+|b/r] _a+b/(b/a)
kr: ~ %2.
R —r| a

Nir vi berdknar r = —5 + 4/ % — b kommer att fa utskiftning av b. I det mest

extrema fallet kommer inte b alls med och approximationen blir noll. Hur skall
vi berdkna r? Ett siitt dr att anvdnda utvecklingen ovan:

b B

Ett standardtrick &r att forlinga med konjugatet,
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Ytterligare ett sitt, dr att gora en transformation sa att r blir en dominant rot i det
transformerade problemet. Sitt y = 1 /x (sd att » — 1/r). Ekvationen x> +ax+b =
0 6vergér da till y? 4 (a/b)y+ 1/b = 0. Om vi anvinder standardformeln far vi
for den sokta roten:

r 2 Va2 b

Lat f(x) = (e —1)/x. Vivetatt f(x) — 1 dax — 0.
a) Bevisa detta genom att berikna f(lO’k),k =1,...,16.
b) Ge kommandot i MATLAB:

help expml

Losning:

Lat oss studera trunkeringsfelet. Dvs. vad &r skillnaden mellan grénsvirdet 1 och
f(x) = (" —1)/x for x = 0. Taylorutveckling F(x) = F(xo) + F'(xo) (x — xo) +
F"(x0)(x —x0)%/2+ ... for F(x) = e* och xg = 0 ger:

S I RS x
= L3 =l4+—+=+..
X X 2! 3!

Sa trunkeringsfelet dr ungefir % for sma x.

Nu till avrundningsfelet. Vi antar att fI1(e*) = ¢*(1+¢€) med |&| < &pqen. DA giiller

S | X

+£1ex} (1+&)(1+&)

X X

ﬂ{e"—l] (1+e)—1

= (1+&)(1+8&)= {e

Avrundningsfelet dr:

r—1 e&—1 1
‘fl |:e :| - ‘ < |:2+:| Emach-
X X |x]

Notera att |x| i nimnaren! &4, ~ 1.11-107'° i dubbel precision.
b) Ge kommandot help expmI i MATLAB:

help expml

expml Compute EXP (X)-1 accurately.
expml (X) computes EXP (X)-1, compensating for the

roundoff in EXP (X).
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For small real X, expml (X) should be approximately X, whereas the
computed value of EXP (X)-1 can be zero or have high relative error.

11. Vi vill approximera f(x) med differenskvoten, (f(x+h) — f(x))/h. Vad ir ett
lampligt vérde for h?

Losning:

Diskretiseringsfelet erhélles via Taylorutveckling:

fath) —f(x) _ f@)+hf'(x) +Rf"(x)/2+ ... — f(x)

h h
= 70+ 5 ")+ -

Om vi antar att | f”(x)| < M da trunkeringsfel 4r begrinsad med .

Nir vi uppskattar avrundningsfelet antar vi (for att forenkla) att x + A berdknas
exakt (se dock nedan). Dessutom antar vi att f1(f(x)) = f(x) (14 &), |&| < Enach
(vilket kan vara orealistiskt om f dr en komplicerad funktion).

Jl [f(Hh;f(x)] = f(Hh)(lJrgl});f(x)(l+82>(1+83)(1+84)
SR ) fe e fes
Antar vi dessutom att f(x) ~ f(x+h) far vi uppskattningen:
[ fee=t] et |9,

Det totala felet e;,;,; far vi om vi adderar de tva felen:
£ Mh
h

2
<~

diskretiseringsfelet

Cotal < 6€pach +

avrundningsfelet

Tar vi |h| for litet dominerar avrundningsfelet och om vi tar ett for stort |A]
dominerar diskretiseringsfelet.
12. Berikna diskretiseringsfelet for approximationen f/(x) = (f(x+h) — f(x—h))/(2h).

Losning:

Approximativt virde (Taylor’s theorem):
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f// (x)hz f’”(Q)hS

(5) S 1) = £+ f () T+
(+) f(x—h) = f(x) *f/(x)th f”(le)lﬂ - f”’(3Q!)h3.
() — (%)
f///(Q) ;

flx+n)—f(x—h)=2f(x)h+2 3 n,

2f' (x)h = f(x+h)— f(x 2 w3,

som kan skrivas om

, flx+h)—flx—h) 2f"(Q)h’
fix)= 2h TV

Trunkeringsfel €:

2" fx+h)—flx—h)
E= 3 2h AL

Lat M < |f"(Q)], da trunkeringsfel, eller diskretiseringsfel, € dr begrinsad med

8<Mh2
—



