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a) Visa att matrisen A ir singuldr.

110
A=|121
132

b) Hur ménga I6sningar har systemet Ax = [2,4,6]7?
Losning: a) A[1,—1,1]7 =0 — det(A) = 0.
b) In Matlab:

>> b/A
Warning: Matrix is singular to working precision.
ans =

NaN Inf -Inf

. Berikna A~! d&

100
A=|1-10
1-21

Losning:

Inversen berdknas normalt med LU-faktorisering. Beteckna inversen med X,
s.a. AX = I. Kolonnvis far vi Ax; = ey, didr x; och e &r kolonn k i X resp.
I. Vi har n linjdra ekvationssystem att 16sa. A dr trianguldr vilket forenklar
16sningsprocessen. Vi kan i detta specialfall berikna inversen med tre framat
substitutioner.

Problemet kan dven 10sas via ansats. En triangulér matris har en triangulir invers
(om den existerar) s.a. (A_l)k’k = 1/ay k. Ansatsen ger

100 100][100
I=|010|=|a—-10||1-10
001 By 1||1-21

X A

vilket ger systemet (visa !)

a—1=0
B+y+1=0
—y—2=0

vilket ger & = B =1 och y= —2.
A ir kvadratisk med A> = 0 Visa att A 4r singulr.
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Losning:

0 = det(A?) = (detA)* = detA = 0.
4. Antag att A,B € R Visa att: a) (AB)T = BT AT samtb) (AB) ™! =B~ 'A~! (nir
A och B ir ickesingulira).

Losning:

a) Vi visar istillet (ATB)T = BT A. Detta #r ekvivalent med det som efterfragas
om vi tar C = AT, Partitionera matriserna kolonnvis A = [ay,...,a,] och B =
b, ... ba]. Vi fir A”B =

alT alTbl alsz alTbn

a’ ay’by a"by -+ a’by
[b1 by - bn] =

anT anTbl ansz anTb,,

Transponatet av ovanstaende blir

alTbl aszl anTbl blTal blTaz blTan
T T T T T T

a;'bz ay by -+ ax' by by a; by ay --- by a,

alTbn aszn -+ ap’ by bnTal bnTaZ bnTan

vilket ir lika med BT A. Likheten ovan foljer av att x” y = y” x.
b) Det enklaste sittet dr att multiplicera ihop matriserna och se att vi far enhets-
matrisen:

(AB)(B~'A™hY=ABB HA '=A1A"'=4A"" =1

Multiplikationen fran andra hallet foljer analogt.
5. A dr ickesingulir. Visa att (A~1)T = (AT)~! Vi skriver dérfor A7 .

Losning:
Vi visar forst att inversen &r entydig. Om C éar ickesinguldr och CX =1, CY =1

foljer C(X —Y) =0, men C ér ickesinguldr sa X —Y = 0.

Vidare ér AT (AT)~! =T men det giller ivenatt | =A~'A = (A~1A)T =AT (A~ 1)T.
Det foljer att (A~1)T = (AT)~1.
6. Beskriv, i punktform, hur man loser systemet

FAINEH]
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Ly och L, dr undertrianguldra ickesingulidra matriser. Vektorerna har partitioner-
ats sa att de passar ihop med blocken i matrisen.

Losning:
Systemet &r ekvivalent med

Lix=Db
Bx+Ly=c

Algoritm: Los Lix = b, bilda t = ¢ — Bx och 16s slutligen Lyy = t.
. a) Berdkna LU-faktoriseringen av matrisen nedan. b) Nér dr matrisen singulér?

<)

Losning:

A La| _ |60 | fuiywn | _ {unbyy G
cb Oy lyn| |0 ux Ooyury boy -uin+Lloy-us |
—— ——
L U

Oy = 1, 0uip = a,borury = ¢, 0oy -un +£op - o = b,y = € = 1.

101 a
A= L 1} {O b—ca}
Singulédr om b = ca.

. Visa att en symmetrisk och positivt definit matris A har: a) positiva diagonalele-
ment; b) “stor diagonal”, a; j +ay x> 2|a;x|; c) det till beloppet storsta elementet
pé diagonalen; d) har positiva diagonalelement, i D, i LDL” faktoriseringen.

Losning:

Definition: x” Ax > 0,Vx # 0.
a) Tag x = ey, e Aey = ayy.
b) Med 0 = —sign(a;j) och x =e; + oe fas

aj,j+ ik
2

xTAx = ajj+20a;j+ag,>0= > laj

©) laj| <

ajj+akk
7”2 — < max(aj,;,akr)
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10.

11.

d) Eftersom A #r positivt definit kan man visa att LDLT -faktoriseringen alltid
existerar (dvs. inget pivotelement kan bli noll). L &r alltsa ickesingulér och vi kan
tax = L~ Te (e dr kolonn k i ). x kan inte vara noll (varf6r?) och vi far

0<x'Ax=[L Te,)"LDLT [L™"¢\] = €] Dey = dix

Visa att matrisen nedan saknar LU-faktoriseringen:
01
10
Losning:

GOr ansatsen
llu1 =0
110 uyuy | 01 - llu2:1,
bl 0 usz 10 bu; =1
bur +l3u3 =0

lijuy = 0= [ =0 eller u; = 0, men dé kan inte [yup = 1 och Lu; = 1.
Anvind Choleskyfaktorisering for att avgora for vilka o féljande matris 4r posi-

tivt definit.
al
a=[12]

Losning:

Vi behdver antaga o £ 0 for forsta steget i Gausseleminationen:

[O‘ 1] _ [511 0 } [511 521] _ V%ﬁ by - Loy
12 [laln]| [0 o] g .02 4102
N , 21 115 5] + 45,

L LT

=A=LLT,

_[va o
T /Va2—-1]a

For att kunna dra roten ur diagonalen maste o >0 och 2—1/c > 0. Alltsd ¢ >

1/2.

u,v € R”. Nir existerar (/ —uv’)~!? Bestim inversen nir sa ir fallet (Den har

nistan samma form som matrisen sjalv).

Losning:
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a) Om matrisen ir singuldr existerar x # 0 s att (I —uav’ )x = 0 dvs. x =u(v'x),
dvs. x méste vara parallell med u. Tag x = u. Detta ger u = u(v’ u) dvs. v/u = 1.
Om v'u # 1 4r matrisen ickesingulir.

(I—uv')(I—ouv’) =I—cuv’ —uv! +uv’ cuv’ =7 —uv’ (1 +6 —ov'u)

Detta ir enhetsmatrisen om ¢ = 1/(v'u—1) och viu # 1.
Visaatt || - ||, p = 1,2, 0 verkligen ér vektornormer.

Losning:

p=1:

D [[x]li =XF_ [x] > 0omx #0.

2) [lyx[lr = X [vxel = [ X3 el = [71]Ix]h

3) [lx+ylle =X b+ yil < X (el + yel) = X el + X1 el =[xl + [ly[]s
p=2

1) och 2) enkla, visar tredje villkoret.

Ix+yl3=x+y) (x+y) =x"x+2x"y+y"y
< |Ix[[3 +211xll2llyll2 + [I¥113 = (Ix]]2+ [l¥]2)*

p = 00
1) och 2) enkla, visar tredje villkoret.

I+ = max b+l < (b 34]) < ma ]+ ma
= [[Xlle + Iyl

Visaatt || - ||, p = 1,0 verkligen &r matrisnormer.

Losning:

p=1

1) [|Alli = max; Y, |a; ;| sd om A # O finns nagot a; ; 7 0 varfor ||A[[; > 0.

2) [|YAlly = max; ¥, [va; j| = max; ¥, [Vl]ai j| = [yl max; ¥, |ai ;| = |VI[|A]]1

3) A+ Bl = max; ¥ |ai j + bij| < max; Yi(laij| + [bij]) < max;Yilai ;[ +

max; ¥ b j| = [|All1 + Bl

Nu till submultiplikativiteten. Vi visar ||Ax||; < [|A]|1||x||; forst. Det foljer fran
definitionen av normen

A
4]l = max J2x]s
o Tl

att [|Al|; > ||Ax||1 /||x||;- Nu till |[AB]|;. Antag att max antas for kolonn & i B:

[ABI|y = [|Abg[[r < [|A[li[[be]ls < [[All1]IBl]:

p = oo kan visas analogt. Ett trick ir att [|AT ||} = ||A]|-.
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14.

15.

16.

17.

Visa att ||x|[4 = (x”Ax)!/? definierar en vektornorm (elliptisk norm), di A #r
symmetrisk och positivt definit.

Losning:
L4t A = CCT vara Choleskyfaktoriseringen av A. D4 ir
Ixla = (x"A4%)"/? = (x"€C"x)' 2 = ((€"x)" (CT2))'/? = [|CT )2

Vi kan alltsé éterinfora ||x||4 pd tvanormen. Eftersom A dr positivt definit och
dirmed ickesingulr ér dven C ickesingulir, varfor CTx = 0 < x = 0 Vi testar nu
de tre normvillkoren:

1) [[x][a > 0,x# 0ty [|[CTx|[, >00omx#0ty ||| & en norm.

2) ||ox]|a = [|oC"x ]l = |et[[|CT ]} = x| [|%]|a

3) Ix+ ¥l = 7 (x+3) 12 < ICTxll2 + [C7¥ll2 = x4 + Iylla

a) Visa att ||A||max = max; j|a; ;| definierar en matrisnorm, men att den ej dr sub-
multiplikativ. b) Visa att [|A||r = (¥, ; |ai ;|*) 1/2 4r en matrisnorm (Frobeniusnor-
men).

Losning:

a)

1) |A]|max = max;x |ajx| >0 om nagot a;jy # 0.

2) [|YAllmax = max x| ya k| = [y|max;k|a;| = [V][|Al max

3) |A+ Bllmax = max;g|ajx +bji| < max;i(jaji| + [bjx]) < maxjxl|aji| +
max; k |bj.,k| = [|A|max + || Bl[max

Notera att denna norm inte dr submultiplikativ. Tag A = ones (2). Da ir
|[AA||max = 2, men [|A|max = 1.

b) Lét vec(A) vara den vektor som fas om man staplar alla A:s kolonner pa varan-
dra. Vi ser att ||Al|p = |[vec(A)]|2-

D) [|Al|F = ||vec(A)||2 > 0 om nagot a; ; # 0.

2) [1Allr = [ vec(A) [ = [yllvec(A)]l = [7llA]lF

3) [A+Bll = [vec(A-+ B)l|2 = [[vec(A) + vee(B) |2 < [[vee(4) |+ [vee(B) |2 =
IAlle + 1B

Lat D = diag(dy,...,d,) med alla d; # 0. Beriikna k(D) (fér de tre normer vi
anvinder).

Losning:

D~ =diag(1/djy,...,1/d,). For en diagonalmatris giller ||D|| = maxy |d)| (for de
tre normer vi anvinder). S& k(D) = max |d| max |1/dy| = max|d|/ min|dg|.
Beriinka k) (A) som funktion av o dé

i
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Losning:

Om o = 1 sa dr matrisen singuldr och vi séiger att kj(A) = oo. I annat fall giller

la 1 1 —«o
KI(A)_H[II} 1—05{_1 1] 1
————
Al A=y

=max(1+|a,2) -max(1+|e|,2)/]1 — &t

Al A=

Med andra ord, ki (A) =4/|1 — o] om |a| < 1 och (1 + |&|)?/|1 — e| annars.
18. Visa att en positivt definit matris A &r: a) ickesinguldr och att b) inversen 4r posi-
tivt definit.

Losning:

a) Om A #r singulir existerar x # 0 s.a. Ax = 0. Medfor att x” Ax = 0, motsiigelse!

b) Vi kriver inte att A dr symmetrisk utan vet bara att x’ Ax >0 om x # 0. Tag x =
A~y (noteraatt x =0 <y =0). Vifir 0 < x’Ax = (A~ 'y)TA(Aly) =yTA Ty
som #r en skalir sd att vi kan skriva (eftersom (skalir)” #r det samma skalr)
(yTATTy)T =yTATy. Men (yTATy)T =yTA~ly. Alltsa dr 0 <y’ A~ ly.

19. Antag att A = BBT dir B i#r ickesingulir. Visa att A 4r symmetrisk och positivt
definit.

Losning:
Symmetrisk ty AT = (BBT)T = (BT)"BT = BBT = A.
Positivt definit ty x” Ax = x” BBTx = (BTx)"B"x = ||B"x||3 > 0 om x # 0.

20. Antag att B nedan, av ordning n + 1, dr symmetrisk och positivt definit, & dr en
skaldr, a en kolonnvektor om n element, och A en kvadratisk matris av ordning 7.

T
aa
o= [5%]
a) Visa att o¢ > 0 och att A &r positivt definit.
b) Berikna Choleskyfaktoriseringen av B i termen av o, a och A.
Losning:

a)x'Bx>0omx#0.Tagx=e; #0. Ger 0 < el Be; = ¢! [a,a”]" = . Tag nu
x! = [0,y] med godtyckligt y # 0. Detta medfcr att
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T
0<x'Bx=[0,y"] {Z ?4 } {O} =yl Ay.
—_——
_[a"y
“[ay

b) Gor ansatsen (L matris, z vektor, och A skalir):

aall] [20][Azl] [A? AzT
aA| |zL||0LT|  |Azzt +LLT
HL,_/H,_/
LT

vilket medfor A = \/a,z=a/y/a och LLT =A —zz" = A —aa’ /a.
21. Antag att A € R”*" har rang n. Visa att AT A ir positivt definit.

Losning:
Vi kollar:
(AT A)x = (Ax)" (Ax) = ||Ax|[3

Det sista uttrycket kan inte vara negativt (det dr ju en norm). Sa fragan ar om det
kan vara noll dven om x # 0.

[|Ax|l,=0—Ax=0

vilket inte kan intriffa eftersom A har full kolonnrang enligt forutsittningarna.
22. Antag att A € R™*" dr bade ortogonal och triangulér.

e a) Visa att A dr diagonal.
e b) Vilka diagonalelement har A?

Losning:

e a) Antag att A dr reell och undertriangulir. Eftersom A dessutom ar ortogonal
giller att AAT = I. Innerprodukterna mellan forsta raden i A och kolonnerna i
AT blir

ap1-ain,ayl -az1,a1,1a3,---,a1,1 dl

eftersom forsta raden i A endast innehaller ett element skilt fran noll (ndmligen
ai,1). Men eftersom forsta raden i enhetsmatrisen har nollor utom i forsta po-
sitionen maste

ay|=4as]=...dp1 = 0.

Vi kan nu utnyttja induktion och upprepa resonemanget for andra kolonnen i
A osv.
e b) Det maste gilla att a%lk =lsdattag, ==£1.

For n = 2 har vi:
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I— 10 _lan 0 a a2 | a%l ajany o a%l 0 o +1 0

101 |az an 0 axn| |anan a%1+a%2 ) a%z 10 +£1
Antag att den partitionerade matrisen nedan ir ortogonal (A och C dr kvadratiska).
Visa att A och C maste vara ortogonala och att B = 0.

AB
0cC
Losning:

Detta dr en form av generalisering av foregaende 6vning. Vi kollar:

107 [AB]"[AB] [AT 0|[AB] _[ATA A"B | [I0
o1 (oc| |oc| |BIcT||oc| |BTAB'B+CTc| |01
Detta innebir att ATA = I, si att A 4r ortogonal. A” B = 0 skall vara nollmatrisen

vilket, eftersom A dr ortogonal och didrmed ickesinguldr, medfor att B = 0. Detta
medfor slutligen att C ir ortogonal, ty BB+ CTC =1I.



