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Larisa Beilina, e-mail: larisa.beilina@chalmers.se
Vi vill 16sa minstakvadratproblemet

min ||Ax — b||3
X

da A har ortogonala kolumner (a]Tak =0da j # k). Hur forenklar denna egenskap
hos A 16sandet av problemet?

Losning:

Om A har ortogonala kolonner s &r ATA = D, diir D = diag(al ay,al as, ...,al ay).
Antag att ingen kolonn har ldngden noll, da &r matrisen D ickesinguldr med invers
D! =diag(1/||a1|3,1/||az||3, -, 1/||ax||3). Losningen till minstakvadratprob-
lemet kan skrivas (normalekvationerna) x = (ATA)_IATb (ty om A har ortogo-
nala kolonner och inga nollkolonner sa maste den ha full kolonnrang. Varfor?)
S&, x =D~ 'ATb eller x; = al b/||ax||3.

. Vi vill anpassa métpunkter (7, Ni) (alla N; > 0) till funktionen

N(t) = Noexp .

Gor en lamplig omskriving av problemet s att parametrarna, No och A, i mod-
ellen kan bestimmas med hjilp av ett (linjédrt) minstakvadratproblem.

Losning:

Problemet ir att Ny och A ej ingér linjirt i modellen varfor vi inte kan anvinda
min, ||Ax — b||3 direkt. Idé: logaritmera

logN(t) = logNy — At.

X1 = 10gN0,.X2 = ),J] = 10gN([), da

b = x| — xpt.
Da far vi
2
1 —1 logN(t1)
) 1 —n |:X1:| IOgN(l‘z)
min . — .
x Do X2 :
1 —t, logN(tm) | ||,

Nir x #r beriiknad sitter vi Ny = €*! och A = x,.

. Givet mitpunkterna

(tr,bx) = (—n,0),(—=(n—1),0),...,(—1,0),(0,1),(1,0),(2,0),..., (n,0)

anpassa en rit linje till punkterna i tvanorm. (Alla by-vérden dr O forutom da
t =0nédr by =1.)
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Losning:

En rit linje har ekvation: f(¢) = xj 4 x2¢. A och b har 2n+ 1 rader och ser ut som:

(1 —n 1 0
1 —(n—1) 0
A=|1-1 b=10
10 1
| 1n ] 1 0|

Pa rad n+ 1 star 1 i vektor b. Vi noterar att vi kan utnyttja foregdende uppgift
eftersom A har ortogonala kolonner.
Losningen blir alltsa

. T 14T 2n+ 1 0 1 . m

X=ARA) AT =0 g et )fs| o] T o]
Den rita linjen ges alltsd av f(r) =x; +xot =1/(2n+1) +0-1 eller f(r) =
1/(2n+ 1) (konstant oberoende av 7).

4. Antag att x och y 16ser problemen

min ||Ax — b||3 resp. min (A4 E)y—b|3
x y

y dr alltsa 16sningen till ett stort problem. Studera minstakvadratproblemet min, ||Ax—
b||? ur storningssynpunkt da

10 b
A=106|,0<d<<1,b=|by|,b3#0
00 b3
och da vi stor A med E
00
E=]100],0<e<<d<< 1.
0e

Losning:

Vi siitter upp normalekvationerna A” Ax = AT b och far
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AAX_[O52 = sp, —x=(ATA)'ATb = by/8
~—— S~——
ATA ATp

Vi siitter nu upp normalekvationerna for det storda problemet, dvs. (A +E)7 (A +
E)y=(A+E)7b.

T _|1 0 _ T, _ b

b b
Oby+ebs ~ Oby+ebs
52+82 52

y=A+E)(A+E) "A+E)"b=

e [0] 0
yorm g | o] = IElBW | ]

med ky(A) = |[AT| - ||A|| = % eftersom

_ 100
sl = la”a) a1 = ||

01/8 o] H:1/5;IIAII=1.

5. Vi har modellen ¢ ~ b och vill bestimma «. Formulera ett ickelinjirt och ett
linjédrt minstakvadratproblem. Los problemen exakt da antalet observationer &r
m=2ochdirs =1,/ =2 samt b, = 1 /2. (Den optimala l6sningen beror alltsa
av b1 )

Losning:
Ickelinjért minstakvadratproblem:
: ot 112

min lle bl3

Linjart minstakvadratproblem:
min ot — log(b) 3
For antalet observationer m = 2: Ickelinjart minstakvadratproblem:
min(e® —by)? + (%2 — by)?
o

Linjéart minstakvadratproblem:

mO%n(Ottl —log(by ))2 +(arn — 10g(b2))2
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Forst for antalet observationer m = 2 vi I"oser ickelinjdrt minstakvadratproblem.
Vi vill 16sa:
(™ =b1)* + (e —b2)*)g = 0

och deriverar ickelinjdrt minstakvadratproblem:
(€% —by)? + (€2 — by)?),, = 211€%1 (e — by) + 202e™2 (¥ — by).
Dat; = 1,1 =2 och by = 1/2 vi far ekvationen:
0=e%(e* —by) +2e% (e —1/2) = &% — b1e® +2e** — 2% = 26** — by e?.
och 2¢** = by e®, logaritmerar med log, :
log(2) +4a =log(b)) + a,

4a — o =log(b1) —log(2),

o log(bl);log(Z)

Nu for antalet observationer m = 2 vi loser linjdrt minstakvadratproblem. Vi vill
l6sa:

(a1 —log(b1))* + (a2 —log(h2))*)g, = 0
och deriverar linjdrt minstakvadratproblem:
((aur —log(b1))* + (a1 —log(b2))? ) = 211 (att1 —log(b1)) + 202 (attr —log(b2))
Dét = 1,1 =2 och by = 1/2: vi far ekvationen:
0=a—log(h1)+22a—1log(hy)) =5a— (log(b1) +2log(hs))
och 5a =log(b;) +2log(bs),

o — log(bl) +210g(b2) . log(bl) +210g(b2)
B 5 B 5




