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Man kan hirleda Newtons metod med hjilp av Taylors formel. Vi stéar i punkten
x; och soker en korrektion, &, sd att f(x; 4+ h) = 0. Gor en Taylorutveckling och
ta bara med upp till forsta ordningens termer i 4.

Losning:
Taylors formel:

F(x) = f(x0) + £ (x0) (x —x0) + £ (x0) (x —x0)* /2 + ...

0= f(x) = f(x0) + f'(x0) (x — xo)

eller i iterativt form for x = x;, + A,

0= flu+h) = ) +hf ()

h —f(x)/f ()

vilket ger nésta punkt

Xyt =X — f () /f (xk),

eller Newtons metod.

. Uppskatta |x* — | da f(x) = x* —2x —5 och £ = 2.1 for problemet f(x) = 0.

Losning:

Residualen #r f(£) = # — 2% — 5 =0.061 > 0. Eftersom f(2) =2° -2.2 5=
—1 < 0 finns minst en rot i intervallet (2,2.1). Vi noterar att f/(x) = 3x*> -2 >0
om x > 4/2/3 ~ 0.82. Detta innebir att funktionen &r stringt vixande vid (det
enda) nollstillet och att x* < £. Vi har visat att |x* — | < |f(£|/M déir M é&r en
undre begrinsning av |f’(x)| i intervallet x(x*, £). Eftersom derivatan ir striingt
vixande och positiv for x € [2,2.1] och eftersom 2 < x* < £ sa gidller att |[x* —£| <
0.061/f7(2.1) = 0.0054319. For att sammanfatta: 2.1 — 0.0054319 = 2.0946 <
x* < 2.1 Taylors formel ér:

0= f(x) ~ f(x0) + f'(x0) (x —x0)
For exakt x* och xog = £ Taylors formel &r:

0=f(x") = f(&) +f (&) - %)
eller for X = 2.1:

X — %] < |F(&)/f ()] = 0.061/f(2.1) = 0.0054319.

. Vi vill uppskatta |x* —£|, da f(x) = x* — 6x?> +9 med £ = 1.7. Notera att /3 ir

en dubbelrot.
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Losning:

Residualen #r f(£) = 0.0121 > 0. Det #r inte mgjligt att f4 ndgon anvindbar
begrinsning av derivatan, f’(x) = 4x> — 12x = 4x- (x> = 3), ty f'(+/3) = 0. Vi
misstinker starkt att v/3 dr en dubbelrot (dvs. f(x*) = f'(x*) = 0). For att fa en
grins pa |x* — £| utnyttjar vi en term till i Taylorutvecklingen och fér:

A\ * A *\ * N * /[ ok ()E_X*)z /! * A
) =fx +§L)—w+(x—x )W) +=———f7(S), §€(.%).
0 0

OmM < |f"(&),€ e (£,x*) giller att

I 2|f(%)]

Ay
Vi vill uppskatta |x* — £[, da f(x) = x* —6x> +9 med £ = 1.7.
Vi ser att f”(x) = (x* —6x> +9)” = 12(x* — 1) som ir viixande i en omgivning
kring roten v/3. Vi noterar att f(x) uppfor sig som en parabel i en omgivning av
roten. Eftersom f7(£) = f/(1.7) = —0.748 < 0 ligger £ till viinster om x*. Alltsd
kan vi ta M = f”() och far:

‘ A

< JA6)

3-1072
“\ e <33-10

For att sammanfatta:
1.7<x*<1.7+433-1072.

4. Sitt upp Newtons metod for problemet x> = 1 och visa att metoden aldrig kon-
vergerar om x” = ai, o # 0 € R. (Vi studerar komplexa x; med andra ord). Visa
slutligen att metoden konvergerar for alla reella xy # 0O (svarare).

Losning:
Newtons metod &r:
Xt = X — f () [ f ()
Vihar: f(x) =x>—1=0, f(xx) = x7 — 1, f/(xx) = 2x¢, Newtons metod:
x% -1 x,% +1
2xk N Zxk

X1 = Xp — :(xk—|—1/xk)/2.

Om x;, dr rent imaginért x;, = o sa géller

Xep1 = (e +1/x) /2 = (ai+1/ai) /2= (ai+i/oi-i)/2

44
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som ocksa &r rent imaginért. S& om nagot x; ir rent imaginért sa kommer ocksa
alla efterfoljande virden att vara det (enda undantaget 4r om nagot x; = 0 i vilket
fall x; 1 inte existerar). Fixpunkterna: x* = f(x*):

X'=x"4+1/x%)/2,

()’ +1
x*

2(x* ) — (x*)2—1=0; (x*)2—1=0;x" = 1.

W =X+ 1 /x5 20 =

7

Eftersom fixpunkterna dr +1 och reella (och inte dr rent imaginéra) sa far vi ingen
konvergens.
5. Sétt upp Newtons metod for foljande problem:
a) x> —2x—5=0.
b)e ™ =nx.
¢) xsinx = 1.
Losning:

Newtons metod &r for att 1osa f(x) = 0:

X1 = x— () /f (3.
a) f(x) =x* —2x—5, f'(x) = 3x* — 2. Newtons metod:

x,3( —2x—5
Xirl =Xk — — 55~
3x; -2
6 \- T 20 T T T T T T T
15
? < 10

function x °-2x-5.
function x - 2x - 5=

1 2 3 4 5 6 7 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3
iteration X

a) Konvergens b) Exakt funktion f(x) =x> —2x—5=0

Fig. 1 Newtons metod for f(x) = x> —2x—5=0med xg = 1.5,t0l = 10713,

b)e ™ =nx.
Newtons metod ir for att 16sa f(x) = 0:
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X1 = X — f(0) /f ().

fx)=e"* —x,f’(x) = —e " — 1. Newtons metod:

ek —xy
Xjyp] =X — ———.
=M T
7
.
3
2
- °
b ol
. g
5 50
= |
2
-1.4 -3
1 2 3 4 5 6 -1 -05 0 0.5 1 15 2 25 3
iteration X
a) Konvergens b) Exakt funktion f(x) =e ¥ —x=0

Fig. 2 Newtons metod for f(x) = ¢ —x =0 med xg = 1.5,t0l = 10715

¢) xsinx = 1.
Newtons metod ir for att 16sa f(x) = 0:

X1 = x— () /f (x).-
f(x) =xsinx— 1, f(x) = sinx+ xcos x. Newtons metod:

Xk sinxk —1

Xl =X — V0.
+ SIN Xy + Xg COS Xk

6. Newtons metod anvénds ibland for att implementera kvadratrotsfunktionen. Vi
vill berdkna ,/y, sitt upp Newtons metod f6r problemet.

Losning:
Newtons metod ir for att 16sa f(x) = 0:
X1 = x— () /f (3.

Vihar: x = /3, hir x ér okint, dd x?> =y och vikan ta f(x) = x> —y = 0. Newtons
metod for att 16sa f(x) = x> —y =0:
X2 —y

Zxk '

X1 = Xk —
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05 1

04 —6— solution:1.1142 (x)

03

=0

0.2

function x sin(x) -1

01

function x sin(x) -1 = 0

1 15 2 25 3 35 4 45 5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3
iteration X

a) Konvergens b) Funktion f(x) = xsinx—1=0

Fig. 3 Newtons metod for f(x) = xsinx —1 = 0 med xo = 1.5,t0l = 10715,

7. Aven division, 1/y, kan implementeras med hjilp av Newtons metod. Formulera
en lamplig ekvation och sitt sedan upp Newtons metod (som givetvis inte far
innehalla nagon division) for ekvationen.

Losning:
Newtons metod ir for att 16sa f(x) = 0:
Xt = X6 — f ) [ f ()

Vi har: x = 1/y, hir x &r okint, d& 1/x =y och vi kan ta f(x) =1/x—y=0.
Newtons metod for att 16sa f(x) =1/x—y=0:

1/xe—y
(—x?)

=+ (1= yoe) /) (0)® = ;e + (1 — yocg ) = e+ x — yxg

X1 = X — = xe+ (1/x— ) (x)?

= 2x; —yx,% = x (2 — yxp).

8. Vi vill 16sa ekvationen x> — y = 0 givet y och studerar dirfor fixpunktsiterationer,
Xyt = g(xk).
a) Ar g(x) = y+ x — x? respektive g»(x) = 1 +x —x?/y lokalt konvergenta
metoder om y = 3?
b) Hur ser den g(x) ut som svarar mot Newtons metod?

Losning:

a) Om vill 16sa ekvationen x> —y = 0, dd x> = y och x = , /y.

Nir g1 (x) = y+x—x? har vi: g} (x) = 1 — 2x eller for x = /3 har vi: g} (,/y) =
1-2,/5.0my=3dag|(v3)=1-2v3,g|(v3)|=|1 —2v/3|~2.5> 1 och
metoden x; 1 = g1 (x) &r ej konvergent.
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For funktionen g>(x) = 1+x—x?/y har vi gh(x) = 1 —2x/y eller for x = ,/y

har vi: g5(\/y) =1-2,/5/y=1-2//5.Omy=3da g)(v3)=1-2/V3~

0.15 < 1 och metoden x| = g»(x;) dr konvergent. Fixpunkt: for exakt x* vi ska
16sa g2(x) : x* = go(x*) eller g2(/y) = 1 +/y—y/y = /3. Vi kan skriva om den
ekvation som x* = g (x*) for x* = | /y , alltsd x* = /y ér fixpunkt.

b) Hur ser den g(x) ut som svarar mot Newtons metod ?

Newtons metod ir:

Xt = X — f () [ f ()
Nu har vi: f(x) = x?> —y =0, f'(x) = 2x. Newtons metod &r:

-y x Y

X1 = X — 2 5 ZTCk
—_——
8(x)
Séig(x)zg—k%xochg'(x):I/Z—ﬁ.Fbrx:\/yharvi:g’z(\ﬁ):1/2—2%:

52—y
2)(/(
Fixpunkt: for exakt x* vi ska 16sa g»(x) : x* = g(x*) eller

0 < 1 och metoden x;. 1 = x; —

ar konvegrent.

S
Yo T
For x* = | /y har vi:
VAR SV NNRVA N
ﬁ_2+2ﬁ_2+2_ﬁ
och x* = /y ir fixpunkt.
9. Formulera Newtons metod for foljande tva problem:
a)
X +x3—1=0,
x% —x=0.
b)
x% —|—x1x3 —-9=0,
3x%xz —x% —4=0.
Losning:
Newtons metod for system &r:
X =% —J(f (o) ™) f (), M

var J(f(x;) ") 4r inversa Jacobianen.
a) For problem
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Xt —1=0,
x% —x=0.

har vi for f = (f1, f>)7
S1(x1,x2) :x%—i—x% —-1=0,
f(x1,x) = x% —x,=0.

Newtons metod (1) blir da

5]

b) For problem

x% —|—x1x% -9=0,

3)(%)(2 —x% —4=0.
har vi for f = (f1, )7

filxr,x) =xf +x105 -9 =0,
{fz(xl,xz) =3xfn —x5 —4=0.

Newtons metod (1) for x = (x,x2)7 blir d&

x’é“ o x’é
2+ () 32T )2 k()P 9
EEEERECEE S RREE

10. Tag ett steg av Newtons metod for problemet:

x% —x% =0,
2)61)62 =1.

Losning:
2
—2=0
For system - "2 har vi for f = (fi.2)"
2)(1)62 =1.

filx,x) =x7 —x3 =0,
fz(xl ,XQ) =2x1xp—1=0.
Newtons metod (1) for x = (x,x;)7 blir d&

[x"“} _ m - Px’f —z)ﬂl {W— <x§>2}

1
xé“ xlg 2x§ Zfo 2x’1‘x§ —1

For x = (0,1)” Newtons metod &r:
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11.

12.

13.

A o] Jo-2]'[-1]_T[o] [-1/2] _[1/2
o1 2 0 1] |1 —1/2| 172"
Givet en lokalt konvergent fixpunktsiteration, x;, 1 = g(x). Ge en bevis-skiss for
att vi far linjédr konvergens om g’ (x*) # 0.

Losning:

Fran Taylors formel for 6 € (x*,x;)

X1 —x = | g(x) +£' () (xx —x*) | —x*
—~—

x*
=2 (0) (% —x"), O € (x",xz)
£0
sa att
X1 — x|
Te—x] = |g'(6x].

Om g ér tillrdckligt sndll kommer g’ (%) < C < o dd k — oo vi har minst linjr
konvergens som konvergerar mot g’ (x*) # 0.

Givet en lokalt konvergent fixpunktsiteration, x4 1 = g(x). Ge en bevis-skiss for
att vi far kvadratisk konvergens om g’(x*) = 0.

Losning:

Fran Taylors formel for @ € (x*,x;)

* * * * 1 * *
X1 —x" = | g(x") +¢"(x") (o —x )+§g”(@k)(xk—x > —x
~—~—

x*

= ¢ () (w— ) + 58" (O0) ()’
———
0

1 .
= Eg”(@k)(xk —x)?, 6 € (x",x)
sa att

e — x| 18" (O%l)

| — x*|? 2

Om g ir tillrdckligt snéll kommer g”(60;) < C < o dd k — oo vi har minst
kvadratisk konvergens.
Vi studerar Newtons med fix riktning (modifierad Newton):
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14.

15.
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Xier1 = xx — f(x) /d.

a) Vad maste d uppfylla for att metoden skall vara lokalt konvergent? b) Vad
blir, i allminhet, konvergensordningen? c¢) Finns det nagot virde pa d sa att vi
fortfarande far kvadratisk konvergens?

Losning:

a) g(x) =x— f(x)/d,xp+1 = g(xx). x* dren fixpunkt, ty g(x*) =x*— f(x*) /d =x*
och f(x*) =0.

g0 = 1—f/(x)/d.

For konvergensen vi ska ha |g'(x*)| = |1 — f/(x*)/d| < 1. Ett sitt att skriva detta
dr |d — f'(x*)|/|d| < 1, d maste alltsd likna f(x*) i denna relativa mening.

b) Vi kommer normalt att fa linjdr konvergens. Se foregaende Gvning.

¢) Om d = f’(x*) har vi minst kvadratisk konvergens, ty g'(x*) = 1— f'(x*)/d =
0. Se foregaende Gvning.

Vi vill 16sa x> — x — 2 = 0 och studerar foljande fixpunktsiterationer:
a) g1 (x) =x* -2,

b) g2(x) = Vx+2,

©) g3(x) =1+42/x,

&) ga(x) = (2 +2)/ (2~ 1).

Analysera konvergensen mot x = 2.

Losning:

Alla funktionerna har (2, —1) som fixpunkter. Riknar fixpunkter:
a)x =g (x*) = x* = (") -2 = (x)?—x*—-2=0 =X, =2—1;
b)x =) =V 2= () —x" —2=0=x], =2 1;
Ox =g =1+2/x" = (x)2—x"—2=0—x],=(2—-1).
Vi ska analysera konvergensen mot x = 2. Det dterstar att undersdka derivatorna.
a) g =2x,|g}(2)| =2? =4 > 1 -ingen konv.
b) g =1/(2vx+2),|g5(2)| = (1/2)/v/2+2 = 1/4 < 1. Konvergent.
) gy = —2/x%,|g5(2)| = 1/2. Konvergent.
d) |g; (%)= (P +2) (2x—1) = (x2+2)(2x— 1)/ /(2x— 1)> = (2x(2x— 1) —2(x* +
2))/(2x—1)2, s |g}(2)| = 0. Konvergent.
Forsok att hitta sa manga rotter som mojligt till systemet med hjélp av Newtons
metod:
sin(x) +y? +log(z) = 3,

3x+2"-73=0,
¥ 4+y +22 =6.
Losning:

Newtons metod blir:
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4 2
=0~ solution:0.84701
— x?-x-2=0
sl 15
1
ol
° 3
W & 05
St <
%
J - off
zo g
5 505
g H
2-1
-1
2 15
-3 -2
-1 -0.5 0 05 1 15 2 25 3 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
X iteration
- 2
a) exakt f(x) =x"—x—2=0 b) g1

Fig. 4 Ovning 14. Exakt f(x) = x* —x —2 =0 och konvergenshastigheterna for g, med xo =
1.5,t0l = 10713 Vi ser att g dr divergent.

215 2 =
—o—g, konviter.25 =€~ solution:0.84701
o1 9, konv.ter.:48 15
—o—g,, konv.iter.7
;
2,05
9
o 0.5
2 ok N
<
E
3195 5
G -05
g
2
19
-1
1.85 - 15
1.8 -2
0 10 20 30 40 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
iteration iteration
a) konvergens for g2, g3, 84 b) divergense for g

Fig. 5 Ovning 14. Konvergenshastigheterna for g;,i = 2,3,4 med xy = 2.5,70l = 1071, Vi ser att
g1 dr divergent, g» och g3 konvergerar linjért, g4 slutligen &r kvadratiskt konvergent.

xhtl xk cosxk 2y zik
P =1 - 32" 2 =32 | S5
1 Z* 2wk 2k 3(4)?

var

sinx® + (y%)? +logzk — 3

fr= 3kt (Z5)?
()2 + ")+ ()3 -6
0,0 .0

Om man viljer olika startpunkter (x”,y",z") - kan man fa flera olika rotter, testa
i MATLAB !



