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Givet de tre punkterna (—1,2), (0,3) och (1,6), bestim interpolationspolynomet
av grad 2: _

a) med basfunktioner ti'] ,i=1,2,3,j=0,1,2 (Vandermontes form).

b) pa Lagranges form,

¢) pa Newtons form.

Visa slutligen att vi far samma polynom i de tre fallen.

Losning:

a) Med basfunktioner tij , i=1,2,3,j=0,1,2 konstruerar vi Vandermontes ma-
trisen. Ansitt p(¢) = x| + xot + x3¢°

1n 2] [x 1117 [x 2 3
It | |x|=[100]|x|=|3]|=x=|2
15| [x3 111 |x 6 1

S& p(t) =3+2t +12.

b) Polynom pa Langranges form i 3 punkter ér:

(t—0)(t—1) n (t—0)(t—1) n (t—1)(t—1)

-n)n-6) C-n)n-n6 " G-n)s-n)

p(t) =y

I vart fall har vi:
(=0 —1) (= (1)1
(=1-0)(=1-1) ~(0—(=1))(0—-1) (1—(=1))(1-0)

Forenklar vi detta uttryck far vi p(t) = 3 +2¢ +1>.
¢) Polynom pa Newtons form i 3 punkter &r:

pt)=2

pt)=x1+x{—t)+x3(t—1)(t—1)
och i vart fall:
p(t) =x1+x2(t—(=1))+x3(1 = (=1))(r = 0)
Observera:

1 :p(l‘l) =X —|—X2(t1 —t1)+X3(Z‘1 —tl)(l‘] —tz) =X,
v2=pt) =x1+x(t2—t1) +x3(t2 —11) (2 —12) = x1 +x2(t2 — 1),
3=pt3) =x1+x2(3—11) +x3(t3 —11) (13 —12).

Vi far det undertriangulira systemet:
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1 0 0 X1 100 X1 2
1tH—1 0 x| =1110 x| =13
1t5—1 (l3—t1)(t3—t2) X3 122 X3 6

Vi far: x = [2,1,1]7 och interpolationspolynom p& Newtons form ir
pt) =x1+x(t+ 1) +x3(t+ Dt =24 +1))+ @+ 1) =342 +1%

2. Finn p(t) i Newtons form som interpolerar funktionen f(¢) =3 pa 1 <t <4,i
punkter: t; = 1,10 =2,13 = 3,14 = 4.

Losning:
Polynom i Newtons form for 4 punkter ar:
pt)=xi+x(t—n)+x3@—n)t—n)+xat—n)t—n)t—1n).

Polynom som interpolerar funktionen f(¢) = 3 pa 1 <t <4, ipunkter: 1, =
1,tp =2,t3 =3,t4 =4 &r:

pM)=x1+x0—1)+x3(t—1)(t—2)+xs(t — 1)(t —2)(t — 3).

Observera:
=1 =p(t1) =xi+x2(ty —t1) +x3(t1 —11) (1 —12) = x1,
8=1 =p(tr) =x1+x2(—11) +x3(ta —11)(ta —12) = x1 +x2(t — 11),
27 = l‘33 = p(t3) =X +X2(t3 —tl) +X3(t3 —tl)(t3 —tz),
64:2? = p(t4) =X +X2(t47[1)+X3(t47t1)(t47t2) +X4(l47t1)(t47t2)(t47t3)

Vi féar det undertriangulira systemet:

1 0 0 0 X1 1000 X1
1 n—1 0 0 X2 | 1100 X2
1 5—1 (l‘3—l‘1)(l3—t2) 0 X3 11220 X3
1(t4—t1)(4—t1)(t4—t2)(4—2‘])(1‘4—12)(I4—t3) X4 1366 X4

Vi far: x = [1,7,6,1]7 och interpolationspolynom p& Newtons form &r
pt)=x14+x(—1)+x30—1)F—2)+xa(t—1)(t—2)(r—-3) =
1+7(t—1)+6(r—1)t—2)+1(¢—1)(z—2)(t—3).
3. Hur beriknar vi p(t) = 5t — 3¢ + 7t — 2 med hjilp av Horners metod?
Losning:

Horner’s method for p(t) = x| 4 xat + x3t> + x4t> ir:

27
64
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p(t) = x1 +xt +x382 + x> = x; +1(x+1(x3+1x4)).
I vart fall Horners metod &r:
p(t) = =247t =32 +563 = 24 1(7T+1(—3+51)).

. Vi vill interpolera (,yx),k = 1,...,n med n— 1 styckvis kvadratiska polynom
sddana att knutpunkterna sammanfaller med (fy,y;). Hur manga kontinuerliga
derivator kan vi rimligtvis kridva av interpolanten?

Losning:

Delpolynom &r andragradspolynom, och vi kan krdva 1 kontinuerligt derivata
(forstaderivatan ar kontinuerlig).
. Transformera Chebyshevpunkterna

2%—1
()”} k=12, € [~1,1]
2n

fy = —cos [
fran intervalet [—1, 1] till intervalet [a, B].

Losning:

Nir ¢ ligger i ett annat intervall, [, B] far vi gora en linjdr avbilding k7 + b av
Chebyshevpunkterna [—1, 1] till detta intervall [et, B]:

k-(=1)+b=a,
k-1+b=p,

b=a+k,
k-l1+a+k=8,

och fran andra ekvation i systemet ovan har vi

och linjér avbilding av Chebyshevpunkterna till intervall [, B] 4r:

B—a oa+p
et
[7111]

kty +b = (1)
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sa de transformerade Chebyshevpunkterna

2% 1
(2k—l)m )n},kl 2
2n

,2,..,1

= cos[

blir

B—a 2k—1)x] o+p
B cos[ o ]4— )

6. Vi bestdmmer interpolationspolynomet, p,, pa [0, 1] som interpolerar ¢’ i punk-
terna0 =1 <t <...<t, = 1. Visa att oavsett hur vi viljer #;-punkterna (i 6vrigt)
sa giller:

lim max |e' — p,(t)] = 0.
Jim max |e" — pn(t)]

Visa att om vi viljer Chebyshevpunkterna sa giller att:

r_ _¢
0o " = pa(0)] = nl22n—1"
Losning:
Vi vet att -
i
ont) — 1) =L))ot - 1)
N—— ~—~ n:

beriknad  exakt

dir 6 € (1,11,12,...,1,,). Vi vetatt (¢)") = ¢’ och |t — 1| < 1 da

e'(0) e
pu(t) —\e%: o (t—tl)(t—tz)...(t—tn)SH(I—tl)(t—tz)...(t—t,,)SH.
beriiknad ~ XAkt
)

eftersom |t — | < 1.
Observera att det ger oss ett konvergensresultat for varje funktion vars alla deriva-
tor ir begrinsade pa [0,1], sa [ (1) <M,0<r < 1:

. . e €
nlgroloorg?gxl ¢ = (0}l = r}grolo n! 0.
Vi redan vet att Chebyshevpunkterna minimerar [T;_; |¢ — | ndr |¢| < 1 och max-
imala virdet pa |(t —t1)(t —)...(t —t,)| &r dd 1/2"~!. Nu har vi intervallet [0, 1]
och vi far transformera punkterna c; med hjilp av (1) sa att

l‘kack—Fb:ﬁia Ck +ﬂ
2~ 2
[-1.1] 3

_1—0 O+1_Ck+1
= ck+ ST T
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Frin 3) vetviatt ¢, =2t — 1 dét, = % och
n n
cr+1
max t —t;] = max t—
ogzg1kl;[1| d ogrglkl;ll 2
2t —1—cy 4
n |~~~ 1 n 1 ()
C
= max — | = — max c—cp| = —=——.
ogtglkl;ll 2 on —1gc§1kl;11| d 22n—1

Nu anvinder vi (4) i (2) for att fa

lim max | p,(¢) lim max

— = - =
n—=000<t<l N~ \/| n—eo(0<r< 1 nl22n—1

berdknad ~ €¥akt

. En kubisk spline kan skrivas py (1) = axt> 4 bit* + cxt +dy pa intervallet [ty t,_1].
Antag att vi har n stycken ¢-vdrden. Detta ger n — 1 intervall (lika manga poly-
nom), sd antalet obestdmda koefficienter dr 4(n — 1). Hur méanga villkor har vi?

Losning:

Interpolationskravet ger 2(n — 1) villkor (ty varje polynom maste interpolera 2
knutpunkter). Detta ger oss kontinuiteten. Kontinuerlig forstaderivata ger n — 2
villkor (inre punkter) och lika manga for andraderivatan. S& summa for villkor

blir:

2(n—1)4+n—2+n—-2=4n—6.

Eftersom
4n—1) #4n—6
~— ~——
obestimda koeff. villkor

da det innebdr att vi saknar tva villkor som maste bestimmas pa nagot sitt. Hir

ar nagra vanliga tilldggsvillkor (s dr splinefunktionen):

e §"(11) =s"(t,) = 0 s.k. naturliga splines (minimerar [;" (s (t))dt)

s'(r1) = f'(t1) och §'(t,) = f'(t,) komplett spline

o s'(t1) =s'(ty) samt s”(t;) = 5" (1,) periodisk forsta- och andraderivata (kanske

rimligt med y; =y, i detta fall)

e pi(t) = p2(t), t € [t1,13] och pys(t) = pp—1(t), t € [ty—2,1x], not-a-knot;
medfor att s” kontinuerlig i t =, och t = ¢, ;. Det ir alltsd ett tredjegrad-

spolynom i [t1,#3] (och ett (annat) i [t,—2,,]).
. Skriv kubisk spline for 3 punkter #1,1,,13.

Losning:

En kubisk spline for 3 punkter #1,1,,#3 kan skrivas som:
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p1(t) = oy + ot + ot + oyt (5)
pa(t) = Bi+ Pat + Bar® + Par’. (6)
Koefficienterna oy, B;,i = 1,2,3,4 ( 8 koefficienter) ska bestimmas.

Interpolationskravet ger 4 villkor (1)-(4) (ty varje polynom maste interpolera 2
knutpunkter), som ger oss kontinuiteten:

e (I )

pi(t) = y1 = oy + ooty + oat? + oyt
e (2)

pi(t2) = y2 = o1 + ooty + 0313 + Quts
e (3) ) ,

p2(t2) =y2 = Bi + Potr + Bats + Pats,
e (4

pa(t3) = y3 = i + Ptz + P13 + Bat3
Kontinuerlig forstaderivata p/| (t), p5(¢) ger 1 villkor (inre punkt)
Pi(n) eC=p' () =pr(n)
och lika manga for andraderivatan:
P'i(n) eC=p" () = p",(12).
* 0P (n)eC=pi(n)=rHn)
P(t) = oo+ 205t + 3aut?
P'o(t) = Ba+2P3t +3Put?
Pi(t) =ph(n):
P'i(t) = o+ 205t +30ut? =
= Po+2Bst2 + 3Pty = ps(12)
e (6)p"1(r) eC=p"\(r) =p"5(12)
p"5(t) = 23 + 6Pt
P’ () =203+ 604t

p'2(t2) =23 +6Putr =
=203+ 60ut) = p//l (lz)
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Sé vi har 4 + 2 = 6 villkor (1)-(4), (5)-(6), behover 2 till ( vi har 8 koefficienter,
som ska bestdimmas). Vi viljer foljande 2 tilldgsvillkor: p”,(r1) = 0;p”,(t3) = 0:
203 + 604t =0,
23+ 6B4t3 = 0.

. Definera splinefunktion av grad 1 som interpolerar (¢,y1),(f2,¥2), (t3,y3) och
som bestar av styckvisa polynom av grad 1 pa intervallen [t1,2], [f2,23].

Losning:

Splinefunktion av grad 1 f6r 3 punkter (¢1,y1), (f2,¥2), (3,y3) kan skrivas som:

pi(t) =on+ont, t€ln,n] (7)
p2(t) = Pi+Pot. 1€ t2,13). ®)

Fyra koefficienterna o, B;,i = 1,2 ska bestimmas.

Interpolationskravet ger 2(n — 1) villkor (ty varje polynom méste interpolera 2
knutpunkter). Detta ger oss kontinuiteten. Vi ska inte ha villkor for derivator
eftersom vi ska definera splinefunktion av grad 1. S vi har for 3 punkter: 2(n —
1) =2(3 — 1) =4 villkor och 4 koefficienterna oy, 5;,i = 1,2 ska bestimmas fran
systemet:

pi(t) =y1 = o1+t
pi() =y = a1+ wh
p2(t2) =y2 = Pi+ Pt
p2(t3) =y3 = i+ Pat3.



