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. Anviind trapetsmetoden for att beréikna fol x2dx.

Losning:

Trapetsmetoden:

2 (@) + F0). h=b—a

[ reax~

Trapetsmetoden for fol S (x)dx dr:

[ feoe= 1 (7(1) +10) - (1-0)

I vért fall vi har f(x) = x?, d4 trapetsmetoden for fol x?dx ger 0ss:
1 1 1
2 2,02
dx~-(17"407) = -.
/0 x“dx 2( +07) 3

. Anvind mittpunktsmetoden (rektangelmetoden) for att berdkna integralen fol 4x3dx.
Losning:

Rektangelmetoden for | f Sf(x)dx dr:
b a+b
/ Flx)dx ~ (ba)f< ! > .

I vért fall vi har f(x) = 4x°, d4 rektangelmetoden for jol 4x3dx ger oss:

/0]4x3dxf~v(1 —0)f<1;0> =f(1/2)=4-(1/2)* =1/2.

. Anviind Simpsons metod for att beriikna fol x2dx.
Losning:
Simpsons metod :

[ reaes et @ +ar (45) + o)

Vihara=0,b=1,f(x) =22 f(a) =d?, f(0) =0, f(b) = f(1) = 12 =1, (442) =
FO0+1)/2) = f(1/2) = (1/2)* =1/4.

1 1-0
/ Rdxr == [0+4-1/4+1] = 1/3,
0

. Vi har foljande kvadraturformel:
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1 n
| e Y anfx)
k=1

ddr vi vet att vi approximerar f(x) med polynom p(x) som har polynomiella
gradtalet minst ett. Visaatt )y, @y = 1.

Losning:

Metoden ir exakt for polynom av atminstone grad noll (konstant polynom p(x) =
1). Da giller:

n

1 n
1 :/0 ldx = Zwip(xi) = Zwi.
i=1

i=1

5. Vihar en kvadraturformel [, f(x) dx= @ f(x1)+ @, f(x2). Hur ser motsvarande
kvadraturformel ut pa intervalet [7,10] ?

Losning:

Om vi ska approximera integral

[ rar

t ligger i ett intervall [a,b], och x ligger pa [—1, 1], far vi gora en linjdr avbilding

till detta intervall:
B b—a a+b

2 T
Vi gor ett variabelbytte oh siitter # = 1.5x+8.5,dt = 1.5dx, dé integral [,° f(1)dt
beriknas som

t

10 1
/ f(t)dtzl.S/ F(1.5v+8.5) dx
J7 —1
~ 150 f (1.5x1 +8.5)+ 1.5an f (1.5x, +8.5).

6. Hitta o och x; sé att foljande kvadraturformel far sa hogt polynomiellt gradtal
som mojligt. Vad idr detta gradtal?

3
[ rwar= ¥ ort)
-1 k=1

Losning:

Vi approximerar f(x) med polynom p(x) = x*. Formeln skall vara exakt for poly-
nom x*, k= 0,1,...,m for maximalt m sa att

1 n n
/lxkdx:ijp(xj)szp(xj). (1)
J= j=1 j=1
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Vi berdknar forst

1 k+1 1 1_(_1)k+l
iy =12 = . 2
/,1 Tkl K+ 1 @
Vi anvinder (1) och (2) for n = 3 for att fa:
2=w(l+1+4+1),k=0,
0=w(x; +x2+x3),k=1,

2/3=w(x+x+x3),k=2,
0=w(x} +x34x3),k=3.

Fran forsta ekvation far vi w = 2/3.Vi vet inte helt sékert hur manga ekva-
tioner, n, vi skall stilla upp. Tar vi for litet n kommer x; att bero pad parame-
trar och om vi tar for stort n blir systemet inte 16sbart. Fyra ekvationer verkar
dock ldmpligt eftersom vi har fyra obekanta. Vi borde kunna anta att x; up-
pvisar vissa symmetriegenskaper eftersom integrationsintervallet dr symmetriskt
kring nollan och det dr rimligt att anta att x; = —x3,xp = 0. Losningen blir:
x1 = —1/v/2,x, = 0,x3 = 1/3/2. Kunde vi ha tagit m = 4 ? Vi anvinder (1)
och (2) for n = 4 for att fa:

2/5#wxf+x34+x3) =1/3.
Frén andra sidan, med x; = —1/v/2,x = 0,x3 = 1/v/2,w = 2/3 far vi w(x} +
x3 +x3) =1/3, och d& 2/5 # 1/3. Det betyder att metoden &r exakt fér polynom
upp till och med grad tre.

. Vilj wi,wo, x1,xp, i kvadraturformeln nedan, sa att den far sa hogt polynomiellt
gradtal m som majligt. Vad blir detta gradtal ?

1
/ Fdx = wlx]f +w2)/§, k=0,1,...,m.
0

Losning:

Formeln skall vara exakt for polynom x*,k = 0,1,...,m for maximalt m. Vi
beridknar forst

1 Paan !
/0 Hdv= | =1/(k+1). 3)

Vi anvinder (3) for att fa:
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1=w;+wy,k=0,
1/2 =wixi +waxa, k=1,
1/3 = wix] +woxs, k=2,
1/4 = wix] +wyxs, k =3,

1/5 =W1X?+W2x§,k=4.

Forsta ekvationen ger wy» = 1 /2. Los ut for k= 1,2 ekvationen 2x§ —2x+ % =0

(vi noterar, att x; < xp) for att fa x; = #,xz = % Vi kollar nu fall
k = 3. Utnyttjar vi binomialsatsen ser vi att (1+¢)3 4 (1 —¢)® =2(1+3¢?) sa
att wix; +woxs = (1/2%)-2(14-3/3) = 1/4, vilket r lika med det exakta virdet.
Stammer det for k = 4? Inte. S&, det polynomiella gradtalet &r 3.

8. Vi vill berdkna s s
/ f(x)dx:/ e dx
0 0

med hjilp av Gausskvadratur med 3 vikter.
Losning:

Metoden (Gausskvadratur med 3 vikter) ér:

[ s 35 (VA7) + 50+ 35 (V3TS).

Vi transformerar interval [0, 3] for x, till [—1, 1] for t, med hjélp av foljande linjir

transformation:
_b—a atb 3-0  3+0

t t
2+2 2 2

och integral f(; e~ dx for flx)= ¢~ kan beriiknas som

3 5 b—a (! b—a a+b
Mdx = t dt
/oe T 1f< 2 1T )

X

2
5 3—-0 340
+9'f(2t3+2)}

i Gausspunkter

= —\/3/5;2‘2 =013 = 3/5
med vikter

0 =5/9w =8/9 w3 =5/9.
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9. Anvind Taylorutveckling for att hirleda forsta ordningen noggrannhet for

Losning:

Approximativt virde (Taylor’s theorem):

1/ 2
Ftn) = £+ + T

0 € [x,x+1] )
Flaet )~ £2) = £ (o LD

Dividera med h:
Jath) —f&) 0 f(Q)h
. =)+,
oy = LD 1) 1O
f/(x) ~ f(x+h})lif(x) )

Trunkeringsfel:

f%@h:f@+2—ﬂﬂ_f@)

2
Lat M < |f"(Q)|, da trunkeringsfel € #r begrinsad med
< Mh
5>

Vi fick for f’(x) forsta ordningen noggrannhet for approximation (4).
10. Anvénd Taylorutveckling for att hirleda andra ordning noggrannhet for

L Sth) = fx—h)

flx) = o )

Losning:
Approximativt virde (Taylor’s theorem):

(%) f(x+h) :f(x)+f'(x)h+f”(2x!)h2 +f’"(3(!2)h3
(x)hZ B f///(Q)h3
2! 3!

(o) f(x— ) = £) — S+ L
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(%) = () :
Q)

fx+h)—f(x—h) = 2f’(x)h+2Th3

Zf’()c)h:f(x—i—h)—f(x—h)—Z@h3
e ()= fx—h) 2O

oo fath) = flx—h) 2" (Q)h

Fx) = 2h T
Trunkeringsfel:

21O flx+h)—fx—h)
3.2n 2h AUk

Lat M < |f"(Q)], da trunkeringsfel € &r begrinsad med

o < MK
6
Vi fick andra ordningen noggrannhet for approximation (5).

11. Anvénd Taylorutveckling for att hdrleda andra ordning noggrannhet for

ey LD =20 1) ©

Losning:
Approximativt virde (Taylor’s theorem):

"(x 2 " (x 3
() £lx =) = £(0) — f (o T ST

2! 3!
() Fe4h) = f(2)+ 7+ L ”(;!)hz +f Wg’?m
() + (35)
Feh) + flx—h) =2f(x) + Zf;!(x) W+ 0(h*)
£1(x) = fx+h) +f(x—lf3 —2f(x) - O(h*)
oty = 2Ly LT f(:z(x) I — Lit M < |F9(Q)]. di trunk-

Mh
eringsfel € &r begrinsad med € < BT dérfor approximation (6) har andra ord-

ningen noggrannhet.



