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1. Sitt upp Eulers metod for problemet y'(¢) =t +2y,y(0) = 1 och berikna y;, k =
0,1,2,3 med 7 =0.1.

Losning: Explicit Eulers metod ér:

Yirt = Y+ Tf (e, %), yo = y(to). T vart fall f(z,y) =1 +2y,t10 = 0,y(to) = 1 och
vi far foljande approximationer:

yozla

yi =yo+Tf(to,y0) =1+0.1(0+2-1) = 1.2,
ya=y14+1f(t1,y1) =1.240.1(0.1+2-1.2) = 1.45,
y3=y2+7Tf(t2,y2) = 1.45+4+0.1(0.242-1.45) = 1.76.

2. Tag tva steg med framait, eller explicit, Eulers metod for systemet:

Yi(t) =2,
() =t+y1+y
yi(0) =1,
»2(0) =2.
med 7=0.1
Losning:

Framat, eller explicit, Eulers metod ir:

Yir1 = Yk + Tf (1), yo = y(to).
Dvért fall: 19 = 0,(t0) = [y1(t0),y2(t0)]" = [1,2]7, f(t,y) = [y2,t +y1+2]".
Vi far foljande approximationer:

Yo = [1’2}T7
yi =yo+1f(to,y0) = [1,2]7 +0.1-[2,0+1+2)7 =[1.2,2.3]",
2=y +1f(t,y) = [1.2,2.3]7 +0.1-[2.3,0.1 + 1.24+2.3]" = [1.43,2.66]"

3. Skriv om foljande system ekvationer som ett forsta ordningens system:

W =2V +vE 41,

V' =u+v+v"u,

u(0) =1,/ (0)=—1,

v(0) =2,V/(0) =3,V"(0) = —4.

Losning:

Infory; =u, y, =u' =y, y3 =v, y4 =V = y4 och ys =" = y/,. Systemet blir
1 3 4- 9y
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Yi =y,
Yo =2y2y4+ Y3+,
V3 = Y4,
Vi =DYs,
Y5 =y1+y3+ysy1,

4. Skriv om foljande ekvationer som forsta ordningens system:

e a))y' =r+y+y,y(0)=1,y(0)=
. b)y”’—y +1y,y(0) = 1,y'(0 )=—1y (0) =3,
e 0y =y"-2y+y—t+1,y(0) =1,y (0) = —1,y"(0) = 3.

Losning:

o a))' =t+y+y,y(0)=1y(0)=—1:
Sitt uy = y,up = u} =y'. Vi far systemet:

uy = u,
I,t/2=t—|-u1+u2,
u1(0) =1,u2(0) = —1.

o b)Yy =y"+1y,y(0) =1,y'(0) = —1,"(0) = 3:
Sitty = uy,y = u| = up,y" = uy = u3. Vi far systemet:

/

uy = us,

/

U, = us,

/

uz = u3z +1u

ul(O): l,uz(O):—l7u3(O):3.

o o)y =)' =2y +y—1+1,5(0)=1,(0) =-1,y"(0) =3:
Sitty = u1,y’ = u = up,y" = ub = u3. Vi fir systemet:

I

Uy =uz,

ub = us,

wy =u3 —2ur +uy —1+1,

u1(0) = 1,u2(0) = —1,u3(0) = 3.
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5. Skriv om f6ljande problem pa standardform och sedan som forsta ordningens sys-
tem:

V(1) =2 vV (1) +7(0)z(t) + (w(t))?,
W =)+ T (),

w(t)  =5v(t)d(t) +w(t)+t,

v(=1) =-0.1,

V(=1) =-0.1,

z(—=1) =-0.1,

Z(-1) =-02,

w(=1) =0.5.

Losning:

Forst skriver vi om systemet pa standardform:

w(t =5v(t)Z (1) +w(t) +1,
v(—1) =-0.1,
V(=1) =-0.1,
z(=1) =-0.1,
z’(—]) =-0.2,
w(—1 0.5.
Satt
x1(t) =v(1),
x(t) =V(1),
x3(t) = z(1),
x4(1) =2(1),
xs(1) = wlt)

Vi far systemet:
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X)) =x),

(1) —4H (f)xz(f)+xs(2)64(1)4—()(50))3 7
50 =x(),

xy(t) =x1(t)x3(t) +x2(1) +1 — x5(t)x1 (1),
X5 (1) = Sx1(¢)xa(t) +x5(1) +1,

xl(—l) = —0.1,

XQ(—I) = —0.1,

x3(—1) =-0.1,

xi(—1) =-02,

)C5(—1) =0.5.

6. Sitt upp bakat-Euler for problemet

Y =—y"y(0)= 1.

Formulera den ickelinjdra ekvation som uppkommer for att berdkna yy | samt still
upp Newtons metod for denna ekvation.

Losning:
Bakat Euler: ol
Y-y = ()2
h
eller

yk+1 +h(yk+1)2 — yk'

For att 16sa den ekvation vi anvidnder Newtons metod: vi infor ny variabel z =y
och skriver om bakat Eulers metod som:

k+1

2+ hz? =y~
Newtons’ metod for f(z) = z 4 hz? — y* blir:

gt i SE) T

@) 2zl +1

Hir, j dr iteration i Newtons metod.
7. Vilka 16sningar har foljande problem?

Y =3/2y'3y(0)=0

Losning:

Ekvationen dr separabel. Loser vi pa den pa ett av de vanliga sitten, far vi:
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n dy 3
[ 5= fa

3/2y*/3 =32t + const,
eller y(1) = (1 +2/3 - const)3/2.

och

Begynnelsevirdet ger const = 0 och dd y(r) = 13/2. Losningen ir inte entydig efter-

som dven y(¢) = 0 dr en losning.
8. Eulers metod kan hirledas pa foljande sitt:
!/ h2 " /
Y(t+h) = y() +hy (1) + 537 (0) +.. 2 ¥ (1) +hy (1) = y(1) + hf (2, ¥(1)).

vilket ger framét Eulers metoden

Vi1 = Yk +hf (T, yk)-

Hiérled en hogre ordningens metod genom att ta med nésta term i Taylorutvecklin-

gen.
Losning:
Approximera
1" Ny/(t)_y/(t_h)
Y1) ~ A
sa att
h2
Yt +h) 2y () + ' (0) + 5" (1)
B o Y () =y —h)
=y(t) +hy OH—?T
h
=y(O) +hf(0,y) + 5 (f(,y) = f(t =h,y—h))

=30+ 5 (3F.) ~ fla— oy — ).

Detta leder till metoden:

h
Yi+1 :yk+ 5(3f(lkayk) _f<tkflayk71))7

som dr andra ordningens flerstegsmetod.
En annan tidnkbar approximation &r t.ex.

y”(t) ~ y/(t+h}>z_y/(t)

M
@)
3)

“)
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s att
h2
V(1) 2y () + ' () + 5" (1) (5)
2 .
= y(0) +a/ (1) XD ©
=0 RF () + 5 (a4 Ry +h) = F(0.3) Q
=)+ 2y ) (). ®

Detta leder till implicita flerstegsmetoden:

h
Yer1 =Ykt E(f(tk+layk+l)+f(tk7)’k))'

. Sitt upp implicit Eulers, eller bakat-Eulers, metod och forsta iteration i den for
problemet

©)

Losning:

Implicit, eller bakat-Eulers metod ir:

Vi1 = Vi Tf (tkg1, Y1) TOr diskretiseringen V' (1) & "% var v = v(ty), fr ) =
h+T.

Bakat-Eulers metod for vért problem ir:

Yk4+1—Vk —
T =X Yk i 1

X —X,
{H'Tk = S5Xp41 = 2Vk41 + k41,5
som kan skrivas om :

Xey1 =Xk = 5T 1 — 2Tyt +2T(0 + 7),
Vil =Yk = Tyt + Tkt T +7) + 7T,

eller

Xppl = STy 1 +2T0kp1 = X% +2T(% +7),
—TXpp1 Va1 — k1 =Wk + T +7) + 7.
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For att hitta x;y1,y,1 konstruerar vi systemet av ekvationer Av = b med oként
vektorn v =[xz 1,vis1]7, kint vektor b = [x; +27(t + ), y% + T(tx +7) +7]7 och

matrisen
A {1 —51 2t ]
-1 1—7

For k = 0 har vi  [x0,y0]” = [x(10),y(10)]" = [x(5),¥(5)]" = [0,0]". Forsta iteration
i Bakat-Eulers metod ska vara:

i) =A o+ 22+ 1), o+ Tt + 1) + 1) =AT 2(5+ 1), 1(5+ 1) + 7).

Sitt upp explicit Eulers eller Framat-Eulers metod och forsta iteration i den for
problemet

/(1) = sin(x(t)) + 21,
(1) = cos(y(1)) — 21x(t),

¥(0) =0, (o
x(0)=0

Losning:

Explicit, eller Framat-Eulers metod &r:
Vi1 = Vi + Tf (tx, vi) for diskretiseringen v/ (1) ~
Framat-Eulers metod for vart problem ér:

Vik+1"Vk
T .

Yi+1 — Yk
T
Xi+1 — Xk

= sin(xg) + 213
= cos(yx) — 201Xy
eller

Vir1 = Yk + T(sin(xy) 4 2#),
Xk4+1 = Xk + T(COS(yk) — 2thk)-

Forsta iteration i den for k = 0,79 = 0,y0 = y(t9) = y(0) = 0,xp = x(fp) = 0 ska vara:

y1 =yo+t(sin(xp) +27) =0+ 7(0+2-0) =0;
x1 =x0+ t(cos(yo) —2tox0) =0+7(1—2-0) = 1.
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14 Framat Eulers metod vs. ode45, h=0.05 14 Framat Eulers metod vs. ode45, h=0.01
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Fig. 1 Framat-Eulers metod versus ode45 for lisning av system (10) a) med h = 0.05; b) med
h=0.01.



