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1 Ovningar: flyttalsaritmetik

1.

Vi har ett flyttalsystem med basen 8 = 10, precision # = 4, och exponentomféng
L = —10o0ch U = 10. Vilket dr det storsta respektive minsta positiva talet i detta
system?

a) Om systemet dr normaliserat?

b) Om vi tilldter denormaliserade tal?

Losning:

Flyttal (tal med flytande decimalpunkt):

4 b A\ .,
x=i(do+ﬁ+ﬁz+...+ﬁtt_l)ﬁ s
var
OgdkSB_I,LSESU7

Storsta talet i bada fallen dr: 9.999 -101°.
<~

4 sif fror
Minsta normaliserade talet dr 1.000 -10~'? och det minsta denormaliserade talet
4 sif fror
dr 0.001 -10-10.
~——
4 sif fror
Denormaliserade flyttal anvinds bara (i IEEE-standarden) kring nollan och inte
kring storsta/minsta tal. Det dr darfor det storsta talet i b)-uppgiften 4r samma
som i a)-uppgiften. De storsta talet dr i bada deluppgifterna normaliserat.

. Vi har ett flyttalsystem med basen 10, precision 7 och exponentomfang [L,U].

a) Vilka #r de minsta virdena pa ¢,U och det storsta pa L sa att bade 2365.27
och 0.0000512 kan representeras exakt i normaliserad form? b) Om vi tillater
denormaliserade tal (denormaliserade eller subnormala tal: offra “decimaler” for
att fa storre exponentomfang) ?

Losning:

Flyttal (tal med flytande decimalpunkt):

dy  d dtl)
x=x|do+—+5+...+5— | B
( B B gt

var
0<d<B-1,L<e<U,
a) For 2365.27 normaliserat blir 2.36527-10° med r = 6 och U = 3. F6r 0.0000512 =
——r

6 siffror
5.12-1079 sa L = —5.
b) Med ¢ = 6 fér vi 0.0000512 = 0.00512-10 72 s4 L = —2.
N——
6 sif fror
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3. Skriv talet 6 i bindr (bas 2) som flyttal i enkel precision i dator.

Losning:

6: [1.5-22=[1+0.5]22
N—_——

mantissa

Exponenten e = 2 lagras som: 2+ 127 = 129 = 27 4 2°. Mantissa: 1 kodas inte,

1 1 1 1 1 1
0.5=~= - = — o= 14—=-04...
2x1+4X2+SX3+16X4+ > +4 +
Resten i mantissa ska vara 0.

Vi far foljande binér (bas 2) representation for 6 i enkel precision:

0 10000001 10 .... 0
tecken|exponent 8 bitar|mantissa 23 bitar

4. Skriv talet —3.25 i bindr (bas 2) och i hexadecimalt (bas 16) form, som flyttal i
dubbel precision i dator.

Losning:

—3.25: —[1.625]-2! = —[140.625] -2!
N—_——

mantissa

Exponenten e = 1 lagras som: 1 + 1023 = 1024 = 2!%. Mantissa: 1 kodas inte,

111 1 1 1 1
625 =X+ x4 X3+ —x4+... == 1+—04=-14...
0.625 = sx1+ o2+ oxs+ exat Sl 04 14

=0.5<0.625; % =0.25:0.625-0.5 = 0.125;0.25 > 0.125, darfor % -0,

0| =N —

1
=0.125 = 0.125 och darfor 3 1, resten 1 mantissa ska vara 0.

Vi far foljande binér (bas 2) representation for —3.25 :

1 10000000000 1010 .... 0
tecken|exponent 11 bitar|mantissa 52 bitar

0123456789|10({11|12(13|14|15
alblc|d|e]|f

Bas 16:

Nu grupperar vi om binér form for —3.25 i 4 bitar:

[1100][0000]0000[1010[0000) ... [0000]

och kodar forsta fyra bitar:
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eftersom
1-2241:2240-21+0-2°=12=¢
0000 koderas som 0, och sedan

eftersom

12240224121 4+0-2°=10=a.
Slutsats: —3.25 i hexadecimalt (bas 16) form lagras som:

c00a000000000000
. Skriv talet —9.28 i binér (bas 2) form som flyttal i dubbel precision i dator.
Losning:

—9.28 := —[1.16]-2° = —[1 +0.16] - 23
Exponenten 3 lagras som:

341023 =1026=1024+2=1-2"41.2'40.2°

I mantissan 1 kodas inte, vi kodar bara 0.16:

1 1 1 1 1
16 = — - - — — L=
0.16 2xl+4XQ+SX3+ 16X4+32XS+

1 1 1 1
==-0+--04+<--1+—-0+...
> 0+ 1 0+ 3 + 16 0+
Forklaringen hur kodas mantissa:

1 N 11
5 =05>0.16, darfor 5 -0, 7 =025:0.25 > 0.16, darfor -0, £ =0.125 <

0.16 och darfér % -1, % =0.0625:0.16 —0.125 = 0.035,0.0625 > 0.035, och

1 1 1
darfor T3 -0, e =0.0312:0.0312 < 0.035, och darfor 3 1, och sé vidare ...
Vi observerar att det dr inte tillrikligt 52 bitar i mantissan for att koda exakt
0.16. I andra ord, 0.16 kan inte presenteras exakt i bindr form, darfor binér form

introducerar fel i lagringen av flyttal.

1 10000000010  |00101 ...
tecken|exponent 11 bitar|mantissa 52 bitar

Kollar i Matlab:

q quantizer (double’);

y num2bin (g, -9.28)
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1100000000100010100011110101110000101000111101011100001010001111

6. Skriv talet 1 i bindr (bas 2) form som flyttal i dubbel precision i dator.
Losning:

1:=[1]-2°=[140.0]-2°

Mantissa dr O hir.

Exponenten &r ocksa 0 och lagras som:

041023 =1024—1 =1-2'"—1-2° = 10000000000 — 00000000001 = 01111111111,

11 bitar 11 bitar 11 bitar

0 01111111111 0000 ....
tecken|exponent 11 bitar|mantissa 52 bitar
7. Skriv talet 0.5 1 binér (bas 2) form som flyttal i dubbel precision i dator.

Losning:

0.5:=[1]-27'=[14+0.0]-27!

Mantissa dr O har.

Exponenten —1 lagras som:

—141023 =1024—2=1-2'—1.2! = 10000000000 — 00000000010 = 01111111110,

11 bitar 11 bitar 11 bitar

0 01111111110 {0000 ...
tecken|exponent 11 bitar|mantissa 52 bitar

8. Skriv talet 0.1 i binér (bas 2) form som flyttal i dubbel precision i dator.
Losning:

0.1:=[1.6]-27%=[1+0.6].27*

Mantissa &dr 0.6 hir. Det ar inte tillrdkligt 52 bitar i mantissan for att koda exakt

0.6, se nedan Matlab’s presentation. Det betyder att 0.6 presenteras inte exakt i

bindr form.

Exponenten —4 lagras som:

—441023=1019=1024—-5=1-2'"—(1-22+1-2%) = 10000000000 — 00000000101 =

11 bitar 11 bitar

01111111011,
—_——

11 bitar
0 01111111011 100...
tecken|exponent 11 bitar|mantissa 52 bitar

Kollar i Matlab:

g = quantizer (' double’);
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y = num2bin(qg,0.1)

y =
0011111110111001100110011001100110011001100110011001100110011010

9. Antag att vi arbetar med fyrsiffrig decimal aritmetik. Berdkna foljande summor
samt de absoluta och relativa felen:

e 06.278 +4.039
e 6.278el10 +4.039¢10
e 6.278e-10 +4.039%e-10

Losning:

Vi kan klara av alla tre fallen pa en gang genom att lata p, nedan, anta virdena
p = 0,10, —10. Det exakta virdet blir x = 6.278 - 10” +4.039 - 10” = 1.0317 -
10711 och det lagras, korrekt avrundat och i normaliserad form, som £ = 1.032 -
107+, Det absoluta felet blir:

e Det absoluta felet blir: |x — £ = [1.0317- 107! —1.032- 107+ =3.107*.
107+ =3. 10773,
e Det relativa felet blir: “= =3.1073/1.0317- 1071 ~3-10~*,
Notera att de tre absoluta felen blir: 31073, 3 - 107,3 .10 13, Det relativa felet
blir, i alla tre fallen, ~ 3-10~%.
10. Visa att addition enligt IEEE 4r en stabil algoritm for maskinnoggrannheten

Emach-

Losning:
Vi vet att
fl(a+b) = (a+b)(l +8)7 ‘8| < Emach-

Alltsa giller att

fla+b)=a+b,
(14¢), b=b(1+¢),

a
|dfa| < gmach‘a|a |Bib‘ < 8mach|b|

fi(a + b) dr saledes den exakta summan av tva nagot storda tal.
11. Ar skalirproduktsberikning med IEEE stabil? Dvs. ir det stabilt att bilda

n
Y xo
k=1



Ovningar MMG410, e-mail: larisa.beilina@chalmers.se 7
Losning:

Lat oss betrakta specialfallet da n = 4. For att fa mindre oldsliga formler infor vi
O = 1+ &, m = 1+ & ( o for summa och 7 for produkt) dér alla |&| < €acn
och |8| < €naen- Vi har:

Sfl(x1y1) = x1y17 (vi anvénder inte o)

FL(x1y1 +x2y2) = [x1y1701 + X2y272] 02

Flayr +xy2 +x3y3) = ([x1y1701 +x2)272) 02 + X3y373) 3.

Flxiyr +x0y2+x3y3 +x4y4) = [([e1y1 1 +2x2y2 72 02 +x3y3M3) O3 + X444 ] O4

Allmiint géller tydligen, om vi infor 0 = 0011 ... Oy, att:

FUx1Y1 4 X2y2 + ..+ X0Yn) = X1Y1 1 020 + X2Y2 T2 G2y + X3Y3 T3 032
+ . X YE T Oy + oo + X Y0 T, O

Med viéra antaganden om flyttalsaritmetik kan vi skriva detta

ZXkyk =xiy1(1+ne)) + Zxkyk +(n—k+2)g)
k=1 k=2

dir alla || < &4cp- Om Vi teex. sitter X = x3/1+ (n—k+2)g och jj =
v/ 1+ (n—k+2)g] sa giller tydligen att:

FICY, xve) = Y, B
k=1

Om da neg,,,, ar tillrickligt litet s dr den berdknade skaldrprodukten en exakt
skalarprodukt av néraliggande virden och algoritmen é&r stabil.

2 Ovningar: konditionstal, stabilitet

1. Vi vet att x = 24.516 ér ett korrekt avrundat virde. Berdkna absolutbeloppen av
de maximala absoluta och relativa felen.

Losning:

I vart exempel absoluta felet < 0.0005, det &r en halv enhet i sista decimalen,
eller en halv enhet i fjarde siffran for x =24. 516 .
~~
3 siffror
Absoluta felet riknas: egps = |x — £, |x —£] < 0.0005, och relativa felet riknas
som
|x—x|  0.0005
x| 24.516

Crel = ~2-1077.
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2. Hur kénsliga dr rotterna, till ekvationen X +ax+b=0, for dndringar i a och
b? Rétterna r; och ry édr funktioner av a och b: ry(a,b),rs(a,b). Lat r = (ry,r2)
beteckna en av rotterna och 1at » + 8r beteckna den stérda roten nir vi #ndrar
koefficienterna med da respektive 0b.

Vi har sambandet:
X ax+b=(r+8r)+(a+8a)(r+8r)+ (b+8b) =0,
och vi kan skriva om den:
(2 +ar+b)+ (8r(2r+a)+Sar+8b) + ((8r)> +8adr) =L+ L +13 =0,
var

I = (r*+ar+b)=0,
L = (8r(2r+a)+dar+ 06b) =0, (1)
I = ((8r) + 8adr) =~ 0.

Fran andra ekvation i systemet (1) far vi:

P (0ar—+8b)
2r+a
eller
(|6a r|+|6b])
or| < ~—n-—— "~ 2
[07] < |2r +al| @
Eftersom r; och ry dr rotter sa giller att:
(x—r))(x—r) =x>—(r1+r)x+rrn=x"+ax+b
Vi kan jamfora koefficienterna och far
—(rn+r)=a, b=rn.
Vi kan skriva om r; — r, = 2r| 4 a, och definera gapet g := |r; — 2.
Vi kan skriva om (2)
o ob
jor] < 2r 100 ‘”'T' | )
8

Vi ser att om g ér liten eller r| & rp, dé |8r| dr stort.
Dividera (3) med |r| och forldng med |a| respektive |b].



Ovningar MMG410, e-mail: larisa.beilina@chalmers.se 9

la| |b|
1 [ Gil6ar|+ v;|6b]|
o _ 1 [l 1) (|5a|’ 6b> W
rl = I 18l la| ||
var uppskattning av konditionstalet dr
b
ko~ T/ +g| /1l )

3. I 6vningen 6van hirledde vi en uppskattning (5) for konditionstalet for nollstédllena
till ett andragradspolynom. Testa uppskattningen pa

p(x) =x*—3x42

respektive
p(x) = x> —1.99x+0.99

Stammer den bra?
Losning:

Andragradspolynom p(x) = x> — 3x+ 2 har nollstillena r; = 1 och ry = 2 varfor
uppskattningarna av konditionstalen ki » for polynomen pa formen p(x) = x4
ax + b blir:

b —3|4+12/1
Kl%lalﬂ/f”ll:l IH/I:S’
g 12—1]

. 2/2
K2%|a|+|b/r2|:| 31+12/2) _
g 12—1]

Tag a=3-10"%,8b=2-10"*i uppskattningen (4). D iir |3a|/|a| = |8b|/|b| =
10~*. Vi far da

5 Sa| |8b
19711 & 4y max ("") ~5max (1074,107%) =510,
i al o ©
5 8a| |8b
1972] _ 4 max <“||) ~4max (1074,1074) = 41074
72 la " (D]

Polynomet p(x) = x*> — 1.99x+0.99 har nollstillena r; = 0.99 och r, = 1 varfor
uppskattningarna av konditionstalen k; » fér polynomen pa formen p(x) = x> +
ax + b blir:

la|+1|b/r1] |—1.99]410.99/0.99|
= = =299
K 2 0.99 1] ’
—1. 99/1
oy o Al 10/r2] [ =199 +[0.99/1] _ g0

g 0.99—1]
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Tag §a =2-10"* b = 10~* i uppskattningen (4). D4 ir |8a|/|a| = |5b|/|b| ~
1074, Vi far da

[6r1] < k; max ("Scz',wb') ~299max (1074,107*) =299-107*,
|r1] la| ~ [b]

‘3}’2|
2|

(7

8a| |6b
< kp max (||a| ||b||> ~298max (1074,107*) =298-10*.
a

Detta dr for stora storningar for att satsen skall fungera bra.

4. Lat £ dr en approximation av ett exakt vérde x dér |x — £| < §. Hur kan vi upp-
skatta | f(x) — f(&)| givet funktionen f ? Vi kinner £ och 6 men inte x. Tillimpa
resonemanget pi f(x) = 7x+ 3 respektive f(x) = x*. Ledning: anvind Taylors
formel.

Losning:

Vi vet att egps = [x— & < Seller -6 <x—f<dochdaf—0 <x<f+9.
Taylors formel ger

f) = fE+x—%)=f(&) + (x—£)f(§).€ € (x,%),

x)—f(X)| <8 max "(&)].
0D <8, max 1)
1) Om f é&r linjér (forsta fallet) sa dr f] = (7x+3), = 7 konstant, 7 i exemplet,
varfor absoluta felet begrinsas av 79: |f(x) — f(X)| < 76.
2) I andra fallet far vi begrinsningen |f(x) — f(£)| < 26(|%| + 6) eftersom
derivatan, f'(x) = (x?)! = 2x, ir striingt vixande:

PO FOI<8,_max IFE)=5

28| =8-2(|%|+8).
[ max 5% (%[ +6)

(
5. Vivill berdkna f(x) givet x och den deriverbara funktionen, f : R — R. Uppskatta

konditionstalet x for sma storningar i x. Testa pa f(x) = cosx da x = 0 och
ddx=m/2— &, med litet 6 > 0.

Losning:

Frégan dr alltsd: hur dndras f(x) ndr vi dndrar x lite? Taylors formel ger:
f(x+6x) = f(x) + 6xf'(x) + .... Den absoluta fordndringen &r: f(x + 8x) —
f(x) = 8xf'(x). Om x # 0 och f(x) # 0 &r skilda frén noll kan vi studera rel-
ativa foridndringar:
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fet80)— f(x) _ 8xf'()x

0 fo) X

‘f(X+5X)—f(X) |5 @] [8x

0 TGRIE
——

K
ddr x dr en uppskattning av konditionstalet. Da f(x) = cosx far vi:
xf'(x)
)

Nir x = 6 > 0 (x = 0 ger division med noll; dessutom ir sin0 = 0, s& for att
fa en uppskattning far man titta pa niista term i Taylorutvecklingen) kan vi gora
foljande approximation, for att lidttare kunna analysera vad som hinder:

xf'(x)
f(x)

eftersom sinx & x,cosx = 1 for x = 6 ~ 0.
Niérx = /2 — § far vi

x(—sinx)

K=
COSXx

x(—sinx)| 52

COSx

(/2 —8)(—sin(m/2—§))
cos(mw/2—8)

x(—sinx) |

K=

’ ~

/21
1)

COSx

Detta x vixer som 1/0 och kan bli mycket stort.

6. Antag att f dr en deriverbar funktion och att 0 &r en deriverbar storning som
dr begrinsad, |6(x)| < € for alla x. Diskutera hur kinslig: 1) derivatan av f ér
for storningar i funktionen. Dvs. sdg ndgot om derivatan av f(x) + 6(x). 2) Gor
motsvarande for integralen, [”(f(x)+ 8(x))dx.

Losning:

1) Derivatan av en funktion behover inte vara begrinsad dven om funktionen &r
det. Tag t.ex. 6 (x) = € cos(wx). Funktionen &r tydligen begrinsad, men derivatan
kan vara godtyckligt stor om vi viljer ett stort @ (hog frekvensen medfor stor
derivata):

|(f()+8() = f'(x) = 1f(x) +8"(x) = f ()]

= |(ecos(wx),| = |we(—sinwx)|.

En liten storning av f kan alltsa dndra derivatan godtyckligt mycket.
2) Detta giller inte integralen. Vi har ju:

/ahé(x) dx

I

/le(f(x)+5(x)) dx—/ahf(x) dx /ahscos(a)x) dx

€ .
= | —sin(@
’wsm( X)

= ‘%(sin((ob) — sin(wa))‘
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sd att

Jim %(sin(wb) —sin(a)a))‘ —0.

. Studera hur kénslig 16sningen, x, dr for storningar i den reella parametern «, da:

o] lo)

Vi kan tinka oss detta som en funktion ocksa, nimligen den som avbildar o pa x,
s& en funktion fran R till RZ. Man kan utnyttja derivator for att studera problemet,
men man kan ju dven 16sa ut x som funktion av a : x = x(et). For vilka a &r x
kinslig for forandringar i o ?

Losning:

Vi kan beriikna x explicit genom x = A~!b forutsatt att inversen existerar, dvs. da
|| # 1. Berikning av A~

1 1 1 —o
-1 _ Ty —
e

[ )

Om || =~ 1 kommer sma variationer i & att ge upphov till stora forandringar i x.
Lat, t.ex. o« = 1 — € da blir x

le—;az. [—la] :Tl—s)z' {—(1]—8)] %% {_]1}

Sma variationer i € ger upphov till stora variationer i x. Berikningen av x dr
séledes illakonditionerad da |ot| ~ 1.
. Upprepa ovanstdende da vi har tva parametrar, o och 3:

afl |1
sal=lo)
Vi kan beriikna x explicit genom x = A~!b forutsatt att inversen existerar, dvs. da

o] # 1B
ah)= g [—aﬁ aﬁ] H =3 {—a }

som dr kénslig for stérningar da |o| ~ |B].

Losning:
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9. Vi vill I6sa ekvationen x> +ax+b = 0 da vi vet att @ och b bada #r posi-
tiva och dér a dr mycket storre dn b, a >> b. Den matematiska formeln inte
fungerar tillfredsstédllande nér vi riknar med avrundningsfel. Visa att rotterna
ar vilkonditionerade genom att uppskatta konditionstalen med formeln som vi
hirledde pa foreldsning 1 (det finns en stor rot (mycket negativ) och en liten (ndra
noll)). Visa att den stora roten gar bra att berikna med standardformeln, men att
det blir problem med den lilla. Forsok att hitta en bra algoritm for den lilla roten.
Taylorutveckling &r, som oftast, ett anvindbart redskap i detta sammanhang.

Losning:

Lat oss kalla den stora (negativa) roten R och den lilla, ndra noll, r. Standard-
formeln och Taylorutveckling ger:

Vi kan uppskatta konditionstalen enligt formeln som vi hirledde pa foreldsning
1 (a>>Db):

_lal+[b/R| _a+bja

k = 1
R IR a ’
la|+|b/r| _a+b/(b/a)
k’. = ~ %2
|R—r| a

e a2 . i
Nir vi berdknar r = —5 + 4/ % — b kommer att fa utskiftning av b. I det mest
extrema fallet kommer inte b alls med och approximationen blir noll. Hur skall
vi berikna r? Ett sitt dr att anvdnda utvecklingen ovan:

Ytterligare ett sitt, dr att gora en transformation sa att r blir en dominant rot i det
transformerade problemet. Sitt y = 1 /x (sd att r — 1/r). Ekvationen x*> +-ax+b =
0 6vergér da till y> 4 (a/b)y + 1/b = 0. Om vi anvinder standardformeln far vi
for den sokta roten:
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1 a a? 1

r 2 V42 b

10. Lat f(x) = (e*—1)/x. Vivetatt f(x) = 1 dax— 0.
a) Berikna trunkeringsfel och avrundningsfel for | f(x) — 1| for x — 0.
b) Ge kommandot i MATLAB:

help expml

Losning:

Lat oss studera trunkeringsfelet for |f(x) — 1|. Dvs. vad ir skillnaden mellan
grinsvirdet 1 och f(x) = (¢* — 1) /x for x = 0. Taylorutveckling F'(x) = F(xo) +
F'(x0)(x —x0) +F" (x0) (x —x0)? /2 + ... for F(x) = ¢* och xy = 0 ger:

2 3
- p 21" 31

Fran (8) foljer att trunkeringsfelet dr ungefar

2!

’ex—l

X

for sma x.
Nu till avrundningsfelet. Vi antar att f1(e*) = €*(1+¢€) med |€| < €y40n. Dé gidller

e —1 f(l+¢g)—1 e —1 e*
fl{ . ]: ( xl) (1+£2)(l+83):{ +£1x} (1+&)(1+&)
e —1 er e —1 e
S |: P +8machx:| (1 +2£mach+£y%mch) ~ |:x +8machx:| (1+28mach)
e —1 e e —1 e’
= |—— + &nach— +28mach + Emach—
X X X X

e —1 er e —1
X — + Enach— + 2smachi-
X X X

Avrundningsfelet for x — 0 dr:

1] e -1 2
[ 2 b e

X X

Notera att |x| i nimnaren! &4, ~ 1.11-107'¢ i dubbel precision.
Man kan analysera i Matlab trunkeringsfel, avrundningsfel och gemensamt trunk-
eringsfel + avrundningsfel:

>>x = 10."-(1:10)"
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>>1limit = (exp(x) - 1) ./ x
>>sprintf (/%$10.5e $10.5e %10.5e %$10.5e %10.5e\n’,

[sort(x), limit, x/2, (3 + 2 ./ x) * eps, x/2 + (3 + 2 ./ x) * eps]’)

ans =
1.00000e-10 1.05171e+00 5.00000e-02 5.10703e-15 5.00000e-02
1.00000e-09 1.00502e+00 5.00000e-03 4.50751e-14 5.00000e-03
1.00000e-08 1.00050e+00 5.00000e-04 4.44755e-13 5.00000e-04
1.00000e-07 1.00005e+00 5.00000e-05 4.44156e-12 5.00000e-05
1.00000e-06 1.00001e+00 5.00000e-06 4.44096e-11 5.00004e-06
1.00000e-05 1.00000e+00 5.00000e-07 4.44090e-10 5.00444e-07
1.00000e-04 1.00000e+00 5.00000e-08 4.44089e-09 5.44409e-08
1.00000e-03 1.00000e+00 5.00000e-09 4.44089e-08 4.94089e-08
1.00000e-02 1.00000e+00 5.00000e-10 4.44089e-07 4.44589e-07
1.00000e-01 1.00000e+00 5.00000e-11 4.44089%9e-06 4.44094e-06

b) Ge kommandot help expmI 1 MATLAB:
help expml

expml Compute EXP (X)-1 accurately.
expml (X) computes EXP (X)-1, compensating for the roundoff in EXP (X) .

For small real X, expml (X) should be approximately X, whereas the
computed value of EXP(X)-1 can be zero or have high relative error.

11. Vi vill approximera f’(x) med differenskvoten, (f(x+h) — f(x))/h. Vad ir ett limpligt virde
for h?

Losning:

Diskretiseringsfelet erhalles via Taylorutveckling:

fath)—fGx) _ f@)+hf @)+ f"(x)/2+...— f(x)

h h
h
=@+ 510+

Om vi antar att | f”(x)| < M da trunkeringsfel &r begrénsad med 2.

Nir vi uppskattar avrundningsfelet antar vi (for att férenkla) att x + & beridknas
exakt (se dock nedan). Dessutom antar vi att f1(f(x)) = f(x)(1+ &), || < Enach
(vilket kan vara orealistiskt om f 4r en komplicerad funktion).
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fi [f(x+h})l—f(x)] _ f(x+h)(1+£1})l—f(x)(1+£2)(]+83)(1+€4)
_ St =) S fethes — flx)g
. > .

Antar vi dessutom att f(x) =~ f(x+h) far vi uppskattningen:

[f(erh)—f(x)}_f(X+h)—f(X) <‘f()€)
h h = h

6£mach .

g

Det totala felet e;,;,; far vi om vi adderar de tva felen:
f(x) Mh
h

2
<~

diskretiseringsfelet

Crotal < 6Smach +

avrundningsfelet

Tar vi |h| for litet dominerar avrundningsfelet och om vi tar ett for stort |A|
dominerar diskretiseringsfelet.
Berikna diskretiseringsfelet for approximationen f(x) &~ (f(x+h) — f(x—h))/(2h).

Losning:
Approximativt virde (Taylor’s theorem):

"(x 2 111 3
(*)f(x+h)=f(x)+f’(x)h+f Wh”  f"(Q)h

2! 3! ’
(+4) £ 1) = ) £ + LSO
(1) — (55 :
fx+h)—f(x—h)=2f'(x)h+ 2 ”;(!Q) n,
2 (W=l h)— ) -2 1D,

som kan skrivas om

Flth) = flx—h) 2" (@K

fo) = 2h 3124

Trunkeringsfel €:

2Ok flx+h)—flx—h)
E= 3 2h ALk

Lat M < |f"(Q)], da trunkeringsfel, eller diskretiseringsfel, € dr begrinsad med
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e ME
c

3 Ovningar: linjiira ekvationssystem

1. a) Visa att matrisen A &r singulér.

110
A=|121
132

b) Hur ménga Iosningar har systemet Ax = [2,4,6]7?
Losning: a) A[1,—1,1]7 =0 — det(A) = 0.
b) In Matlab:

>> b/A
Warning: Matrix is singular to working precision.
ans =

NaN Inf -Inf

2. Berikna A~! d&

100
A=1]1-10
1 -21

Losning:

Inversen beridknas normalt med LU-faktorisering. Beteckna inversen med X,
s.a. AX = I. Kolonnvis far vi Ax; = ey, dir x; och e ér kolonn k i X resp.
I. Vi har n linjara ekvationssystem att 16sa. A &r triangulédr vilket forenklar
16sningsprocessen. Vi kan i detta specialfall berdkna inversen med tre framat
substitutioner.

Problemet kan dven 10sas via ansats. En triangulédr matris har en triangulir invers
(om den existerar) s.a. (A=) =1/ ay - Ansatsen ger

100 1 00][100
I=|010|=|a—-10||1-10
001 B yl||1-21

X A

vilket ger systemet (visa !)
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a—1=0
B+y+1=0
—y—2=0

vilket ger & = B =1 och y= —2.
. A ir kvadratisk med A> = 0 Visa att A ir singulr.
Losning:
0 = det(A?) = (detA)? = detA = 0.
. Antag att A, B € R"™" Visa att: a) (AB)T = BTAT samtb) (AB)~! =B~ 'A~! (nir
A och B ir ickesingulira).

Losning:

a) Vi visar istillet (AT B)T = BTA. Detta #r ekvivalent med det som efterfrigas
om vi tar C = AT, Partitionera matriserna kolonnvis A = [ay,...,a,] och B =
[b1,...,bn]. Vi far:

a’ a;’by a;’by .-+ a;’by

T azT aszl azrbz aszn
ATB=| _ |[biby--bp]=| . .

a,’ an’by ag’by -+ ap’by

Transponatet av ovanstiaende blir

ap’by ay’by -+ a,’by bi"a; by’ ay -+ by’ a,
alsz aszz aszZ b2T31 b2T32 szan
a;’by a3"by -+ a," by bn"a; bp'a; -+ by’ a,

vilket ir lika med BT A. Likheten ovan foljer av att x” y = y” x.
b) Det enklaste sittet dr att multiplicera ihop matriserna och se att vi far enhets-
matrisen:

(AB)(B'A™ )Y =ABB HA ' =AIA"' =AA" =1

Multiplikationen fran andra hallet foljer analogt.
. A drickesingulir. Visa att (A~1)T = (AT)~! Vi skriver dirfor A7

Losning:

Vi visar forst att inversen dr entydig. Om C é&r ickesinguldr och CX =1, CY =1
foljer C(X —Y) =0, men C dr ickesinguldr sa X —Y = 0.
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Vidare ér AT (AT)~! =TI men det giller ivenatt  =A~'A = (A~1A)T =AT (A~ )T,
Det foljer att (A~1)T = (AT)~1.
6. Beskriv, i punktform, hur man loser systemet

L1 0 X\ b

B L, y e’
Ly och L, dr undertrianguldra ickesingulidra matriser. Vektorerna har partitioner-
ats sa att de passar ihop med blocken i matrisen.
Losning:

Systemet &dr ekvivalent med

L1X=b
Bx+ILy=c¢

Algoritm: Los Lix = b, bilda t = ¢ — Bx och 16s slutligen Lyy = t.
7. a) Berdkna LU-faktoriseringen av matrisen nedan. b) Nér dr matrisen singulér?

<)

Losning:

A La| _ |60 | fuiywn | _ {unbyy G
cb Oy lyn| |0 ux Ooury bog -uip+Lloy-us |
—_——— ———
L U

Liiun = 10wy = a,borury = ¢, 001 -uip +400 -uxn = bl =0n=1.

10]|1 a
A_Ll} {Ob—ca}
Singulédr om b = ca.

8. Visa att en symmetrisk och positivt definit matris A har: a) positiva diagonalele-
ment; b) "stor diagonal”, a; j +ay x > 2|a;x|; ¢) det till beloppet storsta elementet
pé diagonalen; d) har positiva diagonalelement, i D, i LDL” faktoriseringen.

Losning:

Definition: x” Ax > 0,Vx # 0.
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a) Tag X = ek,ekTAek = Ak k-
b) Med 0 = —sign(a;j) och x =e; + oe; fas

aj,j + agk

xTAx:aj7j—|—26aj7k—|—ak7k>0:> > |aj

¢) laji <

ajj+agx
—Ho - < max(a j, ag)

d) Eftersom A #r positivt definit kan man visa att LDL -faktoriseringen alltid
existerar (dvs. inget pivotelement kan bli noll). L &r alltsa ickesingulér och vi kan
tax = L Te; (e dr kolonn & i I). x kan inte vara noll (varfor?) och vi far

0<x"Ax=[L Te,)"LDL"[L"e;] = €] Dey = dyx

9. Visa att matrisen nedan saknar LU-faktoriseringen:
01
10
Losning:

Gor ansatsen
l|u1 =0
Iy O | u up _ 01 N Liu =1,
bl 0 u3 10 bu; =1
buy +luz3 =0

liuy = 0= [y = 0eller u; =0, men dé kan inte [yur = 1 och Lu; = 1.
10. Anvind Choleskyfaktorisering for att avgora for vilka o f6ljande matris dr posi-

tivt definit.
ol
a=[12]

Losning:

Vi behdver antaga o # 0 for forsta steget i Gausseleminationen:

[al][ﬁno }[&1&1][@‘; bn-b
12 by by | |0 I b1 -0 G 445,

L LT

=A=LL",

v |\ v
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11.

12.

13.

For att kunna dra roten ur diagonalen méste & >0 och 2 —1/a > 0. Alltsa a >
1/2.

u,v € R". Nir existerar (I —uv’)~!'? Bestim inversen nir sa ir fallet (Den har
nidstan samma form som matrisen sjilv).

Losning:

Om matrisen 4r singulir existerar x # 0 sa att (/ —uv’ )x = 0 dvs. x = u(v’x),
dvs. x méste vara parallell med u. Tag x = u. Detta geru = u(v’ u) dvs. vV/-u = 1.
Om v'u # 1 4r matrisen ickesingulr.

T

(I—uwv)(I—ouv’) =1—cuv’ —uv’ +uv’ouv’ =7—uv' (1 +0—ov'u)

Detta dr enhetsmatrisen om ¢ = 1/(v'u—1) och viu # 1.
Visaatt || - ||, p = 1,2, 0 verkligen &r vektornormer.

Losning:

p=1

D |Ix][1 =X} [x%| >0omx#0.

2) [yl =X [vxel = Y1 X1 | = [71]Ix]]1

3) [x 4yl =X e+ yiel < X (el 4 [yil) = X7 beel + X3 el = [l + [y
p=2:

1) och 2) enkla, visar tredje villkoret.

Ix+y|3=x+y) (x+y) =x"x+2x"y+y"y
< |Ix[[3 +211xll2llyll2 + 11113 = (Ix]l2+ [l¥]2)*

p — 00,
1) och 2) enkla, visar tredje villkoret.

[ o = i 3] < max (| + ) < max ]+ mx
= [Ix[leo + [[¥[]eo

Visaatt || - ||, p = 1,00 verkligen dr matrisnormer.

Losning:

p=1:

1) [|Alli = max; Y, |a; j| sa om A # O finns nagot a; j # 0 varfor ||Al|; > 0.

2) [|yAllr = max;; ¥ [yai ;| = max; ¥; |Vl|ai j| = [yl max; ¥ ]ai ;| = [Y]IA]lL

3) [|A+ Bl = max; ¥, |aij + bij| < max;¥,(laij| + [bij|) < max;¥;laij| +

max; ¥, |bi j| = [[All1 + B[]

Nu till submultiplikativiteten. Vi visar ||Ax||; < ||A]|1||x]|1 forst. Det foljer fran

definitionen av normen
[|Ax[+

X[l

A =
[|All1 max
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14.

15.

16.
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att [|A]]1 > ||Ax||1 /||x||;. Nu till |[AB]|;. Antag att max antas for kolonn & i B:
[AB||1 = [[Abgl[1 < [[Al[1[[bk[l1 < [IA[[1]|B]]:

p = oo kan visas analogt. Ett trick ir att [|[A” ||} = [|A]|o.
Visa att ||x||4 = (x”Ax)'/? definierar en vektornorm (elliptisk norm), da A #r
symmetrisk och positivt definit.

Losning:
Lit A = CCT vara Choleskyfaktoriseringen av A. D4 dr
Ix[la = (x"A%)'? = (x"€CTx)"* = ((C"0)" (€Tx))/* = ||C" x||2

Vi kan alltsé aterinfora ||x||4 pa tvdnormen. Eftersom A ir positivt definit och
didrmed ickesingulir #r dven C ickesingulir, varfor CTx = 0 < x = 0 Vi testar nu
de tre normvillkoren:

D [|x]la >0,x#0ty ||CTx|[2 >00mx # 0ty || -||2 & en norm.

2) ax|la = [|aCTx||2 = |al[|CTx[|2 = |er][|x]a

3) [x+¥lla = €7 (x+¥) |2 < [C7x]2 + ICT¥ll2 = Ixlla + 1yl

a) Visa att ||A||max = max; j|a; ;| definierar en matrisnorm, men att den ej dr sub-
multiplikativ. b) Visa att [|A||r = (¥, ; |aij|*) 1/2 iir en matrisnorm (Frobeniusnor-
men).

Losning:

a)

1) [|A|lmax = max;x|a; k| > 0 om nagot a; # 0.

2) |YAllmax = max x |ya; x| = |yimax;x |a; x| = [V][|A][max

3) ||A+ Bllmax = max;ylajx +bji| < maxjy(|aji| + [bjxl) < max;yla;il +
max; i b k| = [|Allmax + || Bl max

Notera att denna norm inte #r submultiplikativ. Tag A = ones (2). D& ir
|AA|Imax = 2, men [|Al|max = 1.

b) Lat vec(A) vara den vektor som fas om man staplar alla A:s kolonner pa varan-
dra. Vi ser att ||Al|p = ||vec(A)]|2-

D) ||AllF = ||vec(A)||2 > 0 om nagot a; ; # 0.

) [7Allr = llyvee(d)ll2 = llivec(4)] = 1ilAllF

3) A+l = |vec(A-+B)ll> = [[vec(A) +vee(B) | < [[vec(4) |+ [vec(B) | =
1Allr + 1Bl

Lat D = diag(d,,...,d,) med alla d; # 0. Berikna k(D) (fér de tre normer vi
anvinder).

Losning:
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17.

18.

19.

20.

D! =diag(1/dy,...,1/d,). Fér en diagonalmatris giller || D|| = max; |d| (for de
tre normer vi anvinder). S& k(D) = max |d| max |1/dy| = max|dy|/ min|dg|.
Berinka K (A) som funktion av o da

i

Losning:

Om o = 1 sa dr matrisen singuldr och vi séger att kj(A) = oo. [ annat fall giller

l o 1 1 —«o
Kl(A)_H[ll} | 1“[1 1] 1
————
[lAllx A=,

=max(1+|al,2) -max(1+|al|,2)/|1 — af

[l A=

Med andra ord, ki (A) =4/|1 — o] om |a| < 1 och (1 + |e|)?/|1 — e| annars.
Visa att en positivt definit matris A &r: a) ickesinguldr och att b) inversen ar posi-
tivt definit.

Losning:

a) Om A ir singulir existerar X # 0 s.a. Ax = 0. Medfor att x” Ax = 0, motsigelse!

b) Vi kriiver inte att A dr symmetrisk utan vet bara att x’ Ax > 0 om x # 0. Tag x =
A" ly (noteraattx =0 <y =0). Vifir 0 < x’Ax = (A" 'y)TA(A" ly) =y"A Ty
som ir en skaldr sd att vi kan skriva (eftersom (skaldr)” dr det samma skalir)
(yTATy)T =y"ATy. Men (yTA~Ty)" =y"A~ly. Alltsa ar 0 <y’ A~ ly.
Antag att A = BBT dir B ir ickesingulir. Visa att A dr symmetrisk och positivt
definit.

Losning:

Symmetrisk ty AT = (BBT)T = (BT)" BT = BB" = A.

Positivt definit ty x” Ax = x" BB x = (B"x)"B"x = ||B"x||3 > 0 om x # 0.
Antag att B nedan, av ordning n + 1, dr symmetrisk och positivt definit, ¢ dr en
skalir, a en kolonnvektor om n element, och A en kvadratisk matris av ordning 7.

T
aa
=[]

a) Visa att @ > 0 och att A &r positivt definit.
b) Berdkna Choleskyfaktoriseringen av B i termen av o, a och A.
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22.

Larisa Beilina, e-mail: larisa.beilina@chalmers.se
Losning:
T _ T _ T T _
a)x'Bx>0omx#0.Tagx=e; #0. Ger 0 < e¢; Be; = e [o,a’ |' = a. Tagnu

x! = [0,y] med godtyckligt y # 0. Detta medfor att

T
T - T o a 0 T
0<x BX_[O’Y]{aA}{y}_y Ay.
_[ay
= ay

b) Gor ansatsen (L matris, z vektor, och A skalir):

aal] [20][rz] [A? ALl
aA| |zL|[|0L"| |Azzz" +LLT
L LT

vilket medfor A = /o, z=a/y/a och LLT =A —zz" =A—aa’ /a.
Antag att A € R™" har rang n. Visa att AT A ir positivt definit.

Vi kollar:
KT (ATA)x = (Ax)T (Ax) = ||Ax]]3

Det sista uttrycket kan inte vara negativt (det &r ju en norm). Sa fragan 4r om det
kan vara noll dven om x # 0.

[|Ax|],=0—Ax=0

vilket inte kan intriffa eftersom A har full kolonnrang enligt forutsidttningarna.
Antag att A € R™*" dr bade ortogonal och triangulér.

e a) Visa att A dr diagonal.
e b) Vilka diagonalelement har A?

Losning:

e 2a) Antag att A ir reell och undertrianguldr. Eftersom A dessutom ar ortogonal
giller att AAT = I. Innerprodukterna mellan forsta raden i A och kolonnerna i
AT blir

ap1-ain,al -az,a1,1 a3, ..., 41,1 dl

eftersom forsta raden i A endast innehaller ett element skilt fran noll (ndmligen
ai,1)- Men eftersom forsta raden i enhetsmatrisen har nollor utom i forsta po-
sitionen maste

a1 =dasj] =...dp1 = 0.
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Vi kan nu utnyttja induktion och upprepa resonemanget for andra kolonnen i
A osv.
e b) Det maste gilla att a% ¢ = lsdattag, = £1.

For n = 2 har vi:

- 10| |an O ap ay | a%l anazl | a%l 0| [£10
o1 any ax 0 axp - ariai a%l—&—a%z 10 a%z T 0 +1
23. Antag att den partitionerade matrisen nedan &r ortogonal (A och C &r kvadratiska).
Visa att A och C maste vara ortogonala och att B = 0.

AB
0cC
Losning:

Detta &r en form av generalisering av foregdende 6vning. Vi kollar:

10] [AB]"[AB] [AT 0][AB] [ATA ATB 10
0o/ |ocC oc| |BTcT||oc| |BTAB'B+CTc| |01
Detta innebir att ATA = I, s att A dr ortogonal. AT B = 0 skall vara nollmatrisen

vilket, eftersom A dr ortogonal och dirmed ickesinguldr, medfor att B = 0. Detta
medfor slutligen att C ir ortogonal, ty BPB+CTC = I.

4 Ovningar: minstakvadratproblem

1. Vi vill 16sa minstakvadratproblemet

min ||Ax — b |3
X

da A har ortogonala kolumner (ajT.ak =04da j # k). Hur forenklar denna egenskap
hos A 16sandet av problemet?

Losning:

Om A har ortogonala kolonner s ir ATA = D, dir D = diag(al a,d} ay, ...,al a,).
Antag att ingen kolonn har lingden noll, da 4r matrisen D ickesingulédr med invers
D~ =diag(1/||a1|3,1/||az||3, ., 1/||ax||3). Losningen till minstakvadratprob-
lemet kan skrivas (normalekvationerna) x = (ATA)~!ATb (ty om A har ortogo-
nala kolonner och inga nollkolonner sa maste den ha full kolonnrang. Varfor?)
S&, x =D~ 'ATbeller x; = al b/||ay||3.
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2. Vi vill anpassa méitpunkter (z,Ny) (alla Ny > 0) till funktionen
N(t) = Noexp ™.

Gor en lamplig omskriving av problemet s att parametrarna, No och A, i mod-
ellen kan bestammas med hjilp av ett (linjirt) minstakvadratproblem.

Losning:

Problemet dr att Ny och A ej ingér linjért i modellen varfor vi inte kan anvinda
min, ||Ax — b||3 direkt. Idé: logaritmera

logN (1) =logNy — At.

x1 :=logNp,xp :=A,b:= logN(t), da

b =x; —xat.
Da far vi
2
1 -1 IOgN(l‘l)
. 1 —t [xl} logN(1)
min . — .
x Do X2 :
1 —ty, log N (1) )

Nir x dr berdknad sitter vi Ny = "' och A = x».
3. Givet métpunkterna

(tkabk) = (*n,O), (7(’17 1)30)3 ) (*130)3 (Oa 1)a (130)3 (230)3"'7 (H,O)

anpassa en rit linje till punkterna i tvanorm. (Alla by-vérden dr O forutom da
tr =0ndr b, =1.)

Losning:

En rit linje har ekvation: f(¢) =x; +x2t. A och b har 2n+ 1 rader och ser ut som:

— 0

1 —-(n—1) 0
A=11-1 ,b=10
10 1

| 1n ] 1 0]

Pa rad n+ 1 star 1 i vektor b. Vi noterar att vi kan utnyttja foregaende uppgift
eftersom A har ortogonala kolonner.
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Losningen blir alltsa

— 2n+10 1 T
— (AT AN=14Tp _ — | 2n1
X=(ATA) AT =1 2n(n+1)(2n+1)/6} M [0" ]
Den riita linjen ges alltsd av f(r) = x; +xot =1/(2n+1) +0-1 eller f(r) =
1/(2n+ 1) (konstant oberoende av 7).
4. Antag att x och y 16ser problemen

min ||Ax — b||3 resp. min (A4 E)y—b|3
x y

y dr alltsa 16sningen till ett stort problem. Studera minstakvadratproblemet min, ||Ax —
b||3 ur stérningssynpunkt da

10 by
A=106|,0<6<<1,b=|by|,b3#0
00 b3
och da vi stor A med E
00
E=]00],0<e<<d<<]1.
0e

Losning:

Vi sitter upp normalekvationerna AT Ax = AT b och far

ATAx = [1 0 }x: { bi } —>x:(ATA)—1ATb:[ by }

0 82 by by/8
N—— N——
AT A ATp

Vi siitter nu upp normalekvationerna for det storda problemet, dvs. (A+E)7 (A +
E)y=(A+E)"b.

T _|r o _ T, by
(A+E) (A+E)y= {0 52+82}y—(A+E) b= |:5b2+8b3:| —

by by
Obytebs ~ Sby+ebs
524¢2 52

y=A+E)(A+E) " A+E) b=
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€10 0
yoxx g || = lIERE@ |,

med k> (A) = |[AT||- |A]| = § eftersom

sl = a7y a7 = || =178 a1 =1,

01/60“

. Vi har modellen e* = b och vill bestimma ¢. Formulera ett ickelinjirt och ett
linjédrt minstakvadratproblem. Los problemen exakt da antalet observationer dr
m=2ochdirs =1,/ =2 samt b, = 1 /2. (Den optimala losningen beror alltsa
av by.)

Losning:
Ickelinjart minstakvadratproblem:
min e — b3
Linjért minstakvadratproblem:
min ot — log(b) 3
For antalet observationer m = 2: Ickelinjédrt minstakvadratproblem:
min(e®" b1)? + (%2 — by)?
Linjirt minstakvadratproblem:
m(in(oztl —log(b1))* + (at2 —log(hy))?

Forst for antalet observationer m = 2 vi I “oser ickelinjédrt minstakvadratproblem.
Vi vill 16sa:

(" =b1)* + (% = b2)?)p =0

och deriverar ickelinjédrt minstakvadratproblem:

(€% —b1)? + (e%2 — by)?), = 211€¥1 (€™ — b)) + 21%2 (%2 — by).
Déat = 1,1 =2 och by = 1/2 vi far ekvationen:
0=e%(e* —by) +2e% (€% —1/2) = &% — b1e® +2¢** — % = 26** — by e?.
och 2¢** = bye®, logaritmerar med log, :

log(2) +4a =log(by) +
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4o — o =log(by) —log(2),

o log(bl);log(Z)

Nu for antalet observationer m = 2 vi l9ser linjdrt minstakvadratproblem. Vi vill
losa:
(ot —log(b1))* + (et —log(b2))*)g = 0

och deriverar linjart minstakvadratproblem:
(ot —log(by))?* + (aty —log(hy))?)h, = 211 (auty —log(by)) + 262 (it —log(hy))
Dét; = 1,5 =2 och by = 1/2: vi far ekvationen:

0= o —log(h))+2(20c —log(ba)) = 50t — (log(b1) +21og(h2))

och 50 = log(by) + 2log(bz),

o log(b1)+2log(by)  log(by)+2log(h)
B 5 B 5

5 Ovningar: ickelinjira ekvationer

1. Man kan hirleda Newtons metod med hjélp av Taylors formel. Vi star i punkten
x; och soker en korrektion, &, sd att f(x; 4+ h) = 0. Gor en Taylorutveckling och
ta bara med upp till forsta ordningens termer i 4.

Losning:
Taylors formel:

F(x) = f(x0) + £ (x0) (x —x0) + [ (x0) (x —x0)* /2 + ...

0= f(x) = f(x0) + f'(x0) (x — x0)
eller i iterativt form for x = x;, + A,
0= flu+h) = flx)+hf (x)

sa
ha —f(x)/f (xk)
vilket ger nésta punkt

X1 =X — f () / f (x),

eller Newtons metod.
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2. Uppskatta |x* —£| da f(x) = x* —2x —5 och £ = 2.1 for problemet f(x) = 0.
Losning:

Residualen #r f(£) = £ — 2% — 5 =0.061 > 0. Eftersom f(2) =2° -2.2 -5 =
—1 < 0 finns minst en rot i intervallet (2,2.1). Vi noterar att f/(x) = 3x*> =2 >0
om x > /2/3 ~ 0.82. Detta innebir att funktionen &r stringt vixande vid (det
enda) nollstillet och att x* < £. Vi har visat att |x* — | < |f(£|/M dér M é&r en
undre begrinsning av |f'(x)| i intervallet x(x*, £). Eftersom derivatan dr striingt
vixande och positiv for x € [2,2.1] och eftersom 2 < x* < £ s giller att |x* —%| <
0.061/f"(2.1) = 0.0054319. For att sammanfatta: 2.1 —0.0054319 = 2.0946 <
x* < 2.1 Taylors formel ar:

0= f(x) = f(xo) + f'(x0) (x —x0)
For exakt x* och xg = £ Taylors formel r:
0=f(") = f®)+(®E -5
eller for £ = 2.1:
W — 5] < |FR)/F (§)] = 0.061/f(2.1) = 0.0054319.

3. Vi vill uppskatta |x* — %[, dd f(x) = x* — 6x? + 9 med £ = 1.7. Notera att /3 ir
en dubbelrot.
Losning:

Residualen #r f(£) = 0.0121 > 0. Det &r inte méjligt att f& ndgon anvindbar
begrinsning av derivatan, f’(x) = 4x> — 12x = 4x- (x> = 3), ty f'(/3) = 0. Vi
misstinker starkt att v/3 ir en dubbelrot (dvs. f(x*) = f'(x*) = 0). For att fa en
grins pa |x* — £| utnyttjar vi en term till i Taylorutvecklingen och far:

(£ —x*)?

FE) = +Ex) = [0 + (=2 f1() +=——1"(8), §€ (. 4).
——
0

OmM < |f"(&)|,& € (£,x*) giller att

2lf(®)
M

[ <

Vi vill uppskatta |x* — £|, da f(x) = x* — 6x> +9 med £ = 1.7.

Vi ser att f”(x) = (x* —6x> +9)” = 12(x> — 1) som ir viixande i en omgivning
kring roten v/3. Vi noterar att f(x) uppfor sig som en parabel i en omgivning av
roten. Eftersom f’(£) = f/(1.7) = —0.748 < 0 ligger £ till véinster om x*. Alltsa
kan vi ta M = f”(8) och far:
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3.3-1072
NG

For att sammanfatta:
1.7<x*<1.7433-102.

4. Sitt upp Newtons metod fér problemet x> = 1 och visa att metoden aldrig kon-
vergerar om x” = oi, o # 0 € R. (Vi studerar komplexa x; med andra ord). Visa
slutligen att metoden konvergerar for alla reella xy # O (svarare).

Losning:

Newtons metod &r:
X1 = Xk —f(xk)/f/(xk)-
Vihar: f(x) =x>—1=0, f(x) = x7 — 1, f/(xx) = 2x¢, Newtons metod:

x%—l _x,%—i—l

T Tl RS

Xk+1 = X —

Om x; dr rent imaginért x;, = o sa giller

Xept = (v + 1/x0) /2 = (i + 1/ ai) /2 = (i + i/ ati i) /2

oot

som ocksa &r rent imaginért. S& om nagot x; dr rent imaginért sa kommer ocksa
alla efterfoljande vérden att vara det (enda undantaget 4r om nagot x; = 0 i vilket
fall x| inte existerar). Fixpunkterna: x* = f(x*):

=" 4+1/x%)/2,
() +1

2 =x"+1/x" 2 = —,
X
2(x*)? = (x*)? —1=0; (x)> =1 =0;x" = 1.

Eftersom fixpunkterna dr +1 och reella (och inte dr rent imaginira) sa far vi ingen
konvergens.
5. Sitt upp Newtons metod for foljande problem:
a) x> —2x—5=0.
b)e ™ =x.
¢) xsinx = 1.

Losning:
Newtons metod ir for att 16sa f(x) = 0:

Xt =X — f () / f (xk).-
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a) f(x) =x> —2x—35, f'(x) = 3x> — 2. Newtons metod:

0—2x—5
X+l =Xk — — 535 ~
3x,%—2
6 \- T 20 T T T T T T T
15
? < 10

-2x-5
- 2x - 5=

3
3
o

function x
function x
°

1 2 3 4 5 6 7 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3
iteration X

a) Konvergens b) Exakt funktion f(x) =x> —2x—5=0
Fig. 1 Newtons metod for f(x) = x> —2x—5=0med xo = 1.5,t0l = 10713,

b)e ™ =x.
Newtons metod ir for att 16sa f(x) = 0:

Xt = — f () [ f ().
f(x)=e " —x, f'(x) = —e~* — 1. Newtons metod:

ek —xy,

Mt =X T T

¢) xsinx = 1.
Newtons metod ir for att 16sa f(x) = 0:

Xt = X — f () [ f ()
f(x) =xsinx—1, f’(x) = sinx + xcosx. Newtons metod:

Xk sinxk —1
Xl =Xfg — /.
+ SIN Xy + Xj COS Xi

6. Newtons metod anvinds ibland for att implementera kvadratrotsfunktionen. Vi
vill beréikna /y, sitt upp Newtons metod for problemet.

Losning:

Newtons metod ir for att 16sa f(x) = 0:
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.
e* -x=0
3
2
o o
. :
X o
‘0) h ‘d)
5 5°
< =4
2
1.4 -3
1 2 3 4 5 6 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3
iteration X
a) Konvergens b) Exakt funktion f(x) =e *—x=0
Fig. 2 Newtons metod for f(x) = ¢ —x =0 med xg = 1.5,t0l = 1015
05@ 1
—— 08 xsin(x)-1=0
ol
0.6
0.4
o 03f °
"T‘ 02
% 02t £ o
s =02
g ort H
s 204
-0.6
ol
-0.8
o ‘ N S B R 4
1 15 2 25 3 35 4 45 5 -1 -05 0 0.5 1 15 2 25 3
iteration x
a) Konvergens b) Funktion f(x) = xsinx—1=0

Fig. 3 Newtons metod for f(x) = xsinx —1 = 0 med xo = 1.5,10l = 101,

Xt = X — f () /()
Vi har: x = ,/y, hiir x ér okéint, dd x> = y och vi kan ta f(x) = x> —y = 0. Newtons
metod for att 16sa f(x) = x> —y =0:
xg—y
2xk '

X+l = Xk —

7. Aven division, 1/y, kan implementeras med hjilp av Newtons metod. Formulera
en lamplig ekvation och sitt sedan upp Newtons metod (som givetvis inte far
innehalla nagon division) for ekvationen.

Losning:

Newtons metod ér for att losa f(x) = 0:
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Xyt =X — f(0) /f ().

Vi har: x = 1/y, hér x &r oként, dd 1/x =y och vi kan ta f(x) =1/x—y=0.
Newtons metod for att 16sa f(x) =1/x—y =0:

1/x—y
(—x%)

=x+((1 —yxk)/xk)(xk)z = X+ (1 — yog)xx = X +Xp —yx%

=+ (1/x—y) (x)?

X1 = X —

= 2xx —yx,% = x (2 — yxr).

. Vi vill 16sa ekvationen x*> — y = 0 givet y och studerar darfor fixpunktsiterationer,
X1 = &(xe).-

a) Ar g(x) = y+x — x? respektive g»(x) = 1 +x —x?/y lokalt konvergenta
metoder om y = 3?

b) Hur ser den g(x) ut som svarar mot Newtons metod?

Losning:

a) Om vill 16sa ekvationen x> —y =0, da x> = y och x = AT

Nir g1 (x) = y+x—x? har vi: g} (x) = 1 — 2x eller for x = \/y har vi: g (,/y) =
1-2,/5.0my=3dig|(V3)=1-2V3,|g|(V3)| = |1 —2v/3| ~2.5> 1 och
metoden x; = g (x¢) &r ej konvergent.

For funktionen g>(x) = 1+x—x?/y har vi gh(x) = 1 —2x/y eller for x = ,/y
har vi: g5(\/y) =1-2,//y=1-2//5.Omy=3dag)(v3) =1-2/V3~
0.15 < 1 och metoden x| = g»(x;) dr konvergent. Fixpunkt: for exakt x* vi ska
16sa g2(x) : x* = go(x*) eller g2(/y) = 1 +/y—y/y = /3. Vi kan skriva om den
ekvation som x* = g (x*) for x* = | /y , alltsd x* = /y ér fixpunkt.

b) Hur ser den g(x) ut som svarar mot Newtons metod ?

Newtons metod ir:

Xt = X — f () [ f ()
Nu har vi: f(x) = x*> —y =0, f'(x) = 2x. Newtons metod &r:

-y x Y

Zxk 2 2xk '
N——

X1 = Xk —

g(x)

Sag(x) =5 +4; och g'(x) =1/2— 55 Forx = \/y har vi: g5(\/y) = 1/2—2%:

2— .
0 < 1 och metoden x4 = x; — Xkaky ir konvegrent.

Fixpunkt: for exakt x* vi ska 16sa g»(x) : x* = g(x*) eller

*

Yy
=yt

For x* = /Y har vi:
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_VY Ly VY VY
VWES st T Y

<

och x* = /y ér fixpunkt.
9. Formulera Newtons metod for foljande tva problem:

a)
X +x3—1=0,
x% —x=0.

b)

x%—i—xlx% -9=0,
3x3xy —x3 —4=0.

Losning:

Newtons metod for system ér:

Xer1 = x5 —J(f () ™) f (), )

var J(f(x;)~") dr inversa Jacobianen.
a) For problem

X2 +x5—1=0,
{x% —xp =0.
har vi for f = (f1, »)"
Si(x1,x2) :x%—i—x% —-1=0,
fz(xl,xz) = x% — Xy = O.
Newtons metod (9) blir da
{X’f“} _ {x’f} - [2)/; ZX’E]I [(X’f)%(%)z—l}

Rl il ] R P iy

b) For problem
x% —|—x1x§ -9=0,
3x%xz —x% —4=0.

har vi for f = (f1, /)7

{fl (x1,%2) = x% +x1xg —-9=0,
fo(x1,x) = 3x%xz —x% —4=0.

Newtons metod (9) for x = (x1,x2)7 blir d&

Pran Xk
o)=L
24 +08) 3
- s
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10. Tag ett steg av Newtons metod for problemet:

=0
2x1xy = 1.
Losning:
2.2
~2=0
Forsystem { - "2 harvifor f = (fi, )7
2x1x2 =1.

f(x1,x2) =2x1x, — 1 =0.
Newtons metod (9) for x = (x1,x2)7 blir d&

{ﬁ (x1,x2) =22 —x2 =0,

[k} _ H - [2x’f —zxé}‘l {W— <x’5>2}

|
xlg“ xé 2x]§ 2x’f 2x’1‘x’§ —1

For x" = (0,1)7 Newtons metod r:

) o] Jo-2]'[-1]_T[o] [-1/2] _[1/2
o1 2 0 -1 |1 —1/2| 172"
11. Givet en lokalt konvergent fixpunktsiteration, x| = g(x). Ge en bevis-skiss for
att vi far linjér konvergens om g’ (x*) # 0.
Losning:
Fran Taylors formel for @ € (x*,x;)

*

st = = [ g(0) +8' (@) (5 —x) | —x
—~—

Xx*

=g(0)(x —x"), O € (x",x;)
~——

0
sd att
|xk+1 x|
g —x*| =16l

Om g ér tillrdckligt sndll kommer g’ (%) < C < o d& k — oo vi har minst linjir
konvergens som konvergerar mot g’(x*) # 0.

12. Givet en lokalt konvergent fixpunktsiteration, x| = g(x). Ge en bevis-skiss for
att vi far kvadratisk konvergens om g’(x*) = 0.

Losning:
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Fran Taylors formel for @, € (x*,x;)

* * * * 1 * *
Xept =2 = | () +&' () (e — ) + 58" (O) (e —x*)? | —x
~——

2
x*
k 1 k
=g/ () (v —x) + ¢ (0) (i — x")?
——
0

1 « .
= Eg//((ak)(xk_x )%, O € (x",xz)
sa att

P =x"| _ [g"(Oxl)

g — |2 2

Om g ir tillrickligt snéll kommer g”(0;) < C < oo dd k — o vi har minst
kvadratisk konvergens.
13. Vi studerar Newtons med fix riktning (modifierad Newton):

X1 = xx — f(xx)/d.

a) Vad maste d uppfylla for att metoden skall vara lokalt konvergent? b) Vad
blir, i allménhet, konvergensordningen? ¢) Finns det nagot virde pa d sa att vi
fortfarande far kvadratisk konvergens?

Losning:

a) g(x) =x— f(x)/d,xp 1 = g(x). x* dren fixpunkt, ty g(x*) =x* — f(x*) /d = x*
och f(x*) =0.

() =1 r'(v)/d,

For konvergensen vi ska ha |g/'(x*)| = |1 — f'(x*)/d| < 1. Ett siitt att skriva detta
ar |d — f'(x*)]/]d] < 1, d méste alltsa likna f’(x*) i denna relativa mening.

b) Vi kommer normalt att fa linjdr konvergens. Se féregaende 6vning.

¢) Om d = f’(x*) har vi minst kvadratisk konvergens, ty ¢'(x*) =1 — f'(x*)/d =
0. Se foregaende 6vning.

14. Vi vill I6sa x> — x — 2 = 0 och studerar foljande fixpunktsiterationer:
2

a) g1(x) = x* =2,

b) g2(x) = Vx+2,

¢) g3(x) = 1+2/x,

d) ga(x) = (¥ +2)/(2x—1).
Analysera konvergensen mot x = 2.

Losning:

Alla funktionerna har (2, —1) som fixpunkter. Ridknar fixpunkter:
X =g () = x = (") =2 ()P —x"-2=0-x],=2-1;
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b)x* =g(x") =V +2 = (x")2—x"—2=0—x],=2;—1;

Ox =g3(x") =142/x" - (x")? —x* —2=0—x,=(2-1).

Vi ska analysera konvergensen mot x = 2. Det éterstér att undersoka derivatorna.
a) g =2x,|g}(2)| =2? =4 > 1 -ingen konv.

b) gh =1/(2vx+2),|g5(2)| = (1/2)/v/2+2 = 1/4 < 1. Konvergent.

) gy = —2/x%,|g5(2)| = 1/2. Konvergent.

d) g, (x)| = (P +2)/ (2x—1) = (2 +2)(2x— 1)/ /(2x—1)> = (2x(2x— 1) —2(x*> +
2))/(2x—1)2, s |g}(2)| = 0. Konvergent.

—©— solution:0.84701

2. x2=0
o -
" 2
function x “-2=0
: o
o

function x

-1 05 0 05 1 15 2 25 3 0 5 10 5. 20 25 30 35 40 45
X iteration

a)exaktf(x):x2fx72:0 b) g1

Fig. 4 Ovning 14. Exakt f(x) = x> —x —2 = 0 och konvergenshastigheterna for g, med xo =
1.5,t0l = 10715, Vi ser att gy dir divergent.

215 - 2 e ; P : : -
——g, konviter.25 —6— solution:0.84701
o1 g, konv.ter.:48 15
—0—g,, konv.iter..7

function

P

&

" 2
function x “-2=0

185 - 15
18 ‘ ‘ ‘ ‘ _2 0% 0, - I
0 10 20 30 40 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
iteration iteration
a) konvergens for g2, 83,84 b) divergense for g

Fig. 5 Ovning 14. Konvergenshastigheterna for g;,i = 2,3,4 med xo = 2.5,r0l = 10~1. Vi ser att
g1 dr divergent, g, och g3 konvergerar linjért, g4 slutligen &r kvadratiskt konvergent.

15. Forsok att hitta sa manga rotter som mojligt till systemet med hjilp av Newtons
metod:
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sin(x) +y* +log(z) = 3,

3x+20 -7 =0,
P +yr+23 =6
Losning:

Newtons metod blir:

-1

K+ s cosxk 2y zlk
=1 - 32" 2 —3(%)2 | -/,
! Z wk o apk 3()?

var

sinx* + (¥)2 +logz* — 3

sz 3xk+2yk—(zk)3
()2 + 0"+ () -6
0,0 .0

Om man viljer olika startpunkter (x”,y",z”) - kan man fa flera olika rotter, testa
i MATLAB !

6 Ovningar: interpolation

. Givet de tre punkterna (—1,2), (0,3) och (1,6), bestim interpolationspolynomet
av grad 2: '

a) med basfunktioner tl-’ ,i=1,2,3,j=0,1,2 (Vandermontes form).

b) pa Lagranges form,

¢) pa Newtons form.

Visa slutligen att vi far samma polynom i de tre fallen.

Losning:

a) Med basfunktioner tij ,i=1,2,3,j=0,1,2 konstruerar vi Vandermontes ma-
trisen. Ansitt p(¢) = x| +xof + x3t°

1] [x 1117 [x 2 3
16 t22 x| =100 n|l=(3=x=12
113 t% X3 111 X3 6 1

S& p(t) =3 +2t +12.

b) Polynom pa Langranges form i 3 punkter &r:
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t=n)t-n) (-n)i-n6)  (=6n)-hH)

(—n)n-16) -n)n—1) " -1n)-n)

pt) =

I vart fall har vi:

p(t) =2 =01 =)= (= (=1)-0)

(=1=0)(=1-1) ~(O0=(=1)0—-1) ~(1-(=1))(1-0)

Forenklar vi detta uttryck far vi p(t) = 3 +2¢ + 1.
¢) Polynom pa Newtons form i 3 punkter &r:

plt)=x1+x(t—t1)+x3(t —11)(t —12)
och i vart fall:
p(t) =x1+x(t—(=1)) +x3(t = (=1))(t - 0)
Observera:

yi=pt1) =x1+x(t1 —t1) +x3(t1 —t1)(t1 —12) = x1,
n=ph)=xi+x(—t)+x3(—1)(—n)=xi+x(r—1),
y3 = p(t3) = x1 +x2(t3 —11) +x3(13 —11) (13 — 12).

Vi far det undertriangulira systemet:

1 0 0 X1 100 X1 2
16—1n 0 x| =110 x| =13
1t35—1 (l‘3—l‘1)(l3—l2) X3 122 X3 6

Vi far: x = [2,1,1]7 och interpolationspolynom pa Newtons form ir

pt) =x1+x2(t+ 1)) Fx3(t+ 1)t =2+ (t4+1)) + (t+ 1)t =3+ 2 +1°.

. Finn p(t) i Newtons form som interpolerar funktionen f(¢) =#> pa 1 <t <4,i

punkter: 1) = 1,6p =2, =3,t4 = 4.
Losning:
Polynom i Newtons form for 4 punkter &r:
p(t) =x14+x2(t —1) +x3(t —11) (1 —t2) +x4(t — 1)) (t —12) (1 — 13).

Polynom som interpolerar funktionen f(t) =#> pd 1 <t < 4, i punkter: t; =
1,tp =2,t3 =3,t4 = 4 ar:

pt)=x14+xE—1)+x3(t—1)(t—2)+x4(t —1)(t —2)(r —3).
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Observera:
1=1=pt) =xi+x(t —t)+x3(1 — 1) (61 — 1) = x1,
8=tg=p(t2) 1+X2(l‘2 tl) 3(t2—t1)(t2—t2)le-l-xZ(tz—tl),
27 =1 =p(t3) =x1 +x2(t3— 1) +x3(t3 —11) (1 — 12),
64 = 2 :P(t4) X1 +xz(t4 —ll) X3(l‘4—l‘1)(t4—t2) +X4(t4—t])(t4—l‘2)(l‘4—t3)

Vi far det undertriangulira systemet:

1 0 0 0 X1 1000 | x 1
1 n—n 0 0 X2 | 1100 X2 |
1 5—1 (t3—t1 t3—l‘2) 0 X3 11220 X3 27

—~

)
1 (l4—l1) (l4—l‘1) l4—t2) (t4—t1)(t4—l‘2)(l4—l3) X4 1366 X4 64

Vi far: x = [1,7,6,1]7 och interpolationspolynom pi Newtons form #r

pl) =31 +x2(t = 1) (e = 1) —2) +xa(r = 1) (e = 2)(1 = 3) =
1+7—1)+6(—1)(r—2)+1(—1)(r—2)(—3).

3. Hur beriknar vi p(t) = 53 — 3t> + 7t — 2 med hjilp av Horners metod?
Losning:
Horner’s method for p(t) = x; + xat + x3t> + x4t> 4r:
p(t) = x1 4 Xt +x31% + x48” = X +1(x2 +1(x3+ 1x4))..
I vért fall Horners metod ir:
p(t) = =247t =32 +565 = 2 +41(T+1(—=3+5t)).

4. Vi vill interpolera (t,yx),k = 1,...,n med n — 1 styckvis kvadratiska polynom
sddana att knutpunkterna sammanfaller med (fy,y;). Hur manga kontinuerliga
derivator kan vi rimligtvis kridva av interpolanten?

Losning:

Delpolynom &r andragradspolynom, och vi kan krédva 1 kontinuerligt derivata
(forstaderivatan ar kontinuerlig).
5. Transformera Chebyshevpunkterna

(2k—1)m

k=1,2,....n,t —-1,1
n :|7 PEad) 7n7k€[ 7]

e = —cos[

fran intervalet [—1, 1] till intervalet [o, B].
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Losning:

Nir ¢ ligger i ett annat intervall, [, 8] far vi gora en linjdr avbilding k7 + b av
Chebyshevpunkterna [—1, 1] till detta intervall [et, B]:

k-(=1)+b=a,
k-1+b=p,

b=a+k,
k-l+a+k=p,

och fran andra ekvation i systemet ovan har vi

och linjdr avbilding av Chebyshevpunkterna till intervall [a, B] ér:

B—oa oa+p
; Jt
[~1,1]

kty +b =

(10)

sa de transformerade Chebyshevpunkterna
2k—1)m
ty = —cos [()} ,k=1,2,...,n
2n

blir

B—a k-] a+p
> cos[ o ]—I— )

. Vi bestimmer interpolationspolynomet, p,, pa [0, 1] som interpolerar ¢’ i punk-
terna0 =1 <t <...<t, = 1. Visa att oavsett hur vi viljer #;,-punkterna (i Gvrigt)
sa giller:

lim max |e' — p,(¢)| = 0.

Jim max |e" — pn(t)]
Visa att om vi viljer Chebyshevpunkterna sa giller att:

max |e — p,(t)| < L
0<i<1 ~ nl22nl

Losning:



Ovningar MMG410, e-mail: larisa.beilina@chalmers.se 43

Vi vet att

(n)
o) — 10 =L )t —t) et 1)
N~ ~—~ n:

beriknad  exakt

dir 6 € (1,11,12,...,1,,). Vi vetatt (¢)") = ¢’ och |t — 1| < 1 dé

!
palt) — &= ei' Y= )t =)t — 1) < nﬁ(t—tl)(t—tz)...(t—tn) gni
beriknad ~ €xakt ' .
(11)

eftersom |r — 1| < 1.
Observera att det ger oss ett konvergensresultat for varje funktion vars alla deriva-
tor ir begrinsade pa [0, 1], sa [ f") (1) <M, 0<t < 1:

S o 1€ = pu(0)] = lim 13 =0

Vi redan vet att Chebyshevpunkterna minimerar [J;_, |¢ — | nér [¢| < I och max-
imala viirdet pa |(t —#1)(t —)...(t —t,)| &r d& 1/2"~!. Nu har vi intervallet [0, 1]
och vi fér transformera punkterna ¢, med hjilp av (10) sa att
poa  atp
2~ 2

-11] (12)

1-0 +0—|—1 cr+1
= C - .
) 2

ty =kcp+b=

=

Fran (12) vet vi att ¢, = 21 — 1 da r, = % och

cr+1
max t — 1| = max t—
0<z<11—[| | = 0<r<ly 2
2t—1—Ck
1 1 1 1
= max ———| =5 max [[le—cl= 557
0<r<1;: 1] 2 2m 1< 22n-1

13)

Nu anvénder vi (13) i (11) for att fa

t e
lim max | p,(t) — e |—11mmaxﬁ:0.
n—00<t<l - N n—eo(0<r<1 n!2"
beriiknad ~ ¢¥akt

7. En kubisk spline kan skrivas py(t) = axt? + bit* + cxt +dy pé intervallet [tx, 1 1].
Antag att vi har n stycken ¢-vdrden. Detta ger n — 1 intervall (lika manga poly-
nom), sd antalet obestimda koefficienter dr 4(n — 1). Hur méanga villkor har vi?
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Losning:

Interpolationskravet ger 2(n — 1) villkor (ty varje polynom maéste interpolera 2
knutpunkter). Detta ger oss kontinuiteten. Kontinuerlig forstaderivata ger n — 2
villkor (inre punkter) och lika manga for andraderivatan. Sa summa for villkor
blir:

2(n—1)+n—24+n—-2=4n—6.

Eftersom
4n—1) #4n—6
—_——— S——
obestimda koeff. villkor
da det innebdr att vi saknar tva villkor som maste bestimmas pa nagot sétt. Hir
ar nagra vanliga tilldggsvillkor (s dr splinefunktionen):

e s"(t1) =5"(t,) = 0 s.k. naturliga splines (minimerar jtll" (s"(1))%dt)

o s'(t1) = f'(t1) och 5'(1,) = f'(t,) komplett spline

o s'(t1)=+'(ty) samt s”(1;) = 5" (1,) periodisk forsta- och andraderivata (kanske
rimligt med y; =y, i detta fall)

e pi(t) = pa(t), t € [t1,13] och py_o(t) = pp_i1(t), t € [ty—2,t,], not-a-knot;
medfor att s’ kontinuerlig i t =, och t = t,_;. Det ir alltsd ett tredjegrad-
spolynom i [t,#3] (och ett (annat) i [t,—2,1,]).

8. Skriv kubisk spline for 3 punkter #;,1,13.
Losning:

En kubisk spline for 3 punkter #;,7,,73 kan skrivas som:

pi1(t) = oy + oot + 01> + our?, (14)
pa(t) = i+ Bt + Bat” + Pat”. (15)
Koefficienterna oy, B;,i = 1,2, 3,4 ( 8 koefficienter) ska bestimmas.

Interpolationskravet ger 4 villkor (1)-(4) (ty varje polynom maste interpolera 2
knutpunkter), som ger oss kontinuiteten:

e (1) ) X

pi(t1) =y1 = oy + 0ty + a3t] + Outy
e (2)

pi(2) =y2 = 0y + oty + 0313 + 0ty
e (3) ,

p2(t2) = y2 = B+ Bata + Bst3 + Puts,
o (4

p2(t3) = y3 = Bi + otz + Bst3 + Pats
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Kontinuerlig forstaderivata p/| (t), p5(¢) ger 1 villkor (inre punkt)

Pin) eC=p' () =ph(n)
och lika manga for andraderivatan:
p'i() e C=p" (2) = p"5(n2).
e 5) () eC=p'i(t) =P(r)
P(t) = o+ 205t +30ut?
P'2(t) = Bo+2Pst +3Pat?
P'i(0) =ph(n):
P'(1) = o+ 205t +30ut? =
= Bo+ 2312+ 3Pst3 = ps(12)
o (6)p" () €C=p" () =p",(12)
p"5(t) = 23 + 6Pt
P’ () =203+ 604t
P"2(12) = 2B3 +6Patr =
=203+ 604t = p" (1)

Sa vi har 442 = 6 villkor (1)-(4), (5)-(6), behover 2 till ( vi har 8 koefficienter,
som ska bestdimmas). Vi viljer foljande 2 tilligsvillkor: p”, (1) = 0; p”,(t3) = 0:

20 + 60yt =0,
2B3+6at3 = 0.

9. Definera splinefunktion av grad 1 som interpolerar (¢1,y1),(t2,¥2),(#3,y3) och
som bestar av styckvisa polynom av grad 1 pa intervallen [t1, 1], [t2,13].

Losning:

Splinefunktion av grad 1 f6r 3 punkter (¢1,y1), (f2,¥2), (#3,y3) kan skrivas som:

pi(t) = oy + ont, (16)
pa(t) = PB1+ Bat. 17

Fyra koefficienterna oy, B;,i = 1,2 ska bestimmas.

Interpolationskravet ger 2(n — 1) villkor (ty varje polynom maste interpolera 2
knutpunkter). Detta ger oss kontinuiteten. Vi ska inte ha villkor for derivator
eftersom vi ska definera splinefunktion av grad 1. Sé vi har for 3 punkter: 2(n —
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1) =2(3— 1) =4 villkor och 4 koefficienterna o, fB;,i = 1,2 ska bestimmas fran
systemet:

pi(t1) =y1 = a1+ o0t
pi() =y2 = a1+ oh
p2(t1) =y1 = P+
p2(2) =y2 = B+t

7 Ovningar: kvadratur

1. Anvind trapetsmetoden for att berikna fol x2dx.
Losning:

Trapetsmetoden:

b h
| xS @+50), h=b—a

Trapetsmetoden for jol Sf(x)dx ér:

1

[ r@ax= S0y +70)-(1-0).
0

I vért fall vi har f(x) = x?, di trapetsmetoden for fol x*dx ger 0ss:

1 1 1
2 2, 2
dx~ - (1"+0°) = =.

/()x o 2( +0%) 2

2. Anvind mittpunktsmetoden (rektangelmetoden) for att berdkna integralen [01 4x3dx.
Losning:

Rektangelmetoden for | f F(x)dx ir:
b a+b
[ rwax~p-ar (“7).

[ vért fall vi har f(x) = 4x°, da rektangelmetoden for [, 4x>dx ger oss:

/014x3dxz(1—0)f<1;0> =f(1/2)=4-(1/2)*=1/2.
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3. Anviind Simpsons metod for att beridkna fol x2dx.

Losning:

Simpsons metod :

b b—a a+b
| e 222 rl@) +4r +£(b)
a 6 2

Viharia=0,b=1,f(x)=x, f(a) =a*, f(0) =0,f(b) = f(1) =1 =1, f () =
F0+1)/2) = £(1/2) = (1/2)* = 1/4.

1 1-0
/ Rdxr == [0+4-1/4+1] = 1/3,
0

4. Vi har foljande kvadraturformel:
1 n
| e Y anfx)
k=1

ddr vi vet att vi approximerar f(x) med polynom p(x) som har polynomiella
gradtalet minst ett. Visaatt Y7 @y = 1.

Losning:

Metoden ir exakt for polynom av atminstone grad noll (konstant polynom p(x) =
1). Da giller:

n

1 n
1 :/0 ldx = Zw[p(x[) = Zwi.
i=1

i=1

5. Vihar en kvadraturformel [, f(x) dx= @ f(x1)+ @, f(x2). Hur ser motsvarande
kvadraturformel ut pa intervalet [7,10] ?

Losning:

Om vi ska approximera integral

fmw,

t ligger i ett intervall [a,b], och x ligger pa [—1, 1], far vi gora en linjdr avbilding
till detta intervall:

_b—a  a+b

t= > X+ )

Vi gor ett variabelbytte oh sitter t = 1.5x+8.5,dt = 1.5dx, da integral f710 Sf(t)de
berdknas som
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10

1
F()di = 1.5/ F(1.5x+8.5) dx
—1
~ 150, f(1.5x +8.5)+ 1.5wf (1.5x24+8.5).

6. Hitta @ och x; sa att foljande kvadraturformel far sa hogt polynomiellt gradtal
som mojligt. Vad dr detta gradtal?

1 3
/ Sx)dx ~ Z(J)
-1 k=1

Losning:
Vi approximerar f(x) med polynom p(x) = x. Formeln skall vara exakt for poly-
nom x*. k= 0,1, ...,m f6r maximalt m s att

n

/_1 Fdx = Zw,p xj) = Z (18)

Vi beriknar forst

1)} k+1 7(71)k+1
dx = ’ . 19
/_1 Tk kit 1 (19)
Vi anvinder (18) och (19) for n = 3 for att fa:
:w( +1+1),k=0,
=w(xi+x24+x3),k=1,
2/3 w(x} +x34+x3),k =2,
0=w(x} +x3+x3),k=3.

Fran forsta ekvation far vi w = 2/3.Vi vet inte helt sikert hur ménga ekva-
tioner, n, vi skall stélla upp. Tar vi for litet n kommer x; att bero pa parame-
trar och om vi tar for stort n blir systemet inte 16sbart. Fyra ekvationer verkar
dock ldampligt eftersom vi har fyra obekanta. Vi borde kunna anta att x; up-
pvisar vissa symmetriegenskaper eftersom integrationsintervallet dr symmetriskt
kring nollan och det dr rimligt att anta att x; = —x3,x, = 0. Losningen blir:
x1 = —1/v/2,x = 0,x3 = 1/+/2. Kunde vi ha tagit m = 4 ? Vi anvinder (18)
och (19) for n = 4 for att fa:

2/5 #wx] +x3+x%) =1/3.
Frin andra sidan, med x; = —1/v/2,x = 0,x3 = 1/v2,w = 2/3 far vi w(x{ +

X3 +x3) =1/3, och d& 2/5 # 1/3. Det betyder att metoden #r exakt for polynom
upp till och med grad tre.
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7. Vilj wi,wy,x1,x2, i kvadraturformeln nedan, sa att den far sa hogt polynomiellt
gradtal m som mojligt. Vad blir detta gradtal ?

1
/ *rdx = wlxlf +W2x]§, k=0,1,...,m.
0

Losning:

Formeln skall vara exakt for polynom x*,k = 0,1,...,m for maximalt m. Vi
beridknar forst

1 X
/Oxkdxzmozl/(k—&—l). (20)
Vi anvinder (20) for att fa:
Il =wi+wy,k=0,
1/2:w1x1+w2x2,k= 1,
1/3 = wix] +woxs, k=2,
1/4 = wix] +wyx3, k = 3,

1/5 = wix] +woxl, k=4

Forsta ekvationen ger wy» = 1 /2. Los ut for k= 1,2 ekvationen 2x§ —2x+ % =0

(vi noterar, att x; < xp) for att fa x; = #,xz = % Vi kollar nu fall
k = 3. Utnyttjar vi binomialsatsen ser vi att (1+¢)3 4 (1 —¢)® =2(1+3¢?) sa
att wix; +woxs = (1/2%)-2(14-3/3) = 1/4, vilket r lika med det exakta virdet.
Stammer det for k = 4? Inte. S&, det polynomiella gradtalet &r 3.

8. Vi vill berdkna s s
/ f(x)dx:/ e dx
0 0

med hjdlp av Gausskvadratur med 3 vikter.
Losning:

Metoden (Gausskvadratur med 3 vikter) ir:

[ e 5 (VA7) + 5500+ 37 (V3T5).

Vi transformerar interval [0, 3] for x, till [—1, 1] for t, med hjélp av foljande linjir

transformation:
_b—a atb 3-0  3+0

t
2+2 2 2

X

och integral f03 e dx for flx)= ¢~ kan beriiknas som
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35 b—a (! b—a a+b
2,
/oe dx=— /lf< ) )dt
b—ag b— b
b-a (Dif< ati+a+ >
2 ; 2

2
S 3-0 Pf 3-0, , 3+0
— 2 'l 2 2

+§f ﬂt-ﬁ-ﬂ _|_§f ﬂt—l—ﬂ]
9 2 T 9 2 2T

l‘lz—\/3/5;l‘2=0;t3= 3/5

1 Gausspunkter

med vikter
0 =5/9%w=28/%w;=5/9.

9. Anvind Taylorutveckling for att hirleda forsta ordningen noggrannhet for

iy LR 10) on

Losning:

Approximativt virde (Taylor’s theorem):

1 2
Fet 1) = )+ (on T2
0 € [x,x+1] )
Flet b~ £2) = £ n+ LD
Dividera med A:
P10 _ iy, £
= LEEN=10) _1(0)
P LIS
Trunkeringsfel:
f//(Q)h _ f(‘x+h) _f(‘x) —f/(x).

2 h
Lat M < |f”(Q)], da trunkeringsfel € #r begriinsad med

8<Mh
>
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Vi fick for f7(x) forsta ordningen noggrannhet for approximation (21).
10. Anvénd Taylorutveckling for att hiirleda andra ordning noggrannhet for

h)— —h
oy LD =S o)

Losning:
Approximativt virde (Taylor’s theorem):

f// (x)h2 f/// (Q)h3

() f(x+h) = f(x)+ f(x)h+ S
" (x)h2 1" 3
(x%) flx—h) = f(x) — f'(x)h+ f (2!)h f (3Q')h
() = (%) -
flcth) = flx—h) =2f’(x)h+2f//;(!Q)h3
2f (x)h = f(x+h)— f(x—h) _2%}9
Eller
o= JEEN —SG=h) 2" (QF
2h 31-2h
Trunkeringsfel:

2f"(Q  flx+h)—fx—h)
31.2n 2h — ().

Lat M < |f"(Q)|, da trunkeringsfel € &r begrinsad med

8<Mh2
"

Vi fick andra ordningen noggrannhet for approximation (22).
11. Anvénd Taylorutveckling for att hirleda andra ordning noggrannhet for

fxth) —2f(x)+ f(x—h)
h2

f"(x) ~ (23)
Losning:
Approximativt virde (Taylor’s theorem):

(x)hz B f/// (x)h3

, f//
() flx—=h) = f(x) = f (0)h+— 31

+...
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/1 2 111 3
py L1270

(e) fx+h) = f(x)+ f'(x)

2! 3!
() + () :
2 /!
f(X-‘rh) +f(x—h) = Zf(x) + ]027'()6);12 +0(h4)
x+h)+ f(x—h) —2f(x) — O(h*
iy = LR+ e ) 2100 — 00
2fW(x) , fOx) Rt W (x)
4 = 4. _— = 2 3 < (4) o _
O(h*) T e P h: — Lat M < |f¥(Q)|, dé trunk
eringsfel € dr begrinsad med € < %, dérfor approximation (23) har andra

ordningen noggrannhet.

8 Ovningar: ordiniira differentialekvationer

1. Sitt upp Eulers metod for problemet y'(z) = 7 +2y,y(0) = 1 och beriikna yy, k =
0,1,2,3 med 7 = 0.1.

Losning: Explicit Eulers metod r:

Vi1 = Yk + Tf (e, ), 0 = y(to). T vért fall f(2,y) =1+ 2y,1 = 0,y(to) = 1 och
vi far f6ljande approximationer:

yo=1,

yi=yo+7f(to,y0) =1+0.1(0+2-1) = 1.2,
yo=y1+7f(t1,y1) =1240.1(0.142-1.2) = 1.45,
y3=y2+7f(t2,y2) =1.454+0.1(0.242-1.45) = 1.76.

2. Tag tva steg med framat, eller explicit, Eulers metod for systemet:
(1) =2,

yy(t) =t+y1+y2
y1(0) =1,
yz(O) =2.
med 7=0.1
Losning:

Framat, eller explicit, Eulers metod ir:

Vit = Y+ Tf (ks 2), 0 = ¥(to).

Lvért fall: tg = 0,y(10) = [y1(t0),y2(10)]" = [1,2]7, f(t.y) = [y2,0 +y1 +y2]".
Vi far foljande approximationer:
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:[1’2}T7
yi =yo+1f(t0,y0) = [1,2]7 +0.1-[2,0+142]7 =[1.2,2.3]7,

53

yv2=y1+1f(t,y) = [1.2,2.3]7 +0.1-[2.3,0.1 + 1.24+2.3]" = [1.43,2.66]"

3. Skriv om foljande system ekvationer som ett forsta ordningens system:

W =2V +vi 41,

V' = ut v,

u(0)=1, u/(0) = —1,

v(0) =2,V/(0) =3,V'(0) = —4.

Losning:

Infor yy =u, yo =u' =y}, y3 =v,y4 =V =y5 och ys ="' = y/,. Systemet blir

Yi =y,
Yo =2y2y4+ Y3+,
y’3 = Y4,
Vi =DYs
Vs =y1+y3+ysy1,

4. Skriv om foljande ekvationer som forsta ordningens system:

o a)y' =r+y+y,y(0)=1,y(0)=
. b)y”’—y +1y,y(0) = 1,y'(0 )=—1y (0)=3,
e 0y =y'=2y+y—1+1,90)=1,y(0) = —1,y"(0) = 3.

Losning:

o a)y'=r+y+y,y(0)=1,y(0)=—1:
Sitt uy = y,up = u}y =y'. Vi far systemet:

uy = uy,
”/2 =t+u;+uy,
Ml(O) = 1,u2(0) =—1.
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o b)y" =y"+1y,y(0)=1,y'(0) = —1,y"(0) = 3:

Sitty = uy,y’ = u) = up,y" = u, = u3. Vi far systemet:
uy = ua,

Uy = u3,

u% =u3z+ru

Ml(O) = 1,u2(0) = —1,M3(0) =3.

e 0y =y"=2y+y—t+1,9(0)=1,y'(0) = —1,y"(0) = 3:

Sitty = uy,y = u) = up,y" = uy = u3. Vi far systemet:
Uy = uy,

uy = u3,

uy =uz —2up+u; —t+1,

ul(O): 17u2(0)=—1,u3(0)=3.

5. Skriv om f6ljande problem pa standardform och sedan som forsta ordningens sys-

tem:
V(1) =2 +v)V () +7(1)z(t) + (w())?,
Wi =0+ )
wi(t)  =5v(0)Z () +w(t)+t,
v(=1) =-0.1,
V(=1) =-0.1,
(=1) =-0.1,
7(-1) =-0.2,
w(—=1) =0.5.
Losning:

Forst skriver vi om systemet pa standardform:

Satt

(O () +2 (1)2(0) +(w(1))®

v (1) =1+ P )
) =z(v(t)+V () + 1 —w(t)v(r),
wi(t)  =5v(0)Z () +w(r)+t,

v(=1) =-0.1,

V(=1) =-0.1,

2(=1) =-0.1,

Z(—1) -0.2,

w(—=1) =025,
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xi(t) =v(1),
x(t) =V(),
x3(t) = 2(1),
xa(1) =7 (1),
xs5(t) = w(r).
Vi far systemet:
x(1)  =x),
(1) — 4+ Xl(f)xz(f)+x3(2)64(’)4—()?50))3 7
50 =x(),
xy(t) =x1(t)x3(t) +x2(1) +1 — x5(£)x1 (),
X5 (1) = Sx1(¢)xa(t) +x5(1) +1,
xi(=1) =-0.1,
x(—=1) =-0.1,
x3(=1) =-0.1,
x(—1) =-02,
xs(—1) =0.5.

6. Sitt upp bakat-Euler for problemet

Y =—y%y(0) = 1.

Formulera den ickelinjdra ekvation som uppkommer for att berdkna yy | samt still
upp Newtons metod for denna ekvation.

Losning:
Bakat Euler: el
Y-y = ()2
h
eller

yk+1 +h(yk+1)2 _ yk'

For att 16sa den ekvation vi anvidnder Newtons metod: vi infor ny variabel z =y
och skriver om bakat Eulers metod som:

k+1

z+hZ? :yk.

Newtons’ metod for f(z) = z+ hz*> — y* blir:

T P@) 20zl +1

gt i S )Py

Hir, j dr iteration i Newtons metod.
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. Vilka 16sningar har f6ljande problem?

Y =3/2y'3y(0)=0

Losning:

Ekvationen dr separabel. Loser vi pa den pa ett av de vanliga sitten, far vi:
dy

3/2y*3 =3 /2t + const,

eller y(t) = (t +2/3- const)>/>.

Begynnelsevirdet ger const = 0 och dd y(¢) = 32, Losningen ir inte entydig efter-
som #ven y(¢) = 0 &r en 16sning.

. Eulers metod kan hirledas pa foljande sitt:

och

2
y(t+h)=y(t) +hy' (1) + %y”(t) o y(t) +hy (1) = y(1) + hf(2,5(1)).

vilket ger framat Eulers metoden

Vi1 = Vi +hf (T, i)

Hiérled en hogre ordningens metod genom att ta med nista term i Taylorutvecklin-
gen.

Losning:
Approximera
"(6) =y (t—h
”(t) ~ y(t) Z( )
sa att

e+ 3(0) + (0 + oy () 4
=)+ (0 + 2 YO @5
= Y0+ RF ) + 3 (F03) ~ f e~y =) 26)
= (1) + 5 (S 0) ~ £t~y ). @)

Detta leder till metoden:
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h
Vi1 = Yk + 5(3f(l‘ka) — fte—1,yk-1)),

som &r andra ordningens flerstegsmetod.
En annan tidnkbar approximation &r t.ex.

Y+ =y(0)

()~
s att
h2
V(1) 2y () + ' () + 5" (1) (28)
2/ oy
= y(e) + o) 4 D0 29)
=0 Rf () + 5 (04 Ry +h) = F(0.3)) (30)
= 0 by ) (). a1

Detta leder till implicita flerstegsmetoden:

h
Vi1 = Yk + E(f(tk+layk+l) + f(te,yi))-

. Sitt upp implicit Eulers, eller bakat-Eulers, metod och forsta iteration i den for
problemet

(32)

Losning:
Implicit, eller bakat-Eulers metod ir:
Viert = Vi + Tf (1, Yk 1) fOr diskretiseringen v/ (1) &~ @ var v = V() tkr1 =

e+ T.
Bakat-Eulers metod for vart problem ér:

X —X
{H'TA = S5Xp41 = 2Vk41 + 2k,

Yi+1—YVk _
T =X Yk ke 1

som kan skrivas om :
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Xyl =Xk =51 — 2Tyq1 +2T(0 +7),
Virl =Yk = Tyt + kst + T +7) + 7T,

eller

X1 = STy 1 + 2Tk = X% +2T(% +7),
— X1 +Viep1 — D1 =Yk + T+ T)+ 7.

For att hitta x;y1, vy, konstruerar vi systemet av ekvationer Av = b med oként
vektorn v =[xz 1,5 1)7, kint vektor b = [x; +27(t + ),y + T(tx +7) + 7]7 och

matrisen
A [1—57: 27 ]
-1 1—7

For k = 0 har vi : [xo,y0]” = [x(t0),y(t0)]" = [x(5),y(5)]" = [0,0]". Férsta iteration
i Bakat-Eulers metod ska vara:

i) =A o +27(t+ 7)o+ Tt +7) + 7T =AT27(5+ 1), (5 + 1)+ 7).

Sétt upp explicit Eulers eller Framat-Eulers metod och forsta iteration i den for
problemet

Y (1) = sin(x(t)) + 2¢,

(1) = cos(y(1)) — 21x(0),

(0) =0, o
x(0)=0

Losning:

Explicit, eller Framat-Eulers metod &r:
Vi1 = Vi + Tf (i, vi) for diskretiseringen v/ (1) & “=%,
Framat-Eulers metod for vart problem ir:

Yi+1 — Yk
T
Xie+1 — Xk

= sin(xg) + 21
= cos(yx) — 20X
eller

Vier1 = Yr + T(sin(xg) +22),
X1 = X + T(cos(y) — 2tk ).

Forsta iteration i den for k = 0,19 = 0,y0 = y(to) = y(0) = 0,x0 = x(¢p) = 0 ska vara:
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0.8 -

0.6

04 -

02

y1 =yo+ T(sin(xp) +21) =0+ 1(0+2-0) =0;
X1 :xo—i—r(cos(yo)—Ztoxg) =0+T(1 —2-0) =T.

Framat Eulers metod vs. ode45, h=0.05

[ |= = y1, expl.Euler
= = y2, expl.Euler 4

Y1, 0deds
—— 2, odeds

Framat Eulers metod vs. ode45, h=0.01

——y1, 0deds
—— 2, 0ded5

= = y1, expl.Euler
= = y2, expl Euler

59

Fig. 6 Framdat-Eulers metod versus ode45 for losning av system (33) a) med h = 0.05; b) med
h=0.01.



