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Kursinformation

» Distansundervisning i Zoom

CANVAS

» Jitsi lank for datorlabbar:

https://meet.jit.si/mmg410complab

» Zoom -lank for forelasningar och datorlabbar - se kursens sida i

» Kursansvarig och examinator: Larisa Beilina,
larisa@chalmers.se

» Handledare for datorlaborationer och 6vningar med Matlab:

» Registrering pa kursen: kontakta studieadministrator Jeanette

Montell, jw@chalmers.se.

Schema

» Morgan Gortz, morgan.gortz@fcc.chalmers.se,

Dag Tid Plats | Typ

Man 13:15-15:00 | Zoom | Forel

Ons 13:15-15:00 | Zoom | Forel

Fre 13:15-15:00 | Zoom | Forel

Man 15:15-17:00 | Zoom | Datorlab
Ons 15:15-17:00 | Zoom | Datorlab

Fre 15:15-17:00 | Zoom | Datorlab
04.06.2021 | 14.00-18.00 | ? Tentamen
25.08.2021 | 14.00-18.00 | 7 Omtentamen
7.01.2022 | 14.00-18.00 | ? Omtentamen
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Kurslitteratur

>

>

Michael T. Heath, Scientific Computing - An introductory
survey, McGraw-Hill, 2002.

Den aldre upplagan fran 1997 duger ocks3d. Kop boken via internet.
Forelasningsanteckningar finns pa kursens hemsidan. Flera
studenter tycker att boken ej ar nodvandig nu nar det finns
forelasningsanteckningar (kopior av slides) pa kursens hemsidan.

Om man skall klara sig med dessa kopior maste man nog ga pa
forelasningarna.

Mina anteckningar/slider.
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Former for bedomning

>

Kursen bestadr av tvd poang-givande moment, laboration och
tentamen, 3 Hp for lab och 4.5 Hp for tentamen.

Vi planerar att ha 3 bonuspoangovningar, som ska utforas i en
grupp av cirka 10 personer/grupp. Vi ska testa om vi kan gora de i
Canvas nu nar vi har distansundervisning. Hela gruppen kan fa max
0.5 bp. for varje ovningstillfalle, max 1.5 b.p. for hela kursen. Tider
for bonuspoangovningar finns pa kursens hemsida.

Skriftlig tentamen samt examination av datorlaborationer i form av
skriftliga redovisningar via Canvas.

Tre obligatoriska laborationer som skall utforas i grupper om precis
tva personer. Redovisa en lab sa fort du ar fardig.

For att erhdlla betyg pa hela kursen kravs att samtliga obligatoriska
moment fullgjorts.

Vi ska ha 2 extra tentamenstillfallen: i augusti och i januari.
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Betyg

» Betygskalan omfattar betygsgraderna Underkand (U),
Godkand (G) och Val godkand (VG).

Skriftlig tentamen

Matlab ovningar

Betyg pa hela kursen

VG
VG
G
G
U

OHOCoOCo

VG
U
G
U
U

» Student som enligt avtal har ratt att f& betyg satt med
ECTS-skalan ska informera kursansvarig om detta senast en

vecka efter kursstart. For student utan sddant avtal satts inga

ECTS-betyg. En ECTS-0versattning gors schablon-massigt
enligt av rektor faststalld mall.

Kursutvardering

Kursutvardering gors med en enkat och samtal med

studentrepresentanter.

Pa kursens aktivitet i GUL (inloggning via Studentportalen) finns
en enkat som anvands vid utvarderingen. Utvarderingen sker
genom samtal mellan larare och studentrepresentanter under
kursens gang samt vid ett mote efter kursens slut da
enkatresultatet diskuteras och rapport skrivs pa speciell blankett.
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Kursinnehall

Grundlaggande egenskaper hos flyttalsrakning.
Grundlaggande begrepp, felanalys och datoraritmetik.

NLA problem och minstakvadratproblem.

vvyvyy

Nagra vanliga numeriska metoder for interpolation, derivering,
integrering.

v

Losning av icke-linjara ekvationer, system av linjara och
icke-linjara ekvationer samt Ordinarie differentialekvationer.
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Kursmal

Efter avslutad kurs skall studenten

» vara fortrogen med grundlaggande egenskaper hos
flyttalsrakning;

» kunna bedoma tillforlitligheten hos beraknade resultat;

» kunna stalla upp nagra grundlaggande numeriska problem pa
standardform;

» kunna harleda grundlaggande metoder for nagra
berakningsproblem:;

» kunna losa enkla tillampningsproblem med hjalp av Matlab.

Fyra sista punkterna endast avser de problemomraden som star
under rubriken “Kursinnehall”.
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Introduktion. Vad ar numerisk analys?

Numerisk analys handlar om hur man I6ser berakningsproblem pa ett
sakert och effektivt satt med hjalp av dator. Nagra viktiga komponenter:

» Problemets egenskaper

» Problemen kommer frdn naturvetenskap, teknik, matematik
etc.

» Existerar det nagon losning?

> Ar den entydig?

» Vad hander med I6sningen nar man andrar indata nagot
(stabiliteten) ?

» Algoritmens egenskaper:

» Hur snabb ar metoden, implementationen?
» Hur mycket minne gar at?
» Vilka fel introduceras av algoritmen (avrundningsfel etc)?

11/487

L Fel, konditionstal, stabilitet

Olika typer av fel

Fel som vi som numeriker inte kan gora sd mycket at, ar:

» modellfel, bortser fran luftmotstand, friktion.
Exempel: tidsberoende Maxwell's ekvation (PDE):

2
WP vt -0 207

V- (eE)(x,t) =0,

(1)

Anvander transformation:
VxVxE=V(V-E)-V-(VE) (2)
Ny approximation av Maxwell's ekvation:

€(X) (X ) — AE(x,1)) =0, in Qx(0,T], (3)

» matfel, vdgar etc. ar inte exakta mellanavrundningar
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L Fel, konditionstal, stabilitet

Olika typer av fel: modellfel (exempel)

P Breast cancer, land mines, oil prospecting, ability to see through the walls and construction of “invisible
materials” can all be modelled and computed using different types of wave equations: acoustic, elastic or
electromagnetic.

»  Figure shows: Biomedical Imaging at the Department of Electrical Engineering at CTH, Chalmers. Upper
Left: setup of Stroke Finder and right: microwave hyperthermia in cancer treatment. Upper Right: breast
cancer detection using microwave tomography.
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L Fel, konditionstal, stabilitet

Olika typer av fel: modellfel (exempel)

e, som funktion: real data e, = const.
Tidsberoende Maxwell’s ekvation (PDE):
O?E(x,t
€(X)%+VXVXE(X,1“):O, in Qx (0, T], (4)

V- (eE)(x,t) =0,
Ny approximation av Maxwell’s ekvation:

0?E(x, t)

e(x) =55 — LE(x 1) =0, in 2x (0, T], (5)
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L Fel, konditionstal, stabilitet

Example

Vi ar intresserade av olika typer av berakningsfel:

» Avrundningsfel i Matlab:
49*(1/49)-1
ans = -1.1102e-16
Men:
49/49 - 1
ans =0

» Trunkeringsfel: exempel (Taylorsutveckling for e* )

k X2 X3 XN

N
X A~ X _
GN;)H—].—%—X—F?‘FE—}—...‘FM

» Diskretiseringsfel: f/(x) ~ w

Viktigt att valja “lagom stort” h.

L Fel, konditionstal, stabilitet

Fel: absoluta och relativa felet (enkelt fall)

Lat X vara en approximation av det exakta vardet x nar X > x.
Vi definerar:

» absoluta felet

» relativa felet for x # 0 ar:

Absoluta fel ar ointressanta om vi inte vet ungefar hur stort x ar.

Example

Ar 1.4 ett stort absolut fel? Ja, om det exakta vardet ar 2, men inte om

det exakta vardet ar 10°.
De relativa felen ar 0.7 respektive 1.4 - 10~° darfor att:

a) Absoluta fel: 1.4 = X — 2, relativa felen: 0.7 = %

b) Absoluta fel: 1.4 = % — 10°, relativa felen: 1.4-10~9 = £=10°,

10°

15/ 487
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L Fel, konditionstal, stabilitet

Fel: absoluta och relativa felet (gemensamt fall)

Lat X vara en approximation av det exakta vardet x.
Vi definerar:

» absoluta felet

e=|X—x]|
» relativa felet for x # 0 ar:

X — x|

TN

Kom ihag:

X omx >0
x| = —x omx<0
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L Fel, konditionstal, stabilitet

Fel: absoluta och relativa felet (gemensamt fall)
Kom ihag:
X — om x >
x =y :{ I =7
y—x omx<y
Example

Ar 1.4 ett stort absolut fel? Ja, om det exakta vardet ar 2, men inte om
det exakta vardet ar 10°.
a) Absoluta fel i gemensamt fall: 1.4 = |x — 2|,

(6)
(6)

x> X
I

o w
(@) JN N

m
m

relativa felen:

3.4
.6

o |l

*if

~ g—2 A
I e
X =

|x—10°]

: _ 10-9 —
, relativa felen: 1.4 -10 109 - 18/ 487

b) Absoluta fel: 1.4 = | — 10°




L Fel,

Fel

L Fel,

konditionstal, stabilitet

P3 samma satt kan det absoluta felet 10729 vara stort eller litet.
Det ar viktigt att kanna till problemets skalning.

Example

Absoluta fel for exacta 2 (om X > 2) : 10720 = £ — 2 relativa
felen: 0.5-107%0 = X2,

Relativa fel sager ndgot aven om vi inte kanner till problemets
skalning. Vi kommer darfor att vara mer intresserade av relativa fel
an av absoluta fel.

19 /487

konditionstal, stabilitet

Nollstallen till polynom

Berakna rotterna till (x — 1)° = 0 i Matlab (dar vi raknar med 16
siffror). Matlab vill ha en vektor med koefficienter:

(x —1)° = x> — 5x* + 10x> — 10x* + 5x — 1

Vi ser att alla rotterna x = 1. Men i Matlab har vi:
koefficienter :

r=roots([l —510 —105 —1])

rotterna:

r = 1.0008 + 0.0006/

1.0008 — 0.00061/

0.9997 + 0.0009/

0.9997 — 0.0009/

0.9990

Felen:

disp(abs(r — 1))

1.1322e-03 1.1322e-03 1.1326e-03 1.1326e-03 1.1328e-03 20 / 487



L Fel, konditionstal, stabilitet

Nollstallen till polynom
Varfor? Los
(X - 1)5 =5,
da
x=1+¢l/?
Om e =10"1°s3 ar /> = 10715/ = 1073. Nollstillena till
polynomet (x — 1)° ar tydligen kansliga for storningar i
koefficienterna.
Ar det alltid svart att berdkna nollstillen?
Koefficienter:
c=1[1 -15 85 -225 274 -120];
De exakta rottena ar olika nu = 1,2,3,4,5:
r = roots(c);
fel = sort(r) - (1:5)'
Felen ar mycket mindre nu:
fel = -4.9960e-15 6.6613e-14 -1.5010e-13 9.6811e-14 -8.8818e-16 11457

L Fel, konditionstal, stabilitet

Konditionstal

INDATA r=1(c) UTDATA

1)) =c

W™

Vi kan betrakta rotterna r som funktioner f(c) av koefficienterna c:
r=f(c),
var r ar losning for

d
p(x) = Z cx'=co+ x4+ ox’+ ...+ cyx? =0.
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L Fel, konditionstal, stabilitet

Konditionstal

Framétanalys: givet dc, estimera dr

INDATA r=flc). UTDATA
r+dr = f(c+dc)

Bakatanalys: givet dr,
estimera dc.

-1 =

‘Ar Y(r+dr) = c+dc

Nar vi stor koefficienterna ¢ + dc, da stor vi ocksd rotterna r + dr
Om liten relativ andring av indata |dc|/|c| ger en liten relativ andring av
resultatet |r|/|r| sdger man att det aktuella problemet ar
valkonditionerat. Om resultatet andrar sig mycket ar problemet
illakonditionerat. Konditionstalet ar kvoten mellan de relativa
forandringarna, dvs.

rl/Ir w1

- locl/le]

L Fel, konditionstal, stabilitet

Stabilitet

Att berakna konditionstalet ar inte alltid mojligt; det kan vara lika
svart som att losa det egentliga problemet. For vissa problemtyper
ar det overkomligt. Ibland ar det dock mojligt att konstruera en
uppskattning k sd att

|0r|/1r| < k|dc|/|c].

Det ricker att kinna till storleksordning p3 k. Ar k ~ 10 eller ar
k ~ 1087

Example

Hur kansliga ar rotterna, till ekvationen x2 4+ ax+ b=0, for
andringar i a och b? Rotterna r; och ry ar funktioner av a och b:
ri(a, b), rn(a, b). Lat r = (r1, r») beteckna en av rotterna och 13t

r + or beteckna den storda roten nar vi andrar koefficienterna med
da respektive Jb.
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L Fel, konditionstal, stabilitet

Example
Vi har sambandet:

x4 ax+ b= (r+6r)?+ (a+da)(r+dr)+ (b+6b) =0,
och vi kan skriva om den:
(r’+ar+b)+(5r(2r+a)+dar+6b)+((6r)°+8adr) = h+h+1k =0,

var

h = (r*+ar+b)=0,
by = (6r(2r 4+ a) + dar + db) ~ 0, (6)
ls = ((6r)? + 6adr) ~ 0.

25 / 487

L Fel, konditionstal, stabilitet

Example
Fran andra ekvation i systemet (6) far vi:

_ (6ar+db)
or 2r+ a
eller
(|6a r| + |0b])
< 7
[or] < |2r + a| (7)

Eftersom r; och rp, ar rotter sa galler att:
(x—n)x—n)=x*—(n+n)x+nn=x>*+ax+b
Vi kan jamfora koefficienterna och far
—(n+n)=a b=nn.

Vi kan skriva om r, — r, = 2r, + a, och definera gapet g := | — n|.
26 / 487



L Fel,

konditionstal, stabilitet

Example
Vi kan skriva om (7)

|da r| + |0b]|
&

7] < (8)
Om g ar liten eller 1 = rp, da |0r| ar stort. Dividera (8) med |r]|
och forlang med |a| respektive |b|.

[0r]
— =<
7]

1254 r| 4 1Bl1sp
1 4192 rl + 5100 < k max (@, M) . (9)
1] I4 |a| * [b]

var konditionstalet ar k ~ %ﬂ_

Observera att detta ar en uppskattning av konditionstalet. Det ar
inte heller berakningsbart eftersom vi maste kanna r; och r.

, konditionstal, stabilitet

Example
Lat

p(x) = (x — 1)(x — 1.0001) = x? — 2.0001x + 1.0001

Vi vet sedan tidigare att konditionstalet k ~ med gapet
g := |n — r| har storleksordningen 1/(1.0001 — 1) = 10*:

|al+1b/r]
g

| —2.0001] +]1.0001/r|

~ 3-10%
11.0001 — 1

Antag att vi pa ndgot satt har producerat de daliga approximativa
rotterna 1.11 och 0.895. De relativa felen ar ungefar 11%:

1-111]

Ao 1.0001 — 0.895|

1]

~ 0.105.

27 /487
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L Fel, konditionstal, stabilitet

Example
Det storda polynomet (som har rétterna 1.11 och 0.895) ar:

(x — 1.11)(x — 0.895) = x* — 2.005x 4 0.99345

Detta innebar att vi har lost “nastan ratt problem”; vi har gjort ett
relativt bra jobb med att berakna rotterna. Att vara rotter ar
daliga approximationer beror pa att problemet ar illakonditionerat.
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L Fel, konditionstal, stabilitet

Framat- och Bakatanalys

Vad hander nar vi stor koefficienterna ¢ (indata i det allmanna
fallet) med 6. 7 Vi har sett s.k. framatanalys: givet dc vad blir

y—y="f(c+dc)—f(c),

var y = f(c + dc),y = f(c). Detta kan, som vi har sett, ge valdigt
pessimistiska svar. Ett alternativ ar foljande: givet
approximationen 7 till det exakta vardet r hur mycket maste vi
andra c for att 7 skall bli en exakt losning till det storda
problemet? Vi soker alltsd dc sddant att

f(c+dc)=r.

Man kallar detta bakatanalys. Detta pa grund av att vi tittar pa
indatasidan i stallet for pa resultatsidan.
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L Fel, konditionstal, stabilitet

Example
X f f(x) =y
?
% ; fF=f(x)=7

Framatfelet: |y — y|; Bakatfelet: |x — X|;
fx)=yx=y; f(X)~V2~x14=7

Lat y = 1.41421 . ..

Framatfelet: |y — y| = |1.4 — 1.41421| = 0.014 ~ 1%
Bakatfelet: (1.4)% = 1.96 = X,

v/1.96 = 1.4 och |x — X| =]1.96 — 2| = 0.04 ~ 4%

31,487

L Fel, konditionstal, stabilitet

évning

Vi vill 16sa ekvationen x? 4+ ax + b = 0 d3 vi vet att a och b bada ar
positiva och dar a ar mycket storre an b, a >> b. Den matematiska
formeln inte fungerar tillfredsstallande nar vi raknar med avrundningsfel.
Visa att rotterna ar valkonditionerade genom att uppskatta
konditionstalen med formeln som vi harledde pa forelasning 1 (det finns
en stor rot (mycket negativ) och en liten (nara noll)).

Vi kan uppskatta konditionstalen enligt formeln som vi harledde pa
forelasning for x? + ax 4+ b = 0:

|al + |b/r]

k =
g|

Visa att den stora roten gar bra att berakna med standardformeln, men
att det blir problem med den lilla. Forsok att hitta en bra algoritm for
den lilla roten. Taylorutveckling ar, som oftast, ett anvandbart redskap i
detta sammanhang.
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L Fel, konditionstal, stabilitet

Ovning

Losning:
Lat oss kalla den stora (negativa) roten R och den lilla, nara noll, r.
Standardformeln och Taylorutveckling ger:

a a2 a
R=_2_ & _p=_2
2 4 2

a a2 a

= —— —_ b:—
r=-3%\V73 2

4b |
1+/1- 5

.
i

a

L Fel, konditionstal, stabilitet

Vi kan uppskatta konditionstalen enligt formeln som vi harledde pa

forelasning 1 :

_la|+|b/R| _a+b/a _
" |R—r] T a

2l +1b/r] _ a+b/(b/) _,
IR — r| a '

1,

k, =
Nar vi beraknar r = —3 + \/%2 — b kommer att fa utskiftning av b. | det

mest extrema fallet kommer inte b alls med och approximationen blir
noll. Hur skall vi berakna r? Ett satt ar att anvanda utvecklingen ovan:

Ett standardtrick ar att forlanga med konjugatet,

r= = )
a a2 -2 _ 22 _p
S NG

33487
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L Fel, konditionstal, stabilitet

Ytterligare ett satt, ar att gora en transformation sd att r blir en
dominant rot i det transformerade problemet. Satt y = 1/x (sa att

r — 1/r). Ekvationen x4+ ax + b = 0 dvergér d3 till

y?+ (a/b)y +1/b = 0. Om vi anvander standardformeln fir vi for den
sokta roten:

35487
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Diskretiseringsfel (trunkeringsfel) och avrundningsfel

f(x + h) — f(x)
7 .

» For stora h dominerar diskretiseringsfelet(trunkeringsfel), man
kan bortse fran avrundningsfelet.

f'(x) ~

» For sm3 h dominerar avrundningsfelet.
Se approximation av f’(x): kancellation i téljaren for sma h
och division med litet tal forstarker felet i taljaren.
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L Fel, konditionstal, stabilitet

Diskretiseringen for f’(x): forsta ordningen noggrannhet
Approximativt varde (Taylor's theorem):

fx +h) = f(x) + ' (x)h + fﬂ(g)hz,
Q € [x,x + h]
" 2
f(x+ h) — f(x) = f(x)h+ f (S)h :
Dividera med h:
f(x +h) —f(x) _ F1(x) + f”(QC!?)h
F(x) = f(x+ h/)7 — f(x) B f”(2(!?)h
F(x) ~ f(x+ hzl— f(x)-

37487

L Fel, konditionstal, stabilitet

Trunkeringsfel for f'(x)

Trunkeringsfel:

f'(Q)h  f(x+ h)—f(x) ,
5 = - — f'(x).

Lat M < |f"(Q)], da trunkeringsfel ¢ &r begransad med

<I\/Ih
€ 5

Vi fick for f'(x) forsta ordning noggrannhet.

38487



L Fel, konditionstal, stabilitet

Diskretiseringen for f'(x): andra ordning noggrannhet.
Approximativt varde (Taylor's theorem):

" 2 " 3
f'(x)h N f""(Q)h

(x) f(x+ h) = f(x) + f'(x)h +

2l 3!
(+5) Fx— B) = F(x) — F(x)h+ "(;!)hz ! ,,,(;, Lk
() = () -
f(x 4+ h) — f(x — h) = 2f'(x)h + 2 f"g!Q) h
2f'(x)h = f(x + h) — f(x — h) — @/ﬁ

Eller
o) — f(x+h)—f(x—h) B 2f’”(Q)h3

!/
Fix) 2h 31-2h

39 /487

L Fel, konditionstal, stabilitet

Trunkeringsfel for f/(x): andra ordning noggrannhet.

Trunkeringsfel:

2f"(Q)h*  f(x+ h)—f(x—h)
31.2h 2h
Lat M < |f"(Q)|, da trunkeringsfel € dr begransad med

— f'(x).

- Mh?
£ —_—.
6

Vi fick for f’(x) andra ordning noggrannhet.
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L Fel, konditionstal, stabilitet

Diskretiseringen for f”(x): andra ordning noggrannhet.
Approximativt varde (Taylor's theorem):

f”(X)hz f”/(X)h3
20 3l

f”(X)h2 f///(X)h?’
T

(%) f(x — h) = f(x) — f'(x)h +

(xx) f(x 4+ h) = f(x)+ f'(x)h+ +...

() + () :

f(x+ h)+ f(x — h) =2f(x) + 2f;!(X) h* + O(h")

£1(x) = f(x+h)+ f(X_;:z) — 2f(x) — O(h?)

2f(4)(x) FO(x) h* F®(x)
h*) = h: — = h?2 —s L3t M < |Ff4) d3
O(h*) 24 T 12 m PR it M < [F2(Q)], da

trunkeringsfel € ar begransad med ¢ < BT och f'(x) har andra

ordningen noggrannhet.
41/ 487

I—ﬂyttalsaritmetik

Representation av tal i dator

» Alla tal lagras i ett begransat antal bitar i minnet, vanligen i
binar form.

» For heltal: lagring i dator ar utan problem. Heltal upp till en
viss storlek lagras exakt.

» Reella tal lagras exakt utan maste avrundas. Representation
av reella tal kallas flyttalsrepresentation och talen kallas flyttal.
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I—ﬂyttalsaritmetik

|EEE flyttalsrepresentation

IEEE 754 (Institute of Electrical and Electronics Engineers, Inc.)
definierar enkel och dubbel precision (bland annat).

» Under 60- och 70-talen hade varje datortillverkare sitt eget
flyttalsystem.

» En flyttalstandard utvecklades under tidigt 80-tal och foljdes
av tillverkare som Intel och Motorola.

» |EEE standarden har 3 viktiga krav: konsistent
flyttalsrepresentation, korrekt avrundningsaritmetik, konsistent
hantering av exceptionella situationer.
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I—ﬂyttalsaritmetik

Flyttalsaritmetik
Flyttal (tal med flytande decimalpunkt):

d d di_
x:i<d0+—1+5—§+...+ d 1)59,

3 Bt-1
var
0<de<p-1L<e<U,
Exempel:
—3.25: —[1.625] - 2! = —[1 + 0.625] -2*
N—_——
mantissa
Har:
» 3 bas (s vi kommer att ha 5 = 2)
» e exponent (heltal)
» t precision
» [L, U] exponentomfang
» di,k=0,...,t — 1 mantissa (heltal)
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I—ﬂyttalsaritmetik

Flyttalsaritmetik

» /3 bas (s vi kommer att ha § = 2)
» e exponent (heltal)

» t precision

» [L, U] exponentomfang
» di,k=0,...,t — 1 mantissa (heltal)

Vi antar att = 2 fran och med nu, da:

bas | t L U
2 24 | -126 127 | 32 bitar
2 53 | -1022 | 1023 | 64 bitar

I—ﬂyttalsaritmetik

Flyttalsaritmetik

» |EEE enkel precision: tecknet (“+" 0, “-" 1) 1 bit, exponent 8

bitar, mantissa 23 bitar = 32 bitar:

» |EEE dubbel precision: tecknet (“+" 0, “-" 1) 1 bit, exponent 11

:I:eleg...egdodl...dzg

bitar, mantissa 52 bitar = 64 bitar:

:]:eleg...elldodl...d51

Ett tal # 0 ar normaliserat om dy # 0.

Om B =2 s3 ar dy = 1 varfor man inte lagrar dj.
Det finns speciella bitformat for diverse specialfall, t.ex:

[0, -0]

ans = 0000000000000000 8000000000000000

45 /487
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bas | t L U

2 24 | -126 127 32 bitar

2 53 | -1022 | 1023 | 64 bitar
Antalet olika tal raknas som:

28—-1)" (U —-L+1)+1
och ar

» 4.2614 -10% i enkel precision: 3 =2,L = —126,U = 127,t =24 i
formula 2(8 — 1)1 (U - L+ 1) + 1.

> 1.8429 - 10%° i dubbel precision:
B=2,L=-1022,U =1023,t = 53 i formula
26-1)B"Y(U-L+1)+1.

» Att testa en funktion for alla flyttal i dubbel precision ar nastan
omojligt. 109 tester per sekund ger 584.4 ar.

47 /487
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bas | t L U
2 24 | -126 127 32 bitar
2 53 | -1022 | 1023 | 64 bitar

» Minsta positiva representerbara normaliserade talet ar
2L 2~ 1.17 - 10738 i enkel (se tabell, L = —126) och ~2.2-107308 j
dubbel precision (se tabell, L = —1022).

» Det storsta representerbara talet har storsta exponenten och ettor i
hela mantissan. | enkel precision ~ 3.4 - 1038, i dubbel ~ 1.8 - 1038,

» Tal storre an storsta representerbara talet ger overflow och mindre
an minsta positiva representerbara normaliserade talet ger
underflow.

» Underflow Level: UFL = B, Overflow Level:
OFL = BY*1(1 — B~%). | enkel precision OFL riknas som:
OFL = (21?8) . (1 — (27%%)) ~ 3.4 - 108, i dubbel OFL riknas som:
OFL = (21024) . (1 — (27%3)) ~ 1.8 - 10%%8,
» Exempel: Matlab programet floatgui.m. Floating-point system:
B8=2,p=3,L=—1,U = 1. Antalet flytttal:
2(B—-1)p (U~ L+1)+1=25. 48/ 487
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Example
Nar vi skriver i Matlab:
> le— 2002 = 1020’ ger underflow, svar 0.
1e200? ger overflow, svar infinity.
log(0), svar -infinity
sin(1/0), svar NaN (not a number)

exp(log(10000)) — log(exp(10000)), svar :exp(log(10000)) =
10000, exp(10000) = Inf och log(exp(10000)) = Inf och
exp(log(10000)) — log(exp(10000)) = —Inf

vvyvyy

» exp(log(10)) — log(exp(10)), svar: exp(log(10)) = 10,
log(exp(10)) = 10 och
exp(log(10000)) — log(exp(10000)) = 0.

49 /487
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Ovning: talet i binar form som flyttal i dator.
Flyttal (tal med flytande decimalpunkt):

d d di_
x:i<d0+—1+6—§+.. 4+t 1)ﬁe,

/3 ) Bt_l
Example
—3.25: —[1.625]-2' = —[1 + 0.625] -2}
——
mantissa
Exponenten e = 1 lagras som: 1+ 1023 = 1024 = 2!°. Mantissa: 1
kodas inte,
1 1 1 1 1 1 1
625 = — - — — == 14 - —-1+...
0.625 2x1+4X2+8X3+16X4+ > —|—4 0-|—8 +
1 1 1 1
E = 0.5 < 0.625; - =0.25:0.625 — 0.5 = 0.125;0.25 > 0.125, darfor Z -0, — =0.125 = 0.125 och

—~ N
[o9]

resten i mantissa ska vara 0).

1 10000000000 1010 .... O 50 /487
tecken exponent 11 bitar mantissa 52 bitar

1
darfor g - 1 och stop

Vi far féljande binar representation for —3.25 :
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Example

-3.25 i binar form lagras som:

1 10000000000 1010 .... O
tecken | exponent 11 bitar | mantissa 52 bitar
-3.25 i hexadecimalt (bas 16) form lagras som:
c00a000000000000

Bas 16:
0O 1 2 3 4 5 6 7 8 91011 |12 |13 ]| 14 | 15

a b C d e f

Nu grupperar vi om binar form for —3.25 i 4 bitar:
1100 | 0000 | 0000 | 1010 | 000Q |.... | 0000

och kodar forsta fyra bitar: | 1100 |= ¢
1-2241-224+0-21+0-2=12=¢
0000 koderas som 0, och sedan

1010 | = a
1-2240-224+1-2140-2°=10=2
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Example
—9.28 := —[1.16] - 23 = —[1 + 0.16] - 23

016 = 234 + 230+ 2x3 4 x4 s .. =
. = 2X1 4X2 8X3 16X4 32X5 el =

1 1 1 1
Exponenten 3 lagras som: 3 + 1023 = 1026 = 1024 + 2 =
1.210 4 1.21 4 0. 20

1 10000000010 00101 ....

tecken | exponent 11 bitar | mantissa 52 bitar

1 1 1 1 1
= 0.5 > 0.16, darfor > -0, " = 0.25:0.25 > 0.16, darfor " -0, — = 0.125 < 0.16 och darfor g -1,

E‘HNM—‘
e}

1 1
= 0.0625 : 0.16 — 0.125 = 0.035, 0.0625 > 0.035, och darfor T -0, 2 = 0.0312 : 0.0312 < 0.035, och

darfér — - 1, och s3 vidare ...
32
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Example
—9.28 := —[1.16] - 23 = —[1 + 0.16] - 23
Kollar i Matlab:

q = quantizer('double’);
y = num2bin(q,-9.28)

y =
1100000000100010100011110101110000101000111101011100001010001111

Obs: uppe finns inte plats for y pa sliden, vi ska ha:

y =
1100000000100010100011110101110000101000111101011100001010001111

53 /487
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Example
6.28 = +[1.57] - 22 = +[1 + 0.57] - 22

1
0.57 = 5 + 0.07 =
1 1 1 1 1 1
=1--4+0--4+0-=-41-— =t = ...
2+ 4+ 8+ 16+0 32+ +256+
Exponenten 2 lagras som: 2 4+ 1023 = 1025 = 1024 + 1 =
1.210 +1.20
0 10000000001 10010 ....10...
tecken | exponent 11 bitar | mantissa 52 bitar
| Matlab:
y = num2bin(q,6.28)

y —_=
0100000000011001000111101011100001010001111010111000010100011111

Syns inte sista siffror: -
0100000000011001000111101011100001010001111010111000010100011111 54 /487
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Flyttal-rakning
Om x ar ett godtyckligt reellt tal betecknar vi det avrundade flyttalet
med f/(x) (floating). Normalt (kan andras) ar fl(x) det flyttal som ligger
narmast x.

Example
Exempel: Lat oss anta att vi raknar decimalt med fyra siffror.

fi(m) = f1(3.141592653589...) = 3.142,

: (10)

f1(31415926.53589...) = 3.142 - 10°.
Hur stort kan det absoluta felet bli vid avrundning till narmaste flyttal?
Maximalt en halv enhet i fjarde siffran. S& om vart tal ar

:|:Sl.525354...].0e

(dar s1, sp, ... betecknar decimala siffror) ar absolutbeloppet av absoluta
felet maximalt 0.0005 - 10¢. Relativa felet ar maximalt (for ett

normaliserat tal)
55 /487

fl(x) — 0.0005 - 10¢
‘ () = x| _ — 0.0005

— 1.0000.... - 10

X

I—ﬂyttalsaritmetik

Maskinnoggrannheten &,,c4

€mach beror pd method, som vi anvander i avrundning. Definitioner for
€mach fOr precision t:

» | rounding by choping:

Emach = Bl_p - 6_1:

» | rounding to nearest:

1

1 .- _
€mach:§ﬁl pziﬁ !
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Maskinnoggrannheten & ,5ch

| dubbel precision (nar t = 53, 64 bits dator) galler att
Emach = 27t~ 1.11 - 1071® och i enkel precision (nar t = 24, 32 bits
dator) €mach = 27t~ 6-1078,

Example
chop rounding to 2 digits | to nearest to 2 digits
1.849 | 1.8 1.8
1.850 | 1.8 1.9
1.851 | 1.8 1.9
1.899 | 1.8 1.9

57 /487
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Example

1:=[1]-2°=[1+0.0]-2°

Mantissa ar 0 har.

Exponenten 0 lagras som: 0+ 1023 = 1024 —1=1-210 _1.20 =
10000000000 — 00000000001 = 01111111111,

11 bitar 11 bitar 11 bitar

0 01111111111 0000 ....
tecken | exponent 11 bitar | mantissa 52 bitar
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Example
05:=[1]-271 =[1+0.0]-27¢
Mantissa ar 0 har.
Exponenten —1 lagras som: —1 4 1023 = 1024 — 2 =
1-219 —1.21 = 10000000000 — 00000000010 = 01111111110.
11 Etar 11 Etar 11 Etar
0 01111111110 0000 ....
tecken | exponent 11 bitar | mantissa 52 bitar

59 / 487
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Example

0.1:=[1.6]-27*=[1+0.6]-27*

Exponenten —4 lagras som: —4 4 1023 = 1019 = 1024 — 5 =

1-210 —(1.22+1-2% = 10000000000 — 00000000101 = 01111111011,

11 bitar 11 bitar 11 bitar
0 01111111011 100...
tecken | exponent 11 bitar | mantissa 52 bitar

Kollar i Matlab:

q = quantizer('double’);
y = num2bin(q,0.1)

y p—
0011111110111001100110011001100110011001100110011001100110011010

Obs: uppe finns inte plats for y pa sliden, vi ska ha:
y:
0011111110111001100110011001100110011001100110011001100110011010
60 / 487
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Om x ar ett godtyckligt reellt tal betecknar vi det avrundade flyttalet
med fl(x) (floating). Normalt (kan andras) ar fl(x) det flyttal som ligger
narmast x.

Exempel:

Lat oss anta att vi raknar decimalt med fyra siffror.

fi() = f1(3.141592653589...) = 3.142,
fl(31415926.53589...) = 3.142 - 10".

Hur stort kan det absoluta felet bli vid avrundning till narmaste flyttal?
Maximalt en halv enhet i fjarde siffran. S3 om vart tal ar

(11)

+51.505354...10¢

(dar s1, sp, ... betecknar decimala siffror) ar absolutbeloppet av absoluta
felet maximalt 0.0005 - 10°. Relativa felet ar maximalt (for ett
normaliserat tal)

fl(x) — x 0.0005 - 10¢
X = 1.0000....- 10 000>
Denna begransning kallas relativa maskinnoggrannheten
Max € mach := 0.0005 61 /487

I—ﬂyttalsaritmetik

Maskinnoggrannheten &,,c4

€mach beror pd method, som vi anvander i avrundning. Definitioner for
€mach fOr precision t:

» | rounding by choping:

Emach = Bl_p - 6_1:

» | rounding to nearest:

1

1 .- _
€mach:§ﬁl pziﬁ !
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Maskinnoggrannheten &,,c1

| dubbel precision (nar t = 53, 64 bits dator) galler att
Emach = 275~ 1.11- 10710 och i enkel precision (nar t = 24, 32

bits dator) €mach =2 F ~ 6-1078.

Example

1.849
1.850
1.851
1.899

chop rounding to 2 digits
1.8
1.8
1.8
1.8

to nearest to 2 digits

1.8
1.9
1.9
1.9

I—ﬂyttalsaritmetik

Maskinnoggrannheten &,,c4

Now the following values of machine epsilon apply to standard floating
point formats:

63 /487

Table 1. Values of machine epsilon in standard floating point formats.
Notation x means that one bit is implicit in precision p. Machine epsilon € pmach

is computed accordingly to Demmel, Applied Numerical Linear Algebra, SIAM.

EEE 754 - 2008 description Base, | Precision, Machine eps.
b P Emach = 0.5 B_(p_l)
binary16 half precision 2 11* 21 — 4.88e — 04
binary32 single precision 2 24> 224 =596e — 08
binary64 double precision 2 53* 273 =1.11e — 16
binary80 extended precision 2 64 2764 =542¢ — 20
binary128 quad. precision 2 113* 27113 = 9.63e —35
decimal32 single prec. decimal 10 7 5x 1077
decimal64 double prec. decimal 10 16 5 x 10716
decimal128 quad. prec. decimal 10 34 5x 10734
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Flyttal-rakning
Normaliserat tal:
:|:S]_.5253S4...].Oe

dar s1, s, ..,51 # 0. betecknar decimala siffror.

Om x ar ett godtyckligt reellt tal betecknar vi det avrundade flyttalet

med f/(x) (floating). Normalt (kan andras) ar fl(x)
narmast x.
Denormaliserat tal i enkel precision (f=fraktion):

+0.f - 27120,
Denormaliserat tal i dubbel precision:
—1022
+0.f -2 ,
Alla icke-zero reella tal kan normaliseras.

Example
x = 918.082 i normalizerat form: 9.18082 - 102.

—0.00574012 i normalizerat form: —5.74012 - 103,

I—ﬂyttalsaritmetik

Flyttal-rakning: IEEE Standard 754

Floating Point Range
bas | t L U
2 24 | -126 | 127 | 32 bitar
2 53 | -1022 | 1023 | 64 bitar

det flyttal som ligger

65 / 487

Denormaliserat
Enkel prec. | £271%9 till (1 —2723).27126
Dubbel prec. | £271974 ¢j|| (1 — 2752). 271022

Normaliserat
+27126 ] (2 — 2723 . 2127
:|:2_1022 till (2 _ 2—52) . 21023

Decimal
Enkel prec. + ~ 1074485 till ~ 103853
Dubbel prec. | + ~ 1073233 tjll ~ 103083

Figure: Exempel: Normaliserade tal (réd), denormaliserade tal (bl3) (Wikipedia)
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Flyttal-rakning: program floatgui.m

eps =2 4:1/3
1 T |
| | | |
1/2 1 2 4-1/4
emin = -1 t=3 emax = 1
L T O D LllEl Ty

eps=2 t=1/128

I 0 A
| | | |

12 1 2 4-1/64
emin = -1 t=7 emax =1
Ll T[] L =[] E1NE
T lAan cnnla

eps=2 *t=1/128

i nmmhmamam g
| | | | |
116 12 1 2 4-1/64
67 /487
emin = -4 =7 emax =1
1 D L T=E[] E1NE
T lAan cnnla
I—ﬂyttalsaritmetik

Maskinnoggrannheten &,,c4
Vi kan skriva

S €mach

‘ff(ﬂ_—x

pa ett annat satt. Det galler med |e| < €pacp att
fl(x) =(1+¢e)x =x+ex

Varfor galler detta? Antag att x # 0

fl(x) = (1+¢)x;
fl(x) — x = ex;

=) e

N———
68 / 487
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Flyttal-rakning
Lat ® beteckna nagon av operationer 4+, —, %, /. Lat x och y vara tva
flyttal. Da galler att med |e| < €mach:
fixoy)=1+e)(x®y)=(x®y)+e(x®y)

Beloppet av absoluta felet ar:

filx@y) = (x@y)| = le(x®@y)| < €machlx ® y|
och relativa felet ar ( om x ® y # 0)

69 / 487
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Flyttal-rakning: problem

Nagra vanliga problem med fluttalsrakning:
Antag att vi raknar i dubbel precision:

lel6 + 1 - 1el6
ans =0

men om vi skriver

lel6 - 1lelb + 1
ans = 1
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Flyttal-rakning: problem

1+ le-16-1
ans =0

men

1-1+4 1e-16
ans = 1.0000e-16

71487

I—ﬂyttalsaritmetik

Flyttal-rakning: problem

1lel6 + 1.00000000001 - 1el6
ans =0

men

1el6 - 1e16 + 1.00000000001
ans = 1

72487
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Flyttal-rakning: kancellation

Man bor undvika att addera eller subtrahera tal av mycket olika
storleksordning. a + (b + c¢) behover inte vara lika med (a + b) + c.
En kompilator far inte optimera for mycket.

Kancellation - subtraktion av tva nastan lika stora tal.

Antag att vi subtraherar tva olika tal:

1.03678947f
1.03678935¢

0.00000012t

Har, f och g betecknar fel, och fi far nytt fel t. | de tva forsta talen

kommer felet i tionde siffran: 1.03678947 f |, och i skillnaden finns

10 siffra
felet redan i tredje sifrran: 0.00000012t =1.2 t e — 7. Vi har forlorat

] ) 3 siffra 73 /487
information.

I—ﬂyttalsaritmetik

Flyttal-rakning: exempel
Antag att a, b, c ar redan avrundade flyttal och att vi vill berakna

a+ bc. Vi far infora en e-term for varje rakneoperation med
’5k’ < Emach) k = 172:

fl(a+ bc) = fl(a+ fl(bc)) = (a+ be(1 + £1))(1 + e2).
Multiplicera ihop faktorerna och tar beloppet av absoluta felet:
fl(a+ bc) = a+ bc + bcey + (a + bc)eax + beesey,
|fl(a+ bc) — (a+ bc)| = |bcer + (a + bc)ea + beejer|.
Ovre begransning av det absoluta felet ar:

|fl(a+ bc) — (a+ bc)| < |bclemach + |a + bclemach + |bc|5fnachl
= ((1 4 emach)|bc| + |a + bcl)emach
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Flyttal-rakning: exempel

For relativa felet har vi (om a+ bc # 0):

|fl(a+ bc) — (a+ bc)| < (1 4 €macn)|bc| + |a + be|
la + bc| - |a+ bc|
[ (1 4 emach)| be|

B la + bc|

mach

+ 1| €mach-

Relativa felet ar litet om |a|i2|c| inte ar for stort. Om, till exempel,

|bc| = 1,|a+ bc| ~ 0, vi fa ett stort relativt fel.
Om man inte kraver en strikt grans utan endast en uppskattning kan

man tilldta sig att slanga t.ex. e1e5- termer (produkter av termer) ty

2

gmach << gmach.

75 /487

I—ﬂyttalsaritmetik

Flyttal-rakning: exempel
For att se att analysen stammer ratt bra kommer har ett numeriskt
exempel i fyrsiffrig decimal aritmetik:
a=10.70, b= —4.567, ¢ =2.344, a+ bc = —0.005048 (exakt).

fl(a+ bc) = fl(a+ fl(bc)),
fl(bc) = —10.71 (eftersom bc = —10.705048),
fl(a+ f(bc)) = f1(10.70 + (—10.71)) = —0.010.

Beloppet av absoluta felet ar:

a+ bc = —0.005048 exakt,
|fl(a+ bc) — (a+ bc)| = | —0.010 — (—0.005048)| = 0.004952.

Notera att detta fel ar ungefar lika stort som det exakta vardet. Det
relativa felet ar:
fl(a+ bc) — (a+ bc)| | —0.010 — (—0.005048)|

~ 0.98.
|a + bc| | — 0.005048]
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Flyttal-rakning: exempel

Det relativa felet ar:

|fi(a+ bc) — (a+ bc)| | —0.010 — (—0.005048) 0.03
la + bc] - | — 0.005048| -
(1 4 €mach) | bc]
< 1| e,
=~ |a+ bC| + Emach

~

uppskattning for felet

_(1 + 0.0005)| - | — 10.705048|
— 1({0. ~ 1.061
[ 0.005048] + 11| 0.0005 06

Har, relativa maskinnoggrannheten max e acn := 0.0005 .
Resultat stammer val med uppskattning, vi fick: 0.98 < 1.061.
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L Linjara ekvationssystem

Matrisfaktoriseringar: LU-faktorisering

Vanligt i tillampningar och teoretiskt arbete att skriva matriser
som produkter av andra matriser (kallas matrisfaktoriseringar eller
uppdelningar). Nagra exempel illustrerade med sma
“kryssmatriser’”:

X X X x 0 0 X X X
X x x| =|x x 0 0 x x
X X X X X 0 0 x
- RS o .
A L M

» [ for “Lower triangular”, undertriangular och

» U for “Upper triangular”, overtriangular.

» Kallas LU-faktorisering. Anvands for att losa Ax = b-problem.
» Matlab-kommando lu.
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Matrisfaktoriseringar: QR-faktorisering

For att approximativt losa overbestamda ekvationssystem
(minstakvadratproblem) anvander vi QR-faktorisering:

[ x x x| [ x x x|
X X X X X X X X X
X X X | =1 x x x 0 x x
X X X X X X 0 0 x
| x x x| |x x x| T
~ TV - ~ TV -
A Q

dmA=mxn dm@=mxn, dmR=nXxn.

Q for ortogonal matris, dvs. Q7 Q = I,

R for “Upper triangular”, overtriangular.

Kallas QR-faktorisering. Anvands for att losa
minstakvadratproblem, hitta egenvarden i symmetrisk matris.
» Matlab-kommando qr.

vvyyvyy
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L Linjara ekvationssystem

Matrisfaktoriseringar: diagonalisering

Om A ar en s.k. diagonaliserbar matris kan vi anvanda Matlabs
eig-kommando for att berakna:

X X X X X X A 0 O X X X

X X x| =] x x x 0 X O X X X

X X X X X X 0 0 A3 X X X
A X A X-1

A1, A2, A3 ar A:s egenvarden och de tre kolonnerna i X ar
motsvarande egenvektorer. Om A ar en reell och symmetrisk
matris s3 kan egenvektorerna valjas ortonormerade varfor X ar
ortogonal och X1 = X7 .
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Singulara vardena

L3t A vara en m x n matrisoch [at A\{ > X\ > ... > )\, > 0 vara
egenvardena till A*A ordnade i storleksordning. Talen

o1 > 09 > ... > 0, > 0 definierade genom o; = /\;(A*A) kallas de
singulara vardena till A.

Conjugate transpose matrix:

A = Aji,
Zj,- - scalar complex conjugate elements.
Example
C[34i 5 -2
A= 2—2i 1 —7-—13i
a
3—i 242
A" = 5 —i
2i —T7+413i
81/487
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Singularavardesfaktoriseringen (SVD)
Singularavardesfaktoriseringen (i Matlab commando svd) ar en
slags generalisering av egenvirdesuppdelningen av A = UX V7 till
ickekvadratiska matriser.
[ x x x| [ x x x x x| [o1 0O 0 7]
X X X X X X X X 0 oo O X X X
X x x| =|x x x x x 0 0 o3 X X X
X X X X X X X X 0O 0 O X X X
X X X X X X X X 0O 0 O h ~~ g
¥_ _J ¥_ _J ¥_ _J VT
A U )%

dir UTU =1, VTV = [ 3r ortogonala matriser och
o1 > 0 > o3 > 0. Faktoriseringen existerar aven for liggande
matriser. Anvands for att losa minstakvadratproblem, hitta

egenvarden i symmetrisk matris, komprimera bilder.
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Example of application of linear systems: image
compression using SVD

Definition SVD Let A be an arbitrary m-by-n matrix with m > n. Then
we can write A= UXV'T, where U is m-by-n and satisfies UTU = I, V
is n-by-n and satisfies VTV = |, and ¥ = diag(o1,...,0,), where

01> --->0,>0. The columns uy,...,u, of U are called left singular
vectors. The columns vy,...,v, of V are called right singular vectors.
The o; are called singular values. (If m < n, the SVD is defined by
considering AT .)

Theorem

Write V = [v1,va, ..., v,] and U = [uy, ug, ..., up], so

A=UZVT =X"" o] (a sum of rank-1 matrices). Then a matrix
of rank k < n closest to A (measured with || - ||2 is Ax = fozl o]

and ||A — Axll2 = oxy1. We may also write Ay = UL, VT where
Zk = diag(al,...,ak,O,...,O).

83487
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Application SVD: Image compression using SVD

a) Original image b) Rank k=20 approximation

84 /487



L Linjara ekvationssystem

Image compression using SVD in Matlab

See path for other pictures:
/matlab-2012b/toolbox/matlab/demos
load clown.mat;

Size(X) = m x n = 320 x 200 pixels.
[U,S,V] = svd(X);

colormap(map);

k=20;
image(U(:,1:k)*S(1:k,1:k)*V(:,1:k)");
Now: size(U)= m x k, size(V)= n x k.
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Image compression using SVD in Matlab

a) Original image b) Rank k=4 approximation b) Rank k=5 approximation
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Image compression using SVD for arbitrary picture

To get image on the previous slide, | took picture in jpg-format and
loaded it in matlab. You can also try to use following matlab code for
your own pictures:

A = imread('Child.jpg’);

Real size of A: size(A) ans= 218 171 3

figure(1); image(DDA);

DDA=im2double(A);

[U1,51,V1] = svd(DDA(:,:,1)); [U2,52,V2] = svd(DDAC(:,:,2));
[U3,S3,V3] = svd(DDA(:,:,3));

k=15;

svdl = U1(:,1:k)*S1(1:k,1:k)*V1(:,1:k)";

svd2 = U2(:,1:k)*S2(1:k,1:k)*V2(:,1:k)";

svd3 = U3(:,1:k)*S3(1:k,1:k)*V3(:,1:k)";

DDAnew = zeros(size(DDA));

DDAnew(:,:;,1) = svdl; DDAnew(:,:,2) = svd2; DDAnew(:,:,3) = svd3;
figure(2); image(DDAnew);
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Matrisfaktoriseringar: LU-faktorisering

Ax = b loses i de tre stegen:

1. Berdkna L (undertriangular matris) och U (Overtriangular
matris) sd att A= LU. For att 16sa LUx = b infor vi
beteckningen z = Ux och far da problemet Lz = b.

2. Lo6s Lz = b (framatsubstitution).

3. Los Ux = z (bakatsubstitution). Framatsubstitution gar till
pa samma vis som bakatsubstitutionen fast man tar raderna i
omvand ordning.

Kostnad?
» A= LU tar ungefir n3/3 vardera av + och -.
» Lz = b kostar n?/2 vardera av + och -.
» Ux = z kostar lika mycket (n?/2).
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LU-faktorisering for linjara ekvationssystem

Vad ar det for fordel med detta jamfort med vanlig
Gausselimination ?

Svar: enklare att hantera vid teoretiskt arbete.

Det gor det ocksd mojligt att effektivt losa problem av typen
Ax) = by dar byy1 beror av x.

Om alla hogerleden ar kanda pa en gang kan givetvis vanlig
Gausseliminationutnyttjas.

Man loser ett sddant problem sd har:

» Berakna L och U sa att A= LU.
» Los LUXk = bk, k = 1,2,
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Gaussian Elimination

The Algorithm — uniqueness of factorization

Definition
The leading j-by-j principal submatrix of Ais A(1:j,1: ).

Theorem 2.4.

The following two statements are equivalent:

1. There exists a unique unit lower triangular L and non-singular
upper triangular U such that A= LU.

2. All leading principal submatrices of A are non-singular.
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Gaussian Elimination

The Algorithm — uniqueness of factorization

Bevis.
We first show that (1) implies (2). A= LU may also be written

Aun Ap| _ |[Llun 0 o Ui Uz| _ [LuUn L11Uro
Axi Ax Ly Lo 0 Ux Loy Ui Loy Uiz + Lop U

where Aj; is a j-by-j leading principal submatrix, as well as L;; and
U11. Therefore _

detA11 = det(L11 U11) = detli1detU;1 =1 - ijzl(Ull)kk # 0,
since L is unit triangular and U is triangular.

91 /487
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Gaussian Elimination
The Algorithm — uniqueness of factorization
Beuvis.
(2) implies (1) is proved by induction on n. It is easy for 1-by-1
matrices: a = 1-a. To prove it for n-by-n matrices A, we need to
find unique (n-1)-by-(n-1) triangular matrices L and U, unique
(n-1)-by-1 vectors / and u, and unique nonzero scalar 7 such that
a_[A b _[L o] U w]_[LU Lu
T leT o6 T IT 1 0 n|  [ITU 1Tu+n
By induction unique L and U exist such that A= LU. Now let
u=L"1p, 1T =cTU and n=2a0— 1T u, all of which are unique.
The diagonal entries of U are nonzero by induction, and n # 0
since 0 # detA = det(U) - 7.
]
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Ovning: rakna LU-faktorisering

Example

A:[2 0 ]; L-7 U-? A=LU

4 15
A | e A | _ (6 0 ] [un w2 ]
a  ax REERZ? 0 ux

| vl lune
borurr lo1 - unp + £ - U |

1 0
li1-un =an = L=
{1 1
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Example

ail
= u11 = Tnn = a1
11

011 - U1 = a1 = U2 = a1

a1 axn 4
br-unn=an=b1=—=—"—"—=-=2
u;x a2

Uo1 - Ui+ V¥op - g =ax = 2-a12+1-uxp=axn=
U22=322—2-312:15—2-6:3

25 ][22 )

A\ g \ . 7 \u 4
TV TV TV

A L U
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Ar LU-faktorisering en stabil algoritm?

Har foljer en grov skiss som visar vad som kan g fel. Lat € std for ett
litet tal, a;, a» och a3 markerar “medelstora” tal. LU-faktorisering blir da:

[5 a2] [1 0][5 ar ]
L a1 as ,_\ 31/6 1 | 0 33—32(31/6)

g

~ ~ ~"

A L U

a1 /e blir ett stort tal, vilket ger utskiftning i berakningen av
U = az — ap(a1/e). Lat oss anta att hela as skiftas ut och att allt annat
raknas ut exakt. Hur stort blir bakatfelet?

e Lo S ) Lo o
a/e 1 0 —ax(a1/e) B ap O

A\ o\ g A\ g
Vv

L skifted U faktoriserad matris
Vi har alltsa faktoriserat en matris som avviker mycket fran A i
(2,2)-elementet. Algoritmen behdver inte vara stabil.
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Ar LU-faktorisering en stabil algoritm?

Det kan vi dock latt fixa. Kasta om raderna i systemet (byt ordning pa
ekvationerna), dvs. studera matrisen B = PA:

0 1 g  a a; as
B — —_—
1 0 a; as € a

A 7\ >

P A

LU-faktorisering blir nu:

[al 33] [1 0] [al as ]
e a _\ g/fa 1] L0 a—as(e/ar) |

AN
-~ -~

L U

Notera att €/a; ar ett litet tal. Vi far alltsa inte farlig utskiftning i us ».
Lat oss anta att as(c/a;) skiftas ut:

1 0 a; as ap as
= =B+
ela; 1 0 a €  a»—+ azc/ay

0 0 }
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Gaussian elimination

The basic algorithm for solving Ax = b.
1. Permutation matrices.
2. The algorithm - overview.

3. The algorithm - factorization with pivoting.
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Permutation matrices

Definition
Permutation matrix := identity matrix with permuted rows.
Example

1 0 0 O 0 01 O 0 01 O

0 1 0O N 1 0 0 O N 0 0 0 1

0 010 0 0 01 01 00

0 0 0 1 0 1 0O 1 0 0 O
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Permutation matrices

Properties

Properties of permutation matrices (P, P1, P»):
» P . X = same matrix X with rows permuted
» P;- P, is also a permutation
» pl=pT (reverse permutation)
» det(P) = +1 (41 for even permutations, -1 for odd)
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Gaussian Elimination
The Algorithm — Overview
Solving Ax = b using Gaussian elimination.

1. Factorize Ainto A= PLU
Permutation  Unit lower triangular Non-singular upper triangular

2. Solve PLUx = b (for LUx) :
LUx =P 'b
3. Solve LUx = P~1b (for Ux) by forward substitution:
Ux = LY(P~1b).
4. Solve Ux = L~Y(P~1b) by backward substitution:
x=UYLP71h).
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Gaussian Elimination

LU factorization with pivoting: calculating the permutation matrix P, the
unit lower triangular matrix L, and the nonsingular upper triangular
matrix U such that LU = PA for a given nonsingular A.

et P=1I,L=1,U=A

fori=1lton—1

find m such that |U(m,i)| is the largest entry in |U(i : n,i)|
ifm=#£i

swap rows m and / in P

swap rows m and / in U

if i > 2 swap elements L(m,1:i—1)and L(i,1:/—1)
end if

LG+1:ni)y=U(+1:n0)/U(i,i)
Uii+1:ni4+1:n)=U@G(+1:ni+1:n)—L>i+1:ni)U(i,i+1:n)
U(i+1:n,i)=0

end for
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Forward substitution

The next algorithm is forward substitution. We use it to easily solve a
given system Lx = b with a unit lower triangular matrix L.

Forward substitution: solving Lx = b with a unit lower triangular matrix
L.

x(1) = b(1)

fori=2ton

x(i)=b(i)—L(i,1:(i—1)) x(1:(i—1))

end for
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Backward substitution

Using Backward substitution, we easily solve a given system
Ux = b with an upper triangular matrix U.

Backward substitution: solving Ux = b with a nonsingular upper
triangular matrix U.

x(n) = b(n)/U(n, n)

fori=n—-—1to1l

x(i) = (b(i) — UG, (i +1) : n) x((i + 1) : n))/ Ui, i)

end for
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LDU-faktorisering
Vi bildar givetvis aldrig permutationsmatriserna utan rader flyttas
via tilldelning eller pekare.
Definition
LDU-faktoriseringen

L har ettor pad diagonalen. Kan fa ettor pa U:s diagonal genom att
“bryta ut” U:s diagonal (antar A ickesingular).

Example

Har ett exempel dar vi struntar i pivotering for att slippa brak.

)7L o) L)l sl o)

\ 7 \ 7\ 7 \ 7 \\ A 7
TV TV NV TV TV TV

A L Uo L D U

Sa allmant A = LDU. Vi kan utnyttja detta for att titta pd tva  104/487
wvilkviaa fall-
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LDU-faktorisering

1. A ir symmetrisk matris: A= AT, d3 U= DL" s3 att
A = LDLT. Innebir halva antalet operationer for
faktoriseringen (forutsatt att vi utnyttjar symmetrin i var
algoritm). Halverat minnesbehov.

)bl Sl ladle Bl

- - - o - g - - \ o -
~" ~" ~"

A L U L D LT

Problem med pivotering och symmetri ty partiell pivotering
forstor symmetrin (finns andra pivoteringsalgoritmer).

2. Det andra viktiga fallet intraffar nar D i A= LDL" har
positiva diagonalelement.
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Matrisfaktoriseringar: DU-faktorisering

A= [ a1 912 ] = A= DU, D — diagonal matrix
0 ax

ann a2 | _ | dan 0 | |1 wo
0 doo o 0 d22 0 1
dii-1=a1 = di=an

ai2
di1- U2 = aip = ay1 - U = a12 = Up = —

a11
doy - 1 = ax
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Ovning: DU-faktorisering

Example
Rakna DU-faktorisering for
2 6
=165
A — 2 6 . d11 0 ) 1 uio
10 3] |0 o 0 1
6
di1 = 2; dyp = axp = 3; U12=2=—=3
all 2
A 2 6| |20 1 3
10 3] |0 3 01
D U
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Example: Choleskyfaktorisering

R S B 0

o -

A L U L D L
"1 07[2 072 071 2
12 1]lo3]lo3]]lo1
1 D2 pir G

o (PR B ey | R

A\ 7 \\ e A\ 7 \\ >4
TV TV TV TV

L pt/2 1 L pt/2 LT i
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Choleskyfaktorisering

A = CCT kallas Choleskyfaktorisering och den existerar nir A ar
symmetrisk A= AT och positivt definit:

x#0, xTAx > 0.

Man kan visa att LU-faktorisering for en positivt definit matris ar
stabil aven om vi inte pivoterar.
Positivt definita matriser ar vanliga i tillampningar.

109 / 487

L Linjara ekvationssystem

Example

Vi har partiklar med massorna my, mo, m3 och farterna vy, v», v3. Den
totala kinetiska energin, Ej;, ar

my 0 0 Vi
2 2 2
mivi + movy +mavy 1
5 = 5\[ Vi Vo V3 l 0 moy 0 Vo
vr 0 0 ms V3
~ ~~ 7 N——
M 4

=VTMV/2.
Eiin > 0 om n3gon massa ror sig, dvs. om V # 0 och VT MV > 0 s3 att
M ar positivt definit.

110/ 487



L Linjara ekvationssystem

Theorem

En symmetrisk, positivt definit (s.p.d) matris har positiva
egenvarden. Omvandningen galler ocksa: en reell, symmetrisk
matris A ar positivt definit om den har positiva egenvarden.

Bevis.
En reell och symmetrisk matris A har reella egenvarden och
egenvektorer.
Ax = \x
da
xTAx = MxTx
och T
x " Ax
A=——>0
x " x

ty xTx = > hq X,% > 0 k > 0 eftersom x inte ar nollvektorn.
O
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Matrisfaktoriseringar: Choleskyfaktorisering

Choleskyfaktorisering for s.p.d. Aar A= L-L", var L ar
undertriangular matris.

[ ail  an ] _ [511 0 ][ (11 U ] _ Gy 011 - €01
a1 axn b1 o 0 /oy bor - l1; By + 62,

l11 =1, {1 = aoy;
031 + {55 = ax
a5y + 55 = ax
o = 1/ aoy — agl >0

[311 312]_[1 0 ][1 321]
ar; a» a1 {2 0 /4

- - \a
Vo Vo

A L LT
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Matrisfaktoriseringar: Choleskyfaktorisering A =L - L'

A | 91 a2 | _ l11 0 |l _ G 11 - €
21 a9z 1 b2 0 (2 loy - b11; 03, + 03,

A 7 A A

-~ -~

A L LT

5%1 =a = 11 = an

l11 - lo1 = app = Iy = q2 _ ou
i1 Vau
U1 - log + oo - £op = ax
2
03, + 05y = axp = oy = +/an — (3, = (| an — a_ﬁ;
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Example
Rikna Choleskyfaktorisering A= L - LT for

4 8
A=l % |

Ar A s.p.d. ? Raknar egenvarden:

AM~13>0
A~ 27.7>0

a
li=Van=Va=2ln=—==8=4lp=/25-% =3
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Cholesky algorithm:

forj =1ton
1
= (aj — Zk 1 /J2k)
for I=j+1to n
lj = (a5 — Y4y lli) /1
end for
end for

Here, dimA = n. If A is not positive definite, then (in exact
arithmetic) this algorithm will fail by attempting to compute the

square root of a negative number or by dividing by zero; this is the

cheapest way to test if a symmetric matrix is positive definite.

| Matlab anvander vi chol(A).

L Linjara ekvationssystem
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Tillampningar av LU, LDL", DU, Cholesky faktoriseringar

1) Losa system av linjara ekvationer Ax = b;
2) For att rakna inversa matriser.

A=LU=>AT=(U) = A =U L

A=DU=At=DU) = At=U'D"

A=LLT > A = (L)Yt A =7 (L) =71 H T
3) For att berakna determinant av dim(A) =nx n :

A= LU = det(A) = det(LU) = det(L) - det(U) = H H i

A= PLU = det(A) = det(P)det(L) - det(U) = (—1)° H li H i,

A= LL" = det(A) = det(LL") = det(L) - det(L") = (det(L))>.

s = hur manga ganger var gjort permutation.
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Berakning av inversa matris med hjalp av DU faktorisering

Example
A — 2 6 o d11 0 ) 1 I )
|0 3] |0 doo 0 1

6
dit = 2; dyp = axn =3; U12:2=§=3

da11

Il
—
o N
(JOO
[
L
—
(el U<
—= W
[
L
Il

~1
2 6

1_
SR ]

1/2 0

1/3
Hur ska vi rakna inversen pd U 7
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Example

Observera, att

SR

N
Vi ska anvanda formula : (/ + N)~1 = [ 4+ 32771 (—1)k Nk,
Harledning: N ar triangular med 0 pd diagonalen, d& N” = 0. Fran
polynomial faktorizering: 1 — x" = (1 — x)(1 + x + x*> + ... + x"71). For
x = —N vi har:
(I +N)( =N+ N> =N3>+ ...+ (=1)""IN""1) = (I — N") = | och
(I + N2 =1+ 3721 (—1)kNk,
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Example
Vi kan berikna nu A1
A_lzlz 6]_1:{2 o]‘l [1 3]‘1:
0 3 0 3 0 1
1/2 0 1 -3
[o 1/3]'[0 1 ]
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Positivt definit matris

Positivt definit matris: x" Ax >0 Vx # 0.

Exempel: en symmetrisk, positivt definit matris har positiva egenvarden.
Bevis: En reell och symmetrisk matris har reella egenvarden och
egenvektorer

xT Ax

xTx

Ax=dx = xTAx = dx"x = \ = > 0,

och x"x > 0,x # 0. Omvandningen giller ocksa: en reell, symmetrisk
matris ar positivt definit om den har positiva egenvarden.
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Positivt definit matris

Example

En positivt definit matris har positiva diagonalelement. Tag x = ¢; ,
kolonn j i I, enhetsmatrisen. D& ar (med Matlabnotation)

Agj = A(.j). 6] A= A ), & Aex = Alj, k) = 3.
Sa

T .
e Agj=a;;j>0,j=1,..,n

Observera implikationen. Positiva diagonalelement ar nodvandigt for att
vi skall ha en positivt definit matris. Det ar inte ett tillrackligt villkor.

Example

[1,—1]-[; i]-[_i]:—2<0.

Matrisen ar indefinit med egenvarden —1 och 3.

Diagonalelementen méaste ocksa vara tillrackligt stora jamfort med de
utomdiagonala, for att matrisen skall vara positivt definit.
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Positivt definit matris

Example

Lat A vara symmetrisk och positiv definit matris, dim A = n x n. Anvand
definitionen pd positivt definit for att bevisa att A ar ickesingular.

Svar:

Definition av s.p.d. matris ar: ¥x #0 x” Ax > 0. Om A vore singular
(detA = 0)da skulle det existera x # 0 sd att Ax = 0, men det strider
mot antagande att A ar positivt definit. Exempel:

L 1] x| _ | xatx
1 1 X o X1+ Xo
Vi kan valja x; = —xp, dd Ax =0.
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Positivt definit matris

Example

Ett exempel fran flervariabelkursen. Lat z = f(x, y) vara en reellvard
funktion av tva variabler. Vi vill undersoka om f har ett strangt lokalt
minimum i punkten (a, b). Om f ar tillrackligt snall (har tillrackligt
manga kontinuerliga derivator) galler att:

f(a+ h,b+ k) = f(a, b) + f/(a, b)h+ fl(a, b)k+

fola bR + 265 (a, b)hk + fyy(a, b)K* (12)
;

Ett nodvandigt villkor for minimum ar att gradienten ar nollvektorn, ty
annars kan vi gora f mindre genom att ga i negativa gradientens riktning.
Alltsd galler:

fila, ) + 265 (a. b)hk + (2, B

2
(13)
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f(a+ h b+ k)="f(a,b)+
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Positivt definit matris
Nu ar (dar vi inte skriver ut (a, b))

2 2 2 2
foch® +2f hk + £ k* = £ h* + £ hk + ) hk + f,, k* =
1" 1" 14
[h,k]~[fXX fXY]-[”]:vTHV (14)

o] Lk

h f// f//
— H = XX Xy )
()5 5
H ar den s.k. Hessianen. Om H ar positivt definit sd har f ett strangt
lokalt minimum i (a, b).
Detta galler allmant. Om w = f(x, y, z) dar Vf(a, b, c) ar nollvektorn,
sa har f ett strangt lokalt minimum i (a, b,c) om
O
H=| G b o
fo By f

1
yy
ar positivt definit (alla derivator ar berdknade i (a, b, ¢)).

med
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Konditionstalet for Ax = b-problemet, Proof by example

Lat oss se hur losningen x andrar sig nar vi stor hogerledet b. Vi studerar
ett numeriskt exempel dar A ar diagonal.

]2 0 T2 B 1
X=10 1070 |X= |1 |TX=| 100

Vi stor nu b med f och far da losningen y, dvs. Ay = b+ f. Hur mycket
andras x, dvs. hur stor ar y — x7?

y=AlYb+f)=Ab+ A =x+ ATf

o, 12 0 il [ 05f
yox=A f‘[ 0 10° || & | | 1006

Det ar ar inte alltid sa har illa. Om vi i stallet tar matrisen

T2 o0 . [osf
B‘[o 0.1};” x=5B f‘[m@]

sa att
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Konditionstalet for Ax = b-problemet, Proof by example
Slutsats: om A har ett eller flera diagonalelement nara noll, s kommer x
att vara kanslig for andringar i hogerledet. A ar “nastan singular” i
foljande mening:

2 0 1,0 0 2 0
0 10°10 0 —10°° |~ |0 0

A 7 A 7 NS g
~ ~ ~~

A E singular

» Den lilla storningen E (sm3 element jamfort med det storsta
elementet i A) gor A singular. A ligger alltsd nara en singular matris.

» B ar inte nastan singular eftersom E maste innehdlla ett stort
element, —0.1.

» Allmant galler att x ar kanslig for storningar i b och A om A ar
nastan singular. Om A ar langt fran att vara singular, sd ar x
relativt okanslig for storningar.
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Konditionstalet for Ax = b-problemet, Proof by example

En nastan singular matris har en invers dar dtminstone nagot element ar
stort. Eftersom y —x = A~1f s3 kommer x att andras mycket om A~}
innehaller stora element.

Om matrisen inte ar diagonal far vi ett mer komplicerat upptradande.
Antag att 6 > 0 ar nara noll.

. Ci11 C12 . 1 1 _1_1 1+6 -1
C_[Cgl C22]_[1 1—}—5]:>C _5[ -1 1

» Vi ser att C~1 ar proportionell mot 1/6, s3 inversen ar stor. C
ligger ocksd nara en singular matris. Om vi subtraherar § fran ¢ »
sa blir matrisen singular (detC ~ 0 for 6 ~ 0). Detta galler allmant.

» Om C har element av storleksordningen ett = storlek pd C~! ~ 1/
(avstandet till ndrmaste singulara matris).

» For att gora riktiga satser kravs mer matematik, vektor- och
matrisnormer.

127 / 487

L Linjara ekvationssystem

Vektornormer

En vektornorm ar en funktion som ger ett matt pa storleken pa
elementen i en vektor. Om vektorn innehaller n element s3 sammanfattar
vi storleken med ett ickenegativt tal, s& normer kan vara trubbiga
matverktyg. Det finns oandligt mdnga normer. Vi kommer att anvanda
tre sa kallade L,-normer som vi betecknar med || - ||,:

n

[x[lp = (Z Ixc|P)YP, p>1.

k=1

> p=1,|x]s =D /_; Ixk|], ettnormen
> b =2,lxll2 = (), Il2)2, tvénormen

> p =00, X|lcc = Maxi<k<n|Xk|, maxnormen
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L Linjara ekvationssystem

Vektornormer
Dessa tre normer (liksom alla vektornormer) uppfyller:

0] = o.

» x #0 — ||x|| > 0 (positivitet),
» |lax]|| = |a|||x|| for alla @ € R (homogenitet)
» |Ix 4yl < ||x]| + |ly]] (triangelolikheten)

Normer ar olika stora, men de ar ekvivalenta (“jamférbara”). Det
existerar positiva tal a och 8 som inte beror pd x utan bara pa n s att
t.ex.

allx]ly < [Ix[l2 < Blix]lx

| detta fall &r o = 1/+/n, 8 = 1. Olikheterna ar skarpa, det existerar

x # 0 dar likhet antas. Varfor racker det inte med den ‘“vanliga langden”
av en vektor, dvs. det vi kallar tvdnormen? Det beror pa att olika
problemstallningar kraver olika satt att mata storlek. Dessutom kan det

vara sd att det gar att skapa starkare satser for en viss norm.
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L Linjara ekvationssystem

Vektornormer

Normer ar olika stora, men de ar ekvivalenta (“jamforbara”).

Example

>

Ixll> < lIxlly < Vo]l
>

XNl < lIxll2 < V/nIx]lo
>

Ix[loe < lIx[ly < nlixlls
>

IXlloo < lIxllz < lixlly < Valixlly < nlixllo
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L Linjara ekvationssystem

Innerprodukt
Vi kan definiera en norm givet en innerprodukt (skaldrprodukt).

xy=(xy) =21 xye=x"y, |Ixll2=vx"x.
Notera att x"y ar en skalidr men xy T &r en matris.

Example
[ 3
xTy=[-1,2,3]-| 2 | =(-1)-3)+2-2+3-1=4.
1
—1 ] -3 -2 -1
xy! = 2 [ -[3,2,1]=| 6 4 2
3 9 6 3
131/ 487
L Linjara ekvationssystem
Vektornormer
Example
-1
> Xl = T=1+2[+3[+]|-5=11
X = ;

| Il = VDT E (5P = V39
|IX[[oc = max(| —11,[2],[3],| — 5]) = 5. N
En vektor x ar normerad om ||x|| = 1. Om x # 0 s& ar Tl normerad.

—1
xTx=[-1,2,3, —5] g = (=1)-(=1)+2-2+3-3+(=5)> =39
-5
132/ 487

X -1 2 3 )
V:H | :’V

[~ ==Y ==Y =<

i
| — =1




L Linjara ekvationssystem

Matrisnormer
Matrisnormer ar funktioner fran R™*" till R, eller || - || : R™*" — R
och uppfyller de tre vektornormsvillkoren ovan, eller:
» ||A|| > 0 (positivitet).
» ||aA| = |af||A]| for alla @ € R (homogenitet)
> ||[A+ B|| < ||A]| + ||B]| (subadditivitet, triangelolikheten)
Om A, B € R™" anvandbara matrisnormer ar submultiplikativa:
> |AB]| < ||A|l - ||B|| (submultiplikativitet)

Normer ar olika stora, men de ar ekvivalenta (“jamforbara”). Det
existerar positiva tal a och 8 som inte beror pa A att t.ex.

af| Al < [|All2 < Bl Allx
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L Linjara ekvationssystem

Matrisnormer

Vi kan bilda matrisnormer utgdende fran vektornormer. En operatornorm
mater hur mycket multiplikation med en matris A kan forstora en vektor:

A
4] = max
i

Vi noterar att ||/|| =1 om || - || ar en operatornorm.
Operatornormerna som svarar mot vara tidigare vektornormer:

» p =1, ettnormen, storsta kolonnsumman

m
1Al = maxy "Jaril
r=1
» p =2, tvdnormen,

|Al]2 = max y/A(AT A)

» p = 0o, maxnormen, storsta radsumman

n

|A]|oo = maxZ\ank\ 134 /487
r
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L Linjara ekvationssystem

Matrisnormer

Example
For A € R™*" galler:

> Al < [All2 < vml|Alls
> =l < 1Az < VnllAllz.

> [|All2 < VI[AllLlIAlloo-
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L Linjara ekvationssystem
Matrisnormer
Example
1 -2 -3 |A[lr = max(|1[ + |6] + [9], [ — 2| + [4]+
A=|6 4 2|, +| =6, =3+ 2]+ |3]) =
9 —6 3 = max(16,12,8) = 16

Alloo = max([1] + [ —2| 4+ | =3[, [6] + [4| + |2],
9] + | — 6] + [3]) = max(6,12,18) = 18
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Matrisnormer

Example

1 -2 -3
A=1|16 4 2
9 -6 3
[|Al|]2 = max y/A(ATA)

1 6 9 118 —32 36
AT=| -2 4 —6|,ATA=| 32 56 —4

-3 2 3 36 —4 22

8.9683
T —
NATA) = | a3220 |5 MV ARAL O
141.7089 .9042) = 11.
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L Linjara ekvationssystem

Matrisnormer

Example

(1 0], [1 07 ,7 [1-x 0 .
A_[()l],A_[Ol],AA—)\I_[ . 1_A]_0,

A1 =1, Ao =1; ||A]l2 = max/A(ATA) = max(1,1) =1
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L Linjara ekvationssystem

Matrisnormer

Example
Berdkna ||A||2:

Svar: ||A|2 := max /(AT A).

r 31 r. [10 5
S AR

och for att hitta A\(AT A) vi ska I6sa ekvation \2 — 35\ + 225 = 0.
Egenvarden: \; = 8.4861, \, = 26.5139. \/A\; = 2.9131, /\; = 5.1492,
and ||Al|2 = max(o1, 05) = (2.9131,5.1492) = 5.1492.
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L Linjara ekvationssystem

Matrisnormer

Example
Berikna ||A||oo, [|Al|1, || Al for A

7 -—10 0
A=|-10 5 1
0 1 3
Svar:
7 —10 0
AT =1-10 5 1
0 1 3
Sedan
149 —120 -10
ATA=|-120 126 8
—10 8 10
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Matrisnormer

Example

7 -10 0
A=1[-10 5 1
0 1 3
and M\(ATA) = (9.2592,17.0342,258.7066), / \(AT A) =
(3.0429,4.1273,16.0844),0ch
|All2 = max(3.0429, 4.1273,16.0844) = 16.0844.
|All1 = max(|7]|+|—10|4+0,|—10|+5+1,04+1+3) = max(17,16,4) = 17

( ettnormen, storsta kolonnsumman),
|A||cc = 17 ( maxnormen, storsta radsumman).
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L Linjara ekvationssystem

Storningsteori for Ax = b

Vi anvander normer for att studera konditionstalet for problemet
Ax = b. Vi vill veta vad som hander med x nar A och/eller b
andras. Vi kommer endast att andra b.

Sats
L3t A vara ickesingular och Ax = b #0. Om Ay = b+ f sa galler
1]

< ||A]| ||A_1||W

[Ix =l
1]

Beuvis.

Ay=b+fochAx=b=Aly—x)=f=
y=x=A" = |ly = x|l = [|ATH]] < [JATH] IF]].
Men Ax = b, varfor ||x|| < [|[A7L||||6] eller 1/|x|| < ||A]l/||b]]. O

142 /487
Man kan visa liknande satser for fallen nar A eller A och b stors.



L Linjara ekvationssystem

Konditionstal for Ax = b

Antag att || - || ar en operatornorm. Da galler:

> k(A) > 1, ty L=[JAATH] < [A][ []A]

» | ar perfekt konditionerad, ty (/) =1

» konditionstalet ar skalningsoberoende: k(aA) = k(A)

» k(A) = oo om A ar singular
Om A ar singular kan det finnas ingen eller oandligt manga
losningar. Vi forvantar oss problem om A nastan ar singular. Om
k(A) ar stort sd finns en matris E med liten norm, sd att A+ E
blir singular. Vi sager att A "ligger nara” mangden av singulara
matriser. Om daremot k(A) ~ 1, maste ||E|| vara stor for att
A + E ska bli singular.
Man kan visa att de E som gor A + E singular och har minst norm

uppfyller ||E|| = ||A]|/x(A).
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L Linjara ekvationssystem

Konditionstal for Ax = b

Determinanten for A ar inte ett bra matt pd att A nastan ar
singular vilket foljande exempel illustrerar

Exempel
det(al) = " medan k(al) = 1.
A=l O det(A) =01, w(A) = 10
“lo 01 = A=
1 0 0 O
0 0.1 O
A=10 o o1 o |- det(A)=0.001 r(A) =10

0 0 0 01
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L Linjara ekvationssystem

Konditionstal for Ax = b

Exempel (Hur val stammer satsen?)

A:[(l) 100_8],b:[é],x:[é],mw(;\):ms

-9 9 _ 1
Létfz[lo ]:y—x:llo ],”X e _ 01 _

107° 101 1] | o 1
f 10~°
och dessutom IQOO(A)% = lOST =0.1

dvs. likhet i gransen. Tar vi istallet

109 1079 ] |Ix = ylloc 1077 g
[ 0 ] = [ 0 ], 1] ]oo 1 °
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[1loo

AN

1 -9
men fortfarande koo (A) = 108OT =0.1

L Linjara ekvationssystem

Tolkning av satsen
Antag att elementen i x respektive y ar ungefar lika stora. D3
galler x =~ xxe och y ~ yre dar e = (1,1,...,1). Vi far
s —yidell _ o~
x| Txeel ]
dvs. normen uppskattar det elementvisa felet. For detta specialfall
galler

Xk — vl i )M
x| 1]
Ovanstaende sager att det relativa felet i varje komponent
begransas av det relativa felet i indata multiplicerat med
konditionstalet for A.
Om t.ex. ||f]|/||b]| = 0.5- 107 (k decimaler) och k(A) ~ 10P s3
% <10°-05-107% =0.5- 107 *
k

o+ o - 146 / 487
Som tumregel far vi sdledes foljande:



L Linjara ekvationssystem

Tolkning av satsen

Om k(A) = 10° sa riskerar vi att tappa p siffror.

Antag nu att x innehadller element av olika storleksordning, t.ex.
x = [1,1073]7 och att vi anvinder || - ||oc. Om p — k = —3 s3
max{|1 — y1|,]107> — y»|} < 0.5-1073

sa att
1-05-103<y; <1+405-1073

och
1073-05-103<y,<103+05-1073

Normer kan vara trubbiga instrument.

147 /487

L Linjara ekvationssystem

Tolkning av satsen

Hur stora fel har vi i indata? Lat oss studera tva fall.

Exakt indata: Vi far eventuellt avrundningsfel nar a; x och by
lagras i minnet. Relativa felet (per komponent) ar cirka €mach. Vi
far aven avrundningsfel nar vi loser Ax = b.

Vi kan troligen tilldta ganska stora k(A), men det beror pa hur
manga siffror vi behover. Om vi har stora krav, eller for valdigt
stort k(A) kan vi minska €mnach genom att anvanda t.ex. Maple
eller Mathematica. Att rakna med manga fler siffror gar dock
mycket langsammare (mjukvara, inte hardvara).

Indata med osdkerhet (matdata): Ger normalt storre begransningar
pa hur stort k(A) vi kan tillata, eftersom vi oftast inte mater
valdigt noga.

Att rakna med mindre €,,,ch ger oftast inte en mer exakt losning,
ty om x(A) ar mattligt stort s& dominerar matfelen Sver
avrundningsfelen.
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L Linjara ekvationssystem

Uppskattning av x(A)

Att berikna A~! tar mycket tid och minne om A ir stor. cond i
Matlab anvander svd for || - ||2 och explicit inv for andra normer.
For stora matriser kan man anvanda condest som uppskattar
|A71|| genom att I6sa det linjara ekvationssystem (samt andra
listigheter). Aven LAPACK kan ge en sadan uppskattning nar man
loser Ax = b. Uppskattningen kostar nastan ingenting, eftersom
man uppnyttjar den LU-faktorisering som redan beraknats.
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L Linjara ekvationssystem

Tolkning av residualen
Vad sager residualen r = b — AX? (X ar den beraknade I6sningen).

ae[b o] e [3 oo [ oo ] o[

Kan visa (A+ E)x = b, ||E||2 < ||r||2/]||X]|2. Bevis:

AR+ EX=bEX=b—AX=r— |[E||2 <||rll2/]X]]2-

En liten residual betyder att vi har lost nastan ratt problem. |

framatriktningen kommer x(A) in:
r=b—AX=Ax—-Ax=Ax—X) e x—k%k=A"tr.

Vi far ||x — %|| < ||A7Y| ||r||. Vidare om b # 0 f&r vi

1 Al
16l] < Al [IX]| & = < T7r
[[x]] — [|bl]
Kombinerar vi dessa olikheter far vi
[|x — %] I
- < /-{(A)—
||| |||
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L Linjara ekvationssystem

En mer generell storningssats

Sats

Lemma
Lat Ax = b # 0 och (A+0A)Xx = b+ b, X = x + 0x, da

1% = x| (naAn 58] )
— < k(A) - + — )
wr = AU T A
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L Linjara ekvationssystem

En mer generell storningssats

Bevis:

(1) Ax=b,
(2) (A+0A)x = b+ db.

(2)-(1) och anvand X = x + dx:

Ax + Adx 4+ 0Ax + dAdx — Ax = db,
Adx + 0A(0x + x) = db,

Adx = 6b — JAX,

ox = AT1(6b — 6AR).
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L Linjara ekvationssystem

En mer generell storningssats

» Ta normer och anvand triangelolikheten:

lox]] < IATHICISAN - 1%l + llab]])

» Rearranging:

I6xl 4o (||6A|| 56| )
A A + —
R <A AL s

k(A)

var k(A) = ||A7Y|| - ||A|| ar konditionstalet for A.
O
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L Linjara ekvationssystem

En till storningssats: anvand residualen

Lemma
Ldt Ax = b # 0. L3t den beraknade losningen X = dx + x. Da

[1x]] < [JATH] - []r]-

Bevis
L3t oss definiera residualen som r = AX — b Dd X = A 1(r + b) och
x=%—x=%X—A"1b=A"Yr+b) - b= A~lr. Ta normer:

[1x]] < [JA= e[| < [[A7H] -]l

Detta ar det enklaste sattet att uppskatta dx.
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L Linjara ekvationssystem

En mer generell storningssats

Lemma
Lat Ax = b # 0 och (A+0A)Xx = b+ db, X = x + dx, da

X=x[l . k(A) (I|5AII+|I5bII).

. LA\ ]|A b
W= 1= ki UTiAl 178l
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L Linjara ekvationssystem

En mer generell storningssats

Bevis
(1) Ax = b,
(2) (A+3dA)x = b+ db.
(2)-(1) och anvand X = x + dx:
Ax + Adx 4+ 0Ax + dAdx — Ax = db,
Adx + 0A(0x + x) = db,

Adx = 6b — AR,
5x = A71(6b — 6AR).
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En mer generell storningssats

» Vi har:
Ox = A_l(—(SA)? + db)

Skriver om:
Adx = —0AX 4 db,
Adx + dAX = db,
Adx 4+ 0A(x + 6x) = b,
dAx + (A+ dA)éx = db.
Loser §Ax + (A + §A)dx = db for 6x och far:
>
6x = ((A+ 6A) 1 (—6Ax + b)
= [A(/ + A716A) 1 (—5Ax + 6b)
= (I + A"*SA) TATY(—5Ax + b))
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En mer generell storningssats

Lemma
Let || - [| satisfy [[AB|| < ||A[| - [[B]|. Then [[X]| <1 implies that / — X is
invertible. (/ —X)™1 =357, X', and

1

I — X)) < .
I( )| T [IX]

(15)
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L Linjara ekvationssystem

En mer generell storningssats

» Ta normer och dividera med ||x||:

llox) llob]
< 10+ ATSA T AT {I9AT +
JA7Y ( |||
= [0A] + (Lemma )
1— [JA=H] - [|6A] I
_ AT DA (HMII 16b]] ) (16)
1—[|A2] - lAf Rt N AT AL [l
k(A) (HMII N ||5b||>
— 1 k(g Al bl
» relativa felet ||||5X“H ar berdende pa relativa felet ||||6,2\4||” och HII6:IIH [
input data.
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Exempel: varfor behovs pivoting
Vi vill berakna L, U i LU-faktorisering for

107% 1
a=

Forst, A ar valkonditionerat eftersom
k(A) = ||A|lso - [|A7|oo &~ 4. D& kan vi forvanta oss att losa Ax = b

exakt. Vi skriver LU-faktorisering utan pivoting:

1 0 1074 1
L_llo‘1 1]’“‘[0 —104]

Vi observerar att LU ar inte samma, som sjalva A:

1074 1]

LU:[l 0
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L Linjara ekvationssystem

Exempel: varfor behovs pivoting

Jamfor konditionstalet for A med konditionstal for L och U:

> k(A) = [[Alloo - [[A7|oo ~ 4

> k(L) = [|L]]oo - [IL7*|o ~ 10°

> k(U) = |Ullos - [|U oo = 10°
Vi ser att k(A) << k(L) - k(U) - varning: vi ska ha forlust av
noggrannhet i LU. Det betyder, att vi maste anvanda pivoting.

161 /487
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Exempel: varfor behovs pivoting
Nu ska vi gora LU factorisering med pivoting for A med omvant ordning

av ekvationer:
1 1
A= [10_4 1]
LU factorisering ar nu:

1 0 11
L_[10—4 1]’“‘{0 1]

Med sadana matriser L och U matrix A ar korrekt:

1 0] [1 1
A’“LU_Lo—“ 1]'[0 1]

Bade matriser L och U ar valkonditionerade har och den beraknade
losningen ar ocksd ganska exakt:

> k(A) = |Alloc - A7 ]oo = 4
> k(L) = ILlloo - IL7 oo ~ 1
> k(U) =[Ullsc - [IlU |oc = 4
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L Linjara ekvationssystem

Exempel: varfor behovs pivoting

1 0 11
L_[10_4 1]’“‘{0 1]

-1 _ 1 0 -1 1 -1
: _[—10—4 1}’“ _[o 1}

k(L) = lILlloo - 1L oo = ([1] +[107%]) - (I1] + | = 107%)) = 1,
k(U) =11Ullse - [IU oo = (1L + 1)1 + = 1)) =2-2=4.

och

> k(A) = [[Alloo - [[A [0 = 4
> k(L) = [|L|loo - [IL7H]oo = 1
> k(U) = [U]lo - [IU7|oc = 4
Vi ser att k(A) ~ k(L) - k(U) - korrekt LU-faktorisering.

L Minstakvadratproblem

Nagra inledande exempel

Ett vanligt problem ar att vi har en matematisk modell och
uppmatta varden, och vill bestamma varden pa parametrar i
modellen. En vanlig modell ar b = cet (halveringstid,
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befolkningstillvaxt, etc.) b skulle kunna vara befolkningen vid tiden

t och c ar befolkningsmangden vid tiden t = 0.

Vi vill bestamma parametern A genom att utfora m matningar av

b vid olika tidpunkter tx. Vi far sdledes m stycken par (tx, by),

k=1,2,...,m. Vi antar att ¢ ar kand. Hur ska vi berakna A7 Vi

har m olika ekvationer

by = ce™M by = ce™, ..., by, = cetm.

Det ar inte sannolikt att samma \ satisfierar alla ekvationerna. Vi

ar heller inte intresserade av att fa m olika varden pa \.
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L Minstakvadratproblem

Nagra inledande exempel

En rimlig kompromiss ar att hitta ett A som approximativt
satisfierar alla ekvationerna:

Aty Atm

by ~ ce* by ~ ce™?, ... by, &~ ce

Detta kan formuleras pa foljande satt:
Forsok att gora residualerna

n=b —ceM rn=~h —ce o Im = bm — ce

sd sma som mojligt. Vi kan definiera "sm&" pd manga olika satt
(normer), t.ex.

m
min Z by — ceM|
gt

1/2

m
E ceth)? . min max |by — ce*
o A 1<k<m
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L Minstakvadratproblem

Nagra inledande exempel

Dessa forslag ar inte slumpvis utvalda. Vi infor residualvektorn
r=1[r,...,rm]". D3 kan de tre m3tten p3 foregdende sida skrivas
som

min |rlle, min [Irll2, min ]l

Olika normer kommer i regel att ge olika varden pa A. Varje \ ar
dock det basta valet for den givna normen.

Det finns oandligt manga fragor, med olika svar. Varje svar ar
dock korrekt svar pd den givna frdgan. Det finns normalt inte ett
basta varde pa A.
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L Minstakvadratproblem

Nagra inledande exempel

Man kan ha modeller med fler an en parameter. Ett vanligt
exempel ar att man vill anpassa matpunkter till en rat linje.
Modellen kan skrivas b = x; + x»t, dar x; och x» ar parametrar
och (tx, bx) uppmatta varden. Residualvektorn blir

i X1+ Xot1 — by ] [ 1 t1 ] i by ]
X1 + xotr — by 1 b X1 by
T : Tl [xJ_ :
| X1+ xotm — bm | | 1ty | | bm |

Dvs. r = Ax — b. Vi vill losa minimeringsproblemet
min ||Ax — b||
X

i ndgon lamplig norm.
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L Minstakvadratproblem

Linjara problem
Observera att detta normalt inte ar ett linjart ekvationssystem.
Det gar normalt inte att i losa Ax = b pga. avvikelser i
ekvationerna. Slarvigt kan vi skriva Ax = b.
Om vi hade kunnat losa Ax = b sd hade residualvektorn varit
r = Ax — b = 0 och matpunkterna hade fojlt modellen exakt.
Notera aven att matrisen A har fler rader an kolonner.
Nar residualvektorn kan skrivas r = Ax — b sager vi att problemet
ar linjart. Modellen har d& utseendet:

b = uttryck; parameter; + ... 4 uttryck, parameter,,

dar uttryck, beror av matvardena och inte pa nagon parameter.
Var forsta modell ar ickelinjar eftersom parametern X inte ingar
linjart i modellen. | vissa fall kan vi via substitutioner eller andra
transformationer skapa en linjar modell utifrdn en ickelinjar sadan.
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L Minstakvadratproblem

Linjara problem
Var forsta modell ar enkel att transformera, forutsatt att b och ¢ har
samma tecken. L3t oss anta att bdde b och c ar positiva. Vi far

b= ce* < logb = log c + At

A ingar nu linjart i modellen.

Om vi antar att c inte ar kand (vi matte aldrig b for t = 0) sa ar ¢ en
parameter som ingdr ickelinjart i modellen. Satt x; = log ¢ och vi far en
linjar modell som ar identisk med modellen for var rata linje:

log b = x; + At. For att gora analogin tydligare satter vi ocksd x, = .

Da far vi
[ 1 t1 i [ |Ogb1 i
min . - [ ] - .
X - - X2 -
|1ty | | log b |

Nar x ar beraknad satter vi ¢ = € och \ = x».
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Linjara problem
Nar vi gor transformationer pa detta satt andrar vi (ibland) pa
normen. Logaritmering, t.ex. har en utjamnande effekt och
minskar de stora residualernas inflytande.

Detta kan jamforas med att minimera i en annan norm. Vi staller
en annan frdga, men den kan vara lika relevant.

Ibland faster vi olika stor vikt vid de olika residualerna.
Matapparaturen kanske mater olika noga i olika matomraden. Det
ar da rimligt att ett osakert varde far mindre inflytande an ett
sakert. Vi kan astadkomma detta med en viktad norm, t.ex.

min ||V(Ax — b)||, V = diag(vi, v2, ..., Vm)

Residual r, multipliceras alltsd med vikten vy.
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L Minstakvadratproblem

Losning av normalekvationerna

3E!.east squares for recovering b= A + Bt =5+3t using Isqnonlin

30

25 -

Exact function

O Measured noisy data
=—8— Recovered function
Recovered using weight 0.5

a) vikt=0.5

Anpassning till rata linjen b = 5 + 3x.
m=antalet datapunkter: vi beraknade med m = 10:

x = linspace(0,7.0,m);
brus = brus*60.0*randn(size(x)); b = b + brus; brus=0.5 eller brus=0.1 i exemplet
Linjdra minstakvadratproblemet ( i vart fall anpassning till ratt linje ¢; + ¢ - x = b) ar:

och med vikt V = diag(vy, ...

L Minstakvadratproblem

Optimalitet

Vi studerar nu det linjara minstakvadratproblemet:

s Vm):

med Isgnonlin

3(%.east squares for recovering b= A + Bt =5+3t using Isqnonlin
T T T T T T

25

. 2
min [|(Ac — )13

. 2
min [|V(Ac — b)]3

min ||Ax — b||2

Exact function

O Measured noisy data
=—&— Recovered function
Recovered using weight 0.1

b) vikt=0.1

Det ar enkelt att beskriva den optimala losningen till detta

problem. Vi ser pa specialfallet nar A har tva kolonner, a; och ay;
kan enkelt generaliseras till ett godtyckligt fall. For en godtycklig
x € R? giller att Ax = ajxy + a»xo ar en linjirkombination av As
kolonner. Nar x varierar over alla vektorer med tva element s

171/ 487

kommer mangden a;x; + axxp att bilda ett plan, As bildrum, R(A).

Om b tillhor detta plan s existerar (minst) ett x sa att Ax = b

med likhet. Residualvektorn blir da noll. T.ex.

A=

2

1

et
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L Minstakvadratproblem

Optimalitet

Normalt bildar dock b en vinkel mot planet, tag t.ex.
b=1[2,1,2]7. Vektorn b kan d3 inte skrivas som en
linjarkombination av As kolonner, men vi vill minimera avvikelsen,
langden av residualvektorn Ax — b.

Deta upp b i tvd komponenter, by som ligger i planet, och b som
ar ortogonalt mot planet. Oavsatt hur vi valjer x s3 kan vi inte
nollstalla ndgon del av b, eftersom b, ar ortogonal mot alla
linjarkombinationer, Ax. Daremot kan vi nollstalla by, eftersom by
ligger i planet och darmed ar en linjarkombination av As kolonner,
dvs. det finns (minst) ett x sd att by = Ax. Det ar detta x vi
soker.

Residualvektorn blir r = Ax — b= Ax — by — b, = —b,.
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Optimalitet

Igen: dela upp b i tvd komponenter, by som ligger i planet, och b, = b
som ar ortogonalt mot planet. Oavsatt hur vi valjer x s& kan vi inte
nollstalla nagon del av b,, eftersom b, ar ortogonal mot alla
linjarkombinationer, Ax. Daremot kan vi nollstalla ba, eftersom by ligger
i planet och darmed ar en linjarkombination av As kolonner, dvs. det
finns (minst) ett x s3 att ba = Ax. Det ar detta x vi soker.
Residualvektorn blir r = Ax — b= Ax — bp —b, = —b, = — b, .
——

r=Ax—b=Az — (ba+b,) =0—b, = —b,

/ a1 by
_— R(A)={Az|]zr € R? T a

-
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Optimalitet

Har foljer samma resonemang med normer:

Sats (Pythagoras)

Om y och z ar ortogonala vektorer galler:
2 2 2
ly + zllz = llyllz + [|z]2
ty

ly+zl3 = (y+2) (y+2) =y y+y z+ 2"y +2"z = ||y|[53+]|z]3
=0 =0

175 /487
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Optimalitet
Det x som loser Ax = by ar optimalt. Ty om s3 inte vore fallet
existerar z # 0 sd att x 4+ z ger ett mindre varde pa normen. Testa:

IA(x + 2) = bll3 = [|A(x + 2) — ba = bL |3 =
Ax — bp+Az — b1 |5 = ||Az|l5+ ||bo]l5 > [IbL]I3
I 0 A L2 = 1Az]l2 +[boilz = [[bLl2
Med minimum da z =0 (om A har linjart oberoende kolonner).

Residualvektorn r = —b | ar ju ortogonal mot bildrummet.
Bildrummet utgors av alla linjarkombinationer av a; och ap (i vart
specialfall) vilket medfér att a; r = aJ r = 0. Vi kan skriva dessa
likheter pa foljande form:

T T
0= [ le: ] = [ 33 ] r=[al al ]"r=ATr=AT(Ax—b)

vilket ger oss normalekvationerna: 176 / 487

T A ~ T,




L Minstakvadratproblem

Normal Equations

Our goal is to minimize the residual ||r(x)||3 = ||Ax — b||3. To find
minimum of this functional and derive the normal equations, we look for
the x where the gradient of ||Ax — b||3 = (Ax — b) T (Ax — b) vanishes, or
where (r7(x)r(x)) = 0. So we want

rT(x+e)r(x+e) — r’(x)r(x)

0 = Ilim
e—0 l|el|2
— im (A(x +e) — b)T(A(x +e) — b) — (Ax — b)T(Ax — b)
e—0 Heﬁz
! 2eT(ATAx — ATb) +eTAT Ae
= lim
e—0 lle]|2

e AT Ae| - [|All3]lellz _
llellz - = Tlell2

goes to 0, so the factor ATAx — AT b in the first term must also be zero,

or ATAx = AT b. This is a system of n linear equations in n unknowns,

the normal equations.

The second term ||A]|3]|e||> approaches 0 as e
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Entydighet
rang(A) = n = AT A symmetrisk och positivt definit. Kan losa
normalekvationerna med Choleskyfaktorisering.

Entydighet?

» Om A har linjart obereoende kolonner sa har
minstakvadratproblemet en entydlig l6sning. Matrisen har full
rang.

» Om A har linjart beroende kolonner (ar rangdefekt) s finns
det oandligt manga losningar som ger samma residualvektor,
ty tag z € N(A). Da giller A(x + z) = Ax.

Om A har nastan linjart beroende kolonner, sd ar problemet illa
konditionerat. Normalekvationerna forvarrar konditionen pa
problemet, ett elakt problem kan bli omojligt att losa. Det galler
att k(AT A) = k(A)2.
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L Minstakvadratproblem

Losning av normalekvationerna med Choleskyfaktorisering

70

60 -

Normal equations via Cholesky for recovering b = 7 + 5x

—6— exact y(i) = 7+ 5°x(i)
—*— poly.degree d=1

Normal equations via Cl
T T

—o—exact (i) = 7+ 5*(i)

for recovering b =7 + 5x

50 | |~ poly.degree d=1
O noisy data o [0 O noisy data

a) m=10 b) m=20

Anpassning till rata linjen b = 7+ 5x. Data ar genererade med brus 10%:
m=antalet datapunkter: vi beraknade med m = 10 och m = 20

x = linspace(0,10.0,m);

brus = 0.1; brus = 0.1*60.0*randn(size(x)); b = b + brus;

Linjara minstakvadratproblemet ( i vart fall anpassning till ratt linje
C1—|—C2'X:b) ar :

179 / 487

min llAc — blI2

L Minstakvadratproblem

Losning av normalekvationerna med Choleskyfaktorisering

Linjara minstakvadratproblemet ( i vart fall anpassning till ratt linje
C1—|—C2'X:b) ar :
min ||Ac — b||3
C

A ar konstruerat som Vandermonde matris i problemmet polynomial
fitting f(x,c) = Z?:l cx'—l = 27:1 ci¢; till data (x;, b;),i =1,..

., m:
1 ox X X
1 x X5 . de_1
A=11 x3 x2 .. x§
| 1 X, X2 .. x94Tl

| exemplet anpassning till ratt linje ¢c; + ¢ - x = b har vi:

1 X1 b1 c
A= , b= :x:{ll
16

1 xn bm
Exempel pa beréknadNe C: ¢q =7.9046, c, = 4.9372.
Relative fel: e = 1c=¢ll2 — 01054

[lcll2
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Polynomial fitting med Choleskyfaktorisering

ial fitting of data via Cl

Polynomial fitting of random data via ClI 7

—¥— poly.degree d=10
O noisy data

1 1 1
4 6 8 10

a) m=20,d =10 b) m=15,d =15
Anpassning till polynomial f(x,c) = 27:1 cix' 7t = 27:1 cio; till data
(xi, bj),i =1,...,m.
min ||Ac — b||3
¢ 181 /487
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Entydighet

Det finns battre metoder baserade pa sd kallad QR-faktorisering.
"x = A\ b" i Matlab anvander QR-faktorisering.

Observera att operatorn \ ar overlagrad. Om A ar kvadratisk
anvands LU-faktorisering, annars QR-faktorisering. Matlabkoderna
for de olika fallen har ingen gemensam del.
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L Minstakvadratproblem

Kort om konditionstal for minstakvadratproblem
Antag att x och y loser problemen

mXin | Ax — b||§ resp. myin I(A+ F)y — (b+ f)||§

y ar alltsa losningen till ett stort problem.

Vi vill begransa ||y — x||2/||x||2 i termer av ||F|]2/||A|l2 och
1£1l2/11].

Att gora detta allmant ar svart. En forsta forenkling ar att anta
att A har full rang och att ||F||2 ar tillrackligt liten for att A+ F
ska ha samma rang som A. Harledningen blir dd avsevart enklare,
men anda lite besvarlig. Vi antar darfor aven att F = 0, precis som
nar vi analyserade Ax = b problemet.

Eftersom A har full rang kan vi anvanda normalekvationerna och
far x = (ATA) " YATb resp. y = (ATA)"YAT(b+ f). Losningen till
ett vanligt ekvationssystem Cx = b kan skrivas x = C~1b s3 det
verkar rimligt att betrakta (AT A)"*AT som en generaliserad
invers.
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Kort om konditionstal for minstakvadratproblem

Detta gor man och denna invers kan pseudoinversen, betecknat
AT, och kan beraknas med Matlabkommandot pinv.

AT 3r ett matematiskt hjalpmedel och den brukar inte anvandas
for att losa minstakvadratproblem i praktiken. Vi ser att A™ ar en
vansterinvers, AYA = (ATA)"1AT A= |. Diremot ar inte AT en
hogerinvers, s& AA™ £ |. Man kan definiera AT dven om A ar
rangdefekt (men d3 giller inte att AT = (ATA)"LAT). Vi ser att

y=x=AN(b+f)=ATb=A"f = |y —x[2 < [[AT|2]If]]2

Vi behover dven en undre begransning av ||x||2 och anvander da
sambandet Ax = by dar ba ar den ortogonala projektionen av b pa
A:s bildrum. Antag vidare att by # 0 vilket medfor att x # 0.
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Vi behdver dven en undre begransning av ||x||> och anvander da
sambandet Ax = ba dar by ar den ortogonala projektionen av b pd A:s
bildrum. Antag vidare att ba # 0 vilket medfor att x # 0.
Residualvektorn: r = Ax — b= Ax — bps—b, = —b, = — b, .

h,—/

=0

r=Ar—b=Azx — (ba+by) =0—-b, = —b,

by
— é;;//ﬂfllL ba P -~
T R(A)={Azlze R’} ~ — .4z
185/ 487
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Kort om konditionstal for minstakvadratproblem
Vi far
[ball2 = [[Ax|[2 < [[All2][xl[2 = 1/]|x]l2 < [|All2/|ball2

Slutligen:

|12
|ball2

ly = xIl2
Ix]l2

< [All2lIAT |2
————

k2(A)
Denna grans liknar den for linjara ekvationssystem. En viktig
skillnad ar att det inte star ||f]|2/||b||2. Lat oss skriva om
uppskattningen:

ly — x|2 1bll2 [If]l2
1|2 [ball2 [ b]]2
Om modell och matdata stammer val 6verens s& kommer
|b||2/||bal|2 att vara nara ett (kvoten ar alltid > 1), men om
modell och matdata inte passar ihop sa kan kvoten bli stor.

< [|All2| ATl
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L Minstakvadratproblem

Kort om konditionstal for minstakvadratproblem
Extremfallet ar att b ar ortogonal mot A:s bildrum i vilket fall

_ bll2 -
ba = 0 och kvoten 1balls |
lly = xll2 AIbll2 1112
< A2l AF]2

ixll [Iball2 [[bll2

blir oandlig.

A
r=Az —b= Ax — (bsy + b,) bp
b=b,
_— @ I -
- R(A)={Az|lz e R} — g, o

L Minstakvadratproblem

Kort om konditionstal for minstakvadratproblem

Skulle kvoten vara valdigt stor s3 ar det kanske inte s& meningsfullt
att losa minstakvadratproblemet. Stor vi aven A med F s
tillkommer ytterligare en term i feluppskattningen och det visar sig
dven att man f en term x3(A)|| b1 |2/ ball2 gdnger de relativa
storningarna.

Nar vi studerade Ax = b problemet sa vi att ||Al|/x(A) ar normen
pa den minsta storningen E som gor att A + E blir singular.
Analogt galler for minstakvadratproblemet att ||A||2/k2(A) ar
tvanormen pa det minsta E som gor A + E rangdefekt (A + E har
linjart beroenede kolonner).
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L Minstakvadratproblem

Alternativ till normalekvationerna

Ett exempel som visar nackdelen med normalekvationerna. Lat

1 1 1 1
A=|0 ¢ ,e>o,ATA:“08] 0 :“lel
0 0 ¢ 0 0 ¢

Om 0 < € < \/€mach 3 ar fI(1 + €%) = 1, varfor AT A blir singular
och ATAx = AT b har inte en entydig 18sning.
Minstakvadratproblemet miny ||[Ax — b||2 har dock entydig Iosning
sd lange ¢ # 0.

|dé: vi utnyttjar att tvadnormen ar unitart invariant, dvs.
|QAP|2 = ||All2, om QTQ =1,PTP =1

forutsatt att P ar kvadratisk (@ behdver dock inte vara
kvadratisk). Speciellt kan A vara en vektor, v sa att

| Qv]l2 = [|v]]2 189 / 487

En komplex matris, Q, sigs vara unitiar d3 Q7 Q = /.

L Minstakvadratproblem

Alternativ till normalekvationerna

S& unitar ar motsvarigheten till ortogonal for reella matriser. Bevis
av ||Qv||2 = ||v||2: Uttnyttja att || - || > 0 och att

IQvIIZ=(Qv)" Qv=v"Q T Qv=vTiv=v"v=]v|3

Sats (QR-faktorisering)

Antag att A har linjart oberoende kolonner. A har d3 en
QR-faktorisering A = QR dar Q"Q =1 och R ir overtriangular
med positiva diagonalelement.

Losningen x till minstakvadratproblemet ges da av
Rx = Qb

som ar ett triangulart system. Detta foljer av normalekvationerna
(som vi bara anvinder for att visa ovantsdende): AT Ax = ATh
med A = QR, dar R ar ickesingular ger

(QR)T(QR)x = (QR)Tb = RTQTQRx =RTQ"b = Rx = QT bioouer



L Minstakvadratproblem

Ett fysikproblem

Svante Arrhenius (1859-1927) ar en av grundarna av den
fysikaliska kemin. Han undersokte (bland annat) hur hastigheten
hos kemiska reaktioner beror av temperaturen. Om t.ex. amnena «
och (3 reagerar och producerar amnet +, sd galler (ofta) att:

dlv] R
— = KT [ 15]

dar [-] betecknar koncentrationen, t ar tiden, och T ar absoluta
temperaturen (i Kelvin). m och n kallas ordningar (bada kan vara
ett t.ex. ).

Arrhenius ekvation (1889) ar en modell for utseendet pa k(T):

k(T) = Ae E/RT

A kallas den pre-exponentiella faktorn, E (ofta skriven E,) ar

aktiveringsenergin och R ar den allmanna gaskonstanten.
101 /487

L Minstakvadratproblem

Ett fysikproblem

Arrhenius resonerade sa har: For att en kemisk reaktion, mellan
tva molekyler skall intraffa, maste rorelseenergin hos molekylerna
uppna en viss niva, aktiveringsenergin E.

Enligt Ludwig Boltzmanns (1844-1906) arbeten (statisktisk
mekanik och termodynamik) foljer att antalet kollisioner med
energi > E ir ef/RT s3 k(T) bor vara proportionell mot denna
faktor. Om temperaturen oker sd blir sannolikheten storre att
molekyler uppnar E varfor k(T) okar.

Arrhenius formel passar till flera andra situationer: frekvensen av
syrsors spelande (som funktion av T), myrors krypande, dldrandets
hastighet, eldflugors lysande, och hur snabbt man glommer.
Anledningen att Arrhenius formel passar in ar att ovanstdende

processer ar kemiska.
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L Minstakvadratproblem

Ett fysikproblem

Nu till tillverkningen av glas. Det ar intressant att ha en modell for
beroendet mellan viskositet (av en glas-smalta) och temperatur.
Arrhenius modell stammer inte sd bra. Man noterade att log b inte
var linjar i 1/T:

1

b=Ae E/RT = logh=1logA— =

x| m

Har, log = log, = In.

193 /487

L Minstakvadratproblem

Gordon Fulcher (Corning Glass Works, NY) listade, i en artikel fran
1925 foljande modeller

logh=A—B/T + C/T?
logb=—-A+B/T + C/T?
logh=—A+ Blog T+ C/T?
logb=—A+B/(T — Tp)?
logb=—A+ B/(T —273)2.33
logb=—A+10°-B/(T — To)

T ges i °C och log = logg.
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L Minstakvadratproblem

Ett fysikproblem

Den sista ekvationen fungerade ratt val. Vogel (1925) och
Tammann (1926) publicerade samma formel, som nu kallas:
Vogel-Fulcher-Tammanns modell (VFT), har skriven pa en vanlig
form:

b= Aef/(T=T0) ypT

To = 0 ger Arrhenius modell. Vi har matt b vid olika
temperaturer, T och vill bestamma parametrarna A, E, samt Ty.
Vi har tydligen en ickelinjar modell i parametrarna.

Fulcher anvande en grafisk teknik. Forst bestamde han Ty fran tre
matvarden. Han plottade sedan log b som funtion av 1/(T — Tp)
och anpassade en rat linje till matpunkterna. Lat oss nu attackera
problemet med moderna hjalpmedel. Forsta idén: formulera
problemet som ett ickelinjart minstakvadratproblem (jag har tagit

bort kvadratroten): 195 / 487

L Minstakvadratproblem

Ett fysikproblem

n

Sy 3 (b= At/

De losare som anvands ar iterativa och kraver en
startapproximation och produerar (forhoppningsvis) en serie
approximationer som konvergerar mot ett lokalt minimum.

Losaren stannar nar en avbrottskriterium ar uppfyllt. Detta
kriterium baseras normalt pd forandrigen av approximationerna,
forandrigen av funktionen som skall minimeras (objektfunktion,
malfunktion) och pad normen av gradienten.

Det ar viktigt med bra startapproximationer. En délig
approximation kan ge divergens eller konvergens mot ett lokalt
minimum med storre minimivarde. 196/ 487



L Minstakvadratproblem

Ett fysikproblem
| Matlab kan man anvanda kommandot 1sgnonlin for att Iosa det
ickelinjara minstakvadratproblemet. Anvander vi en slumpvektor
som startgissning kan man fa daliga anpassningar som inte beror
pa toleranser i avbrottskriteriet (dessa kan skarpas).
Residualvektorn kan fa element av samma storleksordning, men dar
de relativa avvikelserna blir enormt stora f& de sma matvardena.

Om vi tror (vet) att alla b-varden ar givna med samma relativa fel
kan man anvanda vikter, sa att alla matvarden far samma
inflytande. Om vi viktar med 1/by far vi problemet

i [ by — AeE/(n—m] ?

min E
A> Ea TO

k=1 b
Detta visade sig inte fungera sd bra, men de sma varden kom i alla
fall med. Felet var startgissningen. Vi behover battre varden. 107/ 487
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Ett fysikproblem

For att bestamma startapproximationer pd parametrarna skriver vi
om det ickelinjara problemet som ett linjart problem. Detta gar
givetvis inte alltid. Logaritmera VFT:

log b = + log A

T—To
Multiplicera upp T — Tg och samla ihop termerna:

Tlogb= Ty logb+ TlogA+E — TplogA

g 0 log g L 3 gA

X1 X2 X3

Lat x; = To,x2 = log A och x3 =E — Tglog A. Det linjara
problemet kan d3 skrivas for x = [x1, x2, x3] T :

Clogh;, Ti 1] [ Tilogby 117
_ logby, To 1 T> log by
min _ L x = .
i logb, T, 1 | R log by, 1105 198/ 487




L Minstakvadratproblem

Ett fysikproblem

Har ar Matlabkoden:

n = length(T);
x = [log(b), T, ones(n, 1)] \ (T .* log(b));

TO = x(1);
A= exp(x(2));
E =x(3) + TO * x(2);

Anvander vi dessa startapproximationer till 1sqnonlin blir plotten
av anpassningen nastan perfekt.
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Ett fysikproblem

n

i log by — log A — ——
min_ ;[og «— log

Varden skiljer sig dock inte ifrdn vad det viktade problemet ger.
Detta kan bero pd att parametrarna ar daligt bestamda av
malfunktionen. Tva enkla exempel:

Exempel

Minimera f(x) = x? och g(y) = y*. Antag att vi accepterar x och
y som minimum om f(x) < 1078, g(y) < 1078. Vi far intervallen
—107* < x < 107* respektive —1072 < y < 1072,
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Ett fysikproblem

Exempel

min (x; + x2)?
X1, X2

Minimivarden ar noll, som antas for alla x; och x» dar x; + xo = 0.
Vi har inte ett entydigt minimum. Mafunktionen ser ut som ett
dike (ranna). Om vi ror oss utmed dikets botten andras inte
funktionens varde. Hessianen, H, ar en 2 x 2-matris av tvaor, sa H
ar positivt semidefinit (singular).

En annan orsak kan vara att vi har f& matpunkter, nio, i
forhallande till antalet, tre, parametrar. Det hade varit trevligt
med, sag 30, matpunkter. Tyvarr tar redan nio matpunkter ett

dygn att producera. Matfel paverkar ocksa resultatet.
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Ett fysikproblem
Betrakta foljande funktion for fixt Ty (det optimala vardet), som
funktion av A och E

n

£ 2y 1/2
f(AE) = {z [Iog b — log A — ﬁ] }

k=1

Grafen till denna funktion ser ut som ett dike. Ovriga
kombinationer, fixt A respektive fixt E ger liknande plottar. Det
gar aven att forstd problemet genom att studera
residualfunktionen:

n 2
E
f(logA, E, To) = log by — logA — ————
(Og ) = 0) ;[Og k og Tk—T0]
Man kan visa att residualen inte andrar sig sa mycket utmed ett

tredimensionellt dike, dvs. minimum ar illa bestamt.
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L Minstakvadratproblem

Matlabs funktion Isgnonlin: example 1

|dé: formulera problem som ett ickelinjart minstakvadratproblem:

in llb— A- expE/(t=To)|2
Jmin. | exp 12

Problemet kan skrivas som

203 / 487

L Minstakvadratproblem

Matlabs funktion Isgnonlin: example 1, version 1

% genererar data

t = linspace(210,270,50);

% genererar exakt funktion i data punkter

b = Axexp(Ex(1./(t-T0)));

% genererar observationer med random brus

brus = 0.01;

rhs = b + brus*randn(size(t));

%init gissning: fint gissning &r: x0 = [A,E,TO];
%init gissning

x0 = [1,1,1];

%definition av funktion som vi vill anpassa till mdtningar i
rhs fun = @(x)x(1)*exp(x(2)*(1./(t-x(3)))) - rhs;
x = lsqgnonlin(fun,x0)

figure
plot(t,b,’r-’, t,rhs, ’b o’,t,fun(x)+rhs,’b -’,’LineWidth’,2)
xlabel(’t?)

204 / 487
legend (’Exact function’,’Measured data’,’Computed function’)



L Minstakvadratproblem

Matlabs funktion Isgnonlin: example 1, version 2

% exakta koefficienter:

A=1; E=1; TO =200;

% genererar data

t = linspace(210,270,50);

% genererar exakt funktion i data punkter

b = Axexp(Ex(1./(£-T0)));

% genererar observationer med random brus

brus = 0.01; rhs = b + brus*randn(size(t));

%»init gissning

x0 = [1,1,1];

%definition av funktion som vi vill anpassa

fun = @(x)x(L)*exp(x(2)*(1./(t-x(3)))) - rhs;

% lower band (1b) and upper bound (ub) fér A,E,TO

1b = [1/2,1/2,0.0]; ub = [2.0,3.0,400.0];

x = lsqgnonlin(fun,x0,1b,ub)

figure

plot(t,b,’r-’, t,rhs, ’b o’,t,fun(x)+rhs,’Db —’,’LineWidth’ZO%)487
xlabel(’t’) legend(’Exact function’,’Measured data’,’Computed
function’) title(’Example 17)

L Minstakvadratproblem

Example 1

1 Example 1
1.12¢ T T T T T 1.3 T T T
= Exact function = Exact function b
O Measured data 125 ¢ o O Measured data
Computed function | o o
12

115 F ) o
Q
1.1

1.05 -

1k

0.95 |

09 o (<]

0.85 | o

1 L L L L 0.8 L L L L L
210 220 230 240 250 260 270 210 220 230 240 250 260 270

t t

a) brus 1% b) brus 10 %

Berdknad x med brus=1% ( vi har fatt i matlab-program

A=0.9932, E = 1.4977, Ty = 196.5996):

x = 0.9932 1.4977 196.5996

Berdknad x med brus= 10%:

x = 0.9654 2.7695 193.6234 .



L Minstakvadratproblem

Matlabs funktion Isgnonlin: example 2

|dé: formulera problem som ett linjart minstakvadratproblem:

E 2

log(b) — log(A) — —— To

min
AaEaTO

2

Problemet kan skrivas som

n

E 2
[ / — log(A) — ————
Aryglpl'o 1 ( Og(bk) Og( ) ty — To)
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L Minstakvadratproblem

Matlab program: example 2

% exakta parametrar A=1; E=1; TO =200;

% genererar data punkter

t = linspace(210,270,50);

% genererar exakt funktion y=log(b) i data punkter
y = log(A) + Ex(1./(t-T0));

% genererar observationer med random brus

brus = 0.01; rhs = y + brus*randn(size(t));

%init gissning

x0 = [1,1,1];

%definition av funktion som vi vill anpassa

fun = @(x)log(x(1)) + x(2)*(1./(t-x(3))) - rhs;

x = lsqgnonlin(fun,x0)

figure

plot(t,y,’r-’, t,rhs, ’b o’,t,fun(x)+rhs,’b -’,’LineWidth’,2)

xlabel(’t’)
legend (’Exact function’,’Measured data’,’Computed function2’0%/487



L Minstakvadratproblem

Example 2

2 Example 2
0.12 ll15o T
Exact function o = Exact function
¢ O Measured data o O Measured data
0.1 Computed function b Computed function
0o [
P
o
—5
%o E
o [
(]
-0.05 - o
° [
-0.02 : : : : : -0.1 : : : : :
210 220 230 240 250 260 270 210 220 230 240 250 260 270
t t
a) brus 1% b) brus 5 %
Berdknad x med brus=1% ( vi har fatt A = 0.9958, E = 1.2448, Ty = 197.4796):
X =
0.9958 1.2448 197.4796
Berdknad x med brus= 5%:
X =
1.0042 0.9581 199.7549
209 / 487

L Minstakvadratproblem

Matlabs funktion Isgnonlin: example 3

Idé: formulera problem som ett viktat ickelinjart
minstakvadratproblem:

b= A expE/ETO) ||
min -
AE,To vikt
Problemet kan skrivas som
min. ;((bk — A expE/(&T0)) /yikt)?

210 /487



L Minstakvadratproblem

Matlab program: example 3

A=1; E=1; TO =200;

% genererar data punkter t = linspace(210,270,50);

% genererar exakt funktion i data punkter med vikt

vikt = 0.5;

b = (Axexp(E*x(1./(t-T0))));

% genererar observationer med random brus

brus = 0.01;

rhs = b + brus*randn(size(t));

% init gissning

x0 = [1,1,1];

%definition av funktion som vi vill anpassa

fun = @(x) (x(L)*exp(x(2)*(1./(t-x(3)))) - rhs)*vikt;

x = lsqgnonlin(fun,x0)

funcomp = x(1)*exp(x(2)*(1./(t-x(3))));

figure

plot(t,b,’r-’, t,rhs, ’b o’,t,funcomp,’b -’,’LineWidth’,2)
xlabel(’t’) 211 /487
legend (’Exact function’,’Measured data’,’Computed function’)

L Minstakvadratproblem

Example 3

3 Example 3
2.25 T T T T T 2.25 T T T

= Exact function q = Exact function
O  Measured data O  Measured data
Computed function 4

Computed function 22

215

21

2.05

2 o °

2 L L L L L 1.95 L L L L L
210 220 230 240 250 260 270 210 220 230 240 250 260 270

t t

a) brus 1% b) brus 5 %

Beraknad x med brus=1% ( vi har fatt

A = 0.9957, E = 1.2655, Ty = 196.9944):

x = 0.9957 1.2655 196.9944

Beraknad x med brus= 5%:

x = 1.0131 0.4666 205.2873 212 / 487



L Minstakvadratproblem

Ovningar

Gordon Fulcher (Corning Glass Works, NY) listade, i en artikel fran
1925 foljande modeller

1. logh=A—B/T +C/T?

2. logb=—-A+Blog T+ C/T?

3. logb=—A+ B/(T — Tp)?
T ges i °C och log = log.
Vi vill bestamma parametrarna x = (A, B, C) eller x = (A, B, Ty)
givet matvarden (T, b1), ..., (Tm, bm). GOr en lamplig
transformation och stall upp ett minstakvadratproblem i formen

min, ||Ax — bl||3. Matrisen A samt vektorerna b och x skall
redovisas.

213 /487
L Ickelinjara ekvationer
Ickelinjara ekvationer
Betrakta ekvationen
f(x)=0, f:R—R
Vi kan ocksad betrakta system av ekvationer:
f(x,y,z) =0
g(X7 Y, Z) =0
h(x,y,z) =0
Exempel
x24+y2—-2=0
x—y=0
med rotter (1,1) och (—1,—1).
En ickelinjar ekvation kan ha 0,1, 2,3, ..., 00 losningar. Ett linjart 214 ) as7

problem Ax = b kan ha 0,1 eller co manga losningar.



L Ickelinjara ekvationer

Ickelinjara ekvationer

Det kan tankas att f ar definierad via en procedur, t.ex.

f(x):/ (1+t)e Csintdt
—4

Flertalet metoder:
» Startas med en (eller flera) approximation(er)

» Skapar en sekvens av approximationer som forhoppningsvis
konvergerar mot nollstallet

» Kan divergera

» Forsoker att hitta ett nollstalle at gangen

215 / 487

L Ickelinjara ekvationer

Ickelinjara ekvationer (Bisektionsmetoden)

Givet en kontinuerlig funktion f och p,n € R med f(n) < 0,
f(p) > 0.

while |n - pl > tol do
m= (n+ p)/2

if f(m) < O then ! Ta hand om exakt likhet?
n=nm

else

endif
end

Om begynnelseintervallet har langden 7 har intervallet langden
T
2k
efter k iterationer.
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L Ickelinjara ekvationer

Ickelinjara ekvationer (Bisektionsmetoden)
Bisektionsmetodens fordelar

» racker att f ar kontinuerlig
» konvergerar alltid for f kontinuerlig
» far ett intervall dar roten ligger
» deterministiskt i antal steg
och nackdelar
» kan ej generaliseras till system
» langsam
» kan vara svart att hitta p och n

"langsam men saker”

Snabbare metoder: 10s ett svart problem genom att losa en

sekvens av enklare problem.
217 / 487

L Ickelinjara ekvationer

Ickelinjara ekvationer (Sekantmetoden)

Linjarisering, approximera f med en linjar funktion. Sekanten (den
rata linjen) har ekvationen

_ f(b) - f(a)
b—a

y(x) (x —a) +f(a)

varfor den nya approximationen c ges utav

b—a  af(b)— bf(a)
O ey —7a) ~ 7(b)— 7(a)

c=a—

lterera: givet tva startvarden xp, xq

Xk—1 — Xk
f(Xk_l) — f(Xk)

Om f ar linjar ger denna algoritm nollstallet i ett steg.

Xk_|_1:Xk—f(Xk) , k:1,2,...
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I—I<:ke|injéira ekvationer

Matlabs program (halveringsmetoden och sekantmetoden)
for f(x) =x>—-2x—-5=0

close all; tolerance = 10e-15;

fun = @(x)x® —3x x — 5;

% definition av intervalet [n,p]

n= 0; p=3; it=0;

% Halveringsmetoden

while abs(n — p) > tolerance

m = (n + p)/2;

if fun(m)< 0

n=m;

else

p=m;

end

it = it+1;

func_val(it) =fun(p); iteration(it) = it;

end

219 /487

I—I<:ke|injéira ekvationer

Matlabs program (fortsattningen)

%Sekantmetoden

x=0; iteration_sekant = 0;

func_sekant = 0;

k=2:

%Initialiseringen

x(1) = 2.0; x(2) = 1.0;

iteration_sekant(1) = 1; iteration_sekant(2) = 2;
func_sekant(1) =fun(x(1)); func_sekant(2) =fun(x(2));
while abs( x(k) - x(k-1) ) > tolerance
numerator = fun(x(k))*(x(k-1) - x(k));
denominator = fun(x(k-1)) - fun(x(k));

x(k+1) = x(k) - numerator/denominator;

k = k+1

iteration_sekant(k) = k;

func_sekant(k) =fun(x(k));

end
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I—Ickelinjéira ekvationer

Matlabs program (fortsattningen)

figure

plot(iteration, func_val,’o r-', 'LineWidth',2)

hold on plot(iteration_sekant,func_sekant, 'o b-', 'LineWidth',2)
xlabel("iteration’)

ylabel('funktion x3 — 3x — 5/)
legend('Halveringsmetoden’,'Sekantmetoden’)

title(['Sekant och halvering pa [0,3] for x(1)=",num2str(x(1)),", x(2)=
",num2str(x(2))])

221/ 487

I—I<:ke|injéira ekvationer

Exempel: halveringsmetoden versus sekantmetoden

1000 Sekant och halvering pa [0,3] for x(1)=0, x(2)= 0.5 05 « 104 Sekant och halvering pa [0,3] for x(1)=0, x(2)=1
0 r‘mﬂ

-1000 -
I °o4 L
x x
@ -2000 @
o o

45 k-

x x
.5 -3000 .5
£ 2 2
2 2

-4000 J

25
5000 =—©— Halveringsmetoden | 3t ~—©— Halveringsmetoden |
—©— Sekantmetoden =—©— Sekantmetoden
6000 . . . . 35 . . . .
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
iteration iteration
a) startvarde x(1) = 0, x(2) = 0.5 b) startvirde x(1) = 0, x(2) =1

tol = 10e-15; Beraknad x i halveringsmetoden:

x = 2.2790
Berdaknad x i sekantmetoden:
x = 2.2790

nr.iterations i halveringsmetoden: a), b) 49, nr.iterations i sekantmetoden: a) 20, b) 31;
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I—Ickelinjéira ekvationer

Exempel: halveringsmetoden och sekantmetoden

Sekant och halvering pa [0,3] for x(1)=2, x(2)= 1.5 Sekant och halvering pa [0,3] for x(1)=2, x(2)=1

15 15
=—©— Halveringsmetoden ~—©— Halveringsmetoden
—©— Sekantmetoden —©— Sekantmetoden
10 10
P
w ©
& 5 & 57
® o
x x
5 s
S 0 £ o
< <
2 2
5 -5 X
10 . . . . 10 . . . .
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

iteration iteration

a) startvarde x(1) =2,x(2) = 1.5 b) startvarde x(1) =2,x(2) =1

tolerance = 10e-15; Beraknad x i halveringsmetoden:

x = 2.2790

Beraknad x i sekantmetoden:

x = 2.2790

nr.iter. i halveringsmet.: a), b) 49, nr.iter. i sekantmet.: a) 10, b) 12; 223,487

I—I<:ke|injéira ekvationer

Exempel: halveringsmetoden och sekantmetoden

Sekant och halvering pa [0,3] for x(1)=3, x(2)= 2 Sekant och halvering pa [0,3] for x(1)=3, x(2)= 2.7

14 14
7 =—©— Halveringsmetoden ~——©— Halveringsmetoden
12 r —©— Sekantmetoden —©— Sekantmetoden
10 -
o 8 0
x x
@ @
6t
o ©
x x
c 4t c
2 S
= =
S 2t 5
ot
2 |
4 I I I I
0 10 20 30 40 50 20 30 40 50
iteration iteration
a) startvirde x(1) = 3, x(2) =2 b) startvarde x(1) = 3, x(2) = 2.7

tolerance = 10e-15; Beraknad x i halveringsmetoden:

x = 2.2790
Berdaknad x i sekantmetoden:
x = 2.2790

nr.iterations i halveringsmetoden: a), b) 49, nr.iterations i sekantmetoden: a), b) 10.
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L Ickelinjara ekvationer

Ickelinjara ekvationer (Newtons metod)

Vi vill 16sa ekvation f(x) = 0.
Taylor's theorem:

" 2
f(x+ h)="rf(x)+ f’(x)h + —f (S)h :
for Q € [x,x + h], eller vi kan skriva Taylor's theorem som:
f"(Q)(x — x0)°
2! ’

f(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0) +
for Q € [xp,x], h = x — xp.
0 = f(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0),
som vi skriver om:
f(x0) + f'(x0)(x — x0) = 0

Vi kan berakna x frdn ovanstpaende ekvation som:
f(XO) f(Xo) 225 / 487

X X Xg —

f'(x0)’ f'(x0)

X —Xo~ —

L Ickelinjara ekvationer

Ickelinjara ekvationer (Newtons metod)

Kan approximera med tangenten istallet for sekanten
(Newton-Raphson, 1690). Tangenten har ekvationen:

y = f(a) + f'(a)(x — a)
Nar x = c (en rot) ar y = 0. Alltsa

lterera:
B f(x«)

Kraver endast ett startvarde, men maste ha derivatan. Newtons
eget exempel: x3 — 2x — 5 = 0. lterationen blir

X;:’—2xk—5
3X£—2

Xk+1 = Xk —

226 / 487



L Ickelinjira ekvationer

Algorithm: Newtons's metod for 1-D ickelinjar ekvation

» xo = initial guess;

» for k=0,1,2,...
x o )
k+1 = Xk 7 (xi)
end

227/ 487

I—Ickelinjéira ekvationer

Matlabs program (halveringsmetoden, sekantmetoden och
Newton's metod) for f(x) = x> —2x —5=10

close all; tolerance = 10e-10;

fun = @(x)x® —3x x — 5;

% definition av intervalet [n,p]

n= 0; p=3; it=0;

% Halveringsmetoden

while abs(n — p) > tolerance

m = (n+ p)/2;

if fun(m)< 0

n=m;

else

p=m

end

it = it+1;

func_val(it) =fun(p); iteration(it) = it;

end
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L Ickelinjara ekvationer

Matlabs program (fortsattningen)

%Sekantmetoden

x=0; iteration_sekant = 0;

func_sekant = 0;

k=2:

%Initialiseringen

x(1) = 2.0; x(2) = 1.0;

iteration_sekant(1) = 1; iteration_sekant(2) = 2;
func_sekant(1) =fun(x(1)); func_sekant(2) =fun(x(2));
while abs( x(k) - x(k-1) ) > tolerance
numerator = fun(x(k))*(x(k-1) - x(k));
denominator = fun(x(k-1)) - fun(x(k));

x(k+1) = x(k) - numerator/denominator;

k = k+1

iteration_sekant(k) = k;

func_sekant(k) =fun(x(k));

end
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L Ickelinjéra ekvationer
Matlabs program (fortsattningen)
figure
plot(iteration, func_val,’o r-', 'LineWidth’,2)
hold on
plot(iteration_sekant,func_sekant, 'o b-', 'LineWidth’,2)
% Newtons metod
y=0; iteration_newton = 0; func_newton = 0;
%Initialiseringen
y(1) = 3.0; k=2;
iteration_newton(1) = 1; func_newton(1) =fun(y(1));
numerator = fun(y(1)); denominator = 3.0*y(1)? — 2.0;
y(2) = y(1) - numerator/denominator;
% Main Newton's iterations
while abs( y(k) - y(k-1) )> tolerance
numerator = fun(y(k)); denominator = 3.0*y(k)? — 2.0;
y(k-+1) = y(k) - numerator/denominator;
iteration_newton(k) = k; func_newton(k) =fun(y(k));
k = k+1;
230 / 487

end



I—Ickelinjéira ekvationer

Matlabs program (fortsattningen)

plot(iteration_newton,func_newton, 'o c-','LineWidth’,2)
xlabel(iteration’)

ylabel('funktion x3 — 3x — 5/)
legend('Halveringsmetoden’,'Sekantmetoden’,’Newtons metod’)
title(['Sekant, halvering och Newton p3 [0,3] for x(1)=",num2str(x(1)),’,
x(2)=",num2str(x(2))])
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I—I<:ke|injéira ekvationer

Exempel: halveringsmetoden, sekantmetoden och

Newton's metod for f(x) = x> —2x —5 =10
Startvarde i Newton's metod: x(1) = 3.0, tolerance = 10e-10.

14 Sekant, halvering och Newton pa [0,3] for x(1)=3, x(2)= 2.9 14 Sekant, halvering och Newton pa [0,3] for x(1)=3, x(2)= 2
q =—0— Halveringsmetoden ¢ =—@— Halveringsmetoden
12 F =—©— Sekantmetoden 4 12 - =—©— Sekantmetoden
Newtons metod Newtons metod
10k 10
[te} w 8
x 81 2
@ @
B D6l
mx 6l mx
c c 4t
g §
2r ol
or Pyt
2 . . L . -4 L : . L
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
iteration iteration
a) startvarde i sekantmetod: b) startvarde i sekantmetod:
x(1) =3.0,x(2) =2.9 x(1) =3,x(2) =2.0
Berdknad x i halveringsmetoden, sekantmetoden och Newton's metoden:
x = 2.2790
232 /487

nr.iterations i halveringsmetoden: a), b) 49, nr.iterations i sekantmetoden: a), b) 9; i Newton's metod : a), b) 10.



I—Ickelinj'aira ekvationer

Exempel: halveringsmetoden, sekantmetoden och

Newton's metod for f(x) = x> —2x —5 =10
Startvarde i Newton's metod: x(1) = 3.0, tolerance = 10e-10.

Sekant, halvering och Newton pa [0,3] for x(1)=3, x(2)= 1 15 Sekant, halvering och Newton pa [0,3] for x(1)=1, x(2)=3
T T T T T T T T
—&— Halveringsmetoden > —&— Halveringsmetoden
30 - =—©— Sekantmetoden 1 =—©— Sekantmetoden
Newtons metod Newtons metod
25 10
20 0

3.3x5
3

3

funktion x
)
Q/O

S 1 _LE or C3ces
o \‘:‘!‘-— ) V
oeo 5L
¥ ,
10 : : : : -10 : : : :
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
iteration iteration
a) startvarde i sekantmetod: b) startvarde i sekantmetod:
x(1) =3.0,x(2) =1.0 x(1) =1,x(2) =3.0
Berdknad x i halveringsmetoden, sekantmetoden och Newton's metoden:

x = 2.2790
T ! T . 233 / 487
nr.iterations i halveringsmetoden: a), b) 49, nr.iterations i sekantmetoden: a), 12 b) 11; i Newton's metod : a), b)

10.

I—Ickelinj'aira ekvationer

Ickelinjara ekvationer (Newton for system)
Repetition av Taylors formel.

pavise I SR

Of(a,b) Of(a,b) h
Ox 8g(?g,b) ] [ ] + ...

8f(a,b)h af(a,b)k

0g(a,b) 0g(a,b)
g@x h gay k

g(a, b) 2glob) 280 k

[ f(a, b) ] 4

~

J(a,b)

Matrisen av partiella derivator, J(a, b), kallas Jacobianen.

Vi star i (x;j, yj) och vill hitta korrektioner, (h, k), sa att
f(x; + h,y; + k) =0 och g(xj + h,y; + k) = 0.
0 f(><j+hyj+k)] [f(ijj)] [h}
= ’ ~ ’ _|_J X', .
o= LTt = s e |
Om Jacobianen J ar ickesingular kan vi fa de approximativa
korrektionerna: 234 /487



I—I<:ke|injéira ekvationer

Ickelinjara ekvationer (Newton for system)

HEREC M

g(xj,y;)
[tereral f )
Xj+1 — Xj _J—l . Xjy Yj
= e [ ]

Jamfor med det skalara fallet:

Xir1 = x; — £(x5)/f' (%)

Vi raknar naturligtvis inte ut inversen utan loser systemet:

onte=| | moe=[ 1]
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I—I<:ke|injéira ekvationer

Ickelinjara ekvationer (Newton for system)
Betrakta som exempel ekvationen

x24+y?=2
xy =1

Vi skriver problemet pd normalform (nollor i ena ledet), sa att véra

funktioner blir
fx,y) =x*+y* =2
glx,y)=xy—3
Newtons metod blir da

-1
EAECRIN k=
Vi1 Y i X XY = 5

Om vi startar i xg = —3 och yp = 10 far vi foljande approximationer:

-3.0000e+00 -1.4121e+00 -5.4236e-01 -1.4188e-02
-1.0000e+01 5.1264e+00 2.8033e+00 1.8081e+00
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Ickelinjara ekvationer (Newton for system)

2
1

.7380e-01
.4593e+00

.6603e-01
.3660e+00

fel =
.3660e+00
.6340e+00

.2230e-02
.3297e-02

0
0

3

1.

.5877e-01
3733e+00

.6603e-01

.3660e+00

.7781e+00

. 760e+00

.2583e-03
.2586e-03

0
0

3.6597e-01 3.6603e-01
1.3661e+00 1.3660e+00
3.6603e-01
1.3660e+00
-9.0838e-01 -3.8021e-01
1.4373e+00 4.4208e-01
-5.1931e-05 -2.6966e-09
5.1931e-05 2.6966e-09
0
0

Om man arbetar med stora system kan man inte ha variabler for

X, Y, Z, W, ...

L Ickelinjara ekvationer

Ickelinjara ekvationer (Newton for system)
Exemplet kan skrivas pa foljande vis. x och y far vara elementen x; resp.

Xo | vektorn x.

x2+x3—-2=0
X1X2—%:0

Var funktion f med tvd komponenter blir

Normalt skriver vi bara f(x) = 0 dar f, x och 0 ar vektorer. f ar alltsa
en vektorvard funktion som beror av en vektor. Newtons metod blir

fi(xi, %) = x2 — x5 —2
fo(x1,x0) = x1x0 — 5

1
2

(notera placeringen av iterationsindex)

|

ij:+1)
X§J+1)

Allmant:

|

N0

|

)

2X§j) 2X2(j)
xéj) Xl(J)

]1 [ Py

XUt = x0) — =1 (x)F(xU))

utan fr anvanda vektorer, analogt for funktionerna.

X£J)X§J)

2
1
2
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(")vningar

Satt upp Newtons metod for foljande problem:
1. x3-2x—-5=0
2. e X =x
3. xsin(x) =1

239 /487
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Svar

Newtons metod:

3_2x,—5

1. Xk 1:Xk——Xk K
+ 3x£—2
e *k—x

2. Xk41 = Xk — _e-—xk_kl

Xk sin(xy)—1
xk sin(xk)+xx cos(xx)

3. X1 = Xk —
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L Ickelinjara ekvationer

Ickelinjara ekvationer (Konvergensordning)

Hur skall vi karakterisera de olika konvergenshastigheterna for
halvering, sekant och Newton?

Om f(x*) =0 och lim Phers = X7

) | T = C konstant < oo
—0o0 (X — X

sa sager vi att metoden har konvergensordning r.
» om r =1 och C <1 s3 har vi linjar konvergens
» om r > 1 s3 har vi superlinjar konvergens

» om r = 2 sd har vi kvadratisk konvergens

241/ 487
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Ickelinjara ekvationer (Konvergensordning)
» Vad innebar r = 17 Om xq ligger tillrackligt nara x* sa galler att:
Ix1 — x*| = Clxp — x*|, |x2 — x*| = C|x; — x*| = C?|xp — x|
Dvs. |xkr1 — x*| = CK|xg — x*|.
» Vad innebar r =27 Om xq ligger tillrackligt nara x* sa galler att:
Ix1 — x*| = Clxo — x*|2, |x — x*| = C|x1 — x*]2 = C3|xp — x*|*
Dvs. |xk4+1 — x*| = C2k_1|xo — x*\zk, k=1,2,3,....

» Vad innebar r = p? Om xq ligger tillrackligt nara x* s galler att:

Ix1 — x*| &= Clxg — x*|P, |x2 — x"| = C|x; — x*|P = C(Cl|xg — x*|P)P

Dvs. |xk4+1 — x*| = Cpk_l\xo - x*|pk, k=1,2,3,....
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Ickelinjara ekvationer (Konvergensordning)

Exempel

|Xk+1 — x*| = Clxx — x*|". Antag att |xp — x*| = 0.1 och C =0.1,
da for r =1 ar [xpp1 — x*| = C-|xg — x* |k = 0.1kt k =0,1,2, ...
och for r > 1 ar [xee1 — x*| &~ C7 L xg — x*|™ ~ 0.171.0.17" =
01271 k=0,1,2,3,...

linjar kvadratisk
k r=1 q r =2 q
0 le-1 le-1
1 le-2 1 le-3 2
2 le-3 1 le-7 4
3 le-4 1 le-15 8
4 le-5 1 le-31 16
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Ickelinjara ekvationer (Konvergensordning)

Har, g ar konvergenshastighet och den ar beraknat som
q= IOg 10(rk/rk+1)7 k = 07 17 27 37 4

Vi observerar att:
» For linjar konvergens nar r = 1 konvergenshastigheten ar
(ge)' =1,k=0,1,2,3,4
» For kvadratisk konvergens nar r = 2 konvergenshastigheten ar
(qk)?, k =0,1,2,3,4
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Ickelinjara ekvationer (Konvergensordning)

Normalt (nara losningen for sekant och Newton) ar:
» Halveringsmetoden linjar med C = 0.5.
» Sekantmetoden superlinjir med r = (1 ++/5)/2 ~ 1.618

» Newtons metod kvadratisk konvergent (om enkelrot)
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Ickelinjara ekvationer (Konvergensordning)
Exempel: los med Newtons metod och halveringsmetoden

x10—a=0, a=10%"

Anvand det urusla startvardet a ([0, a] for halveringsmetoden).
Uruselt eftersom x* = 10.
Newtoniterationen blir

xP%—a 9 a 9

10x) 107 ' 10x? 10

Xk4+1 = Xk —

for stora xi, sa att

X1 — xX*| =~ |x |z|ix|zi|xk—x*
k+1 k+1 1071~ 19
dvs. vi far linjar konvergens med C = 1%.
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Example: halveringsmetoden, sekantmetoden och

Newton's metod for f(x) = x1° — 101Y = 0
Startvirde i Newton's metod: x(1) = 1019, tolerance = 10e-15. For
halveringsmetoden: [n, p] = [0,10'°]. Startvarde i Sekantmetod:
x(1) =5.0,x(2) =17.

%10 iterati Jo@t0”

b

x 1010 10
10

[10-(
N o A o o N
[10-(
N e A o o

10
v e s o o

error: |10 - (x
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Ickelinjara ekvationer (Konvergensordning)
Exempel: los med Newtons metod och halveringsmetoden

x10—a=0, a=10%"

Anvand det urusla startvardet a ([0, a] for halveringsmetoden).
Uruselt eftersom x* = 10.
Newtoniterationen blir

xP%—a 9 a 9

S T I T T B TVl

for stora xi, sa att

e = x| 2 x| & okl & o —
k+1 N i1l 2 Xkl & 71Xk
dvs. vi far linjar konvergens med C = 1%.
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Exempel: halveringsmetoden, sekantmetoden och
Newton's metod for f(x) = x1° — 101Y =0

Startvirde i Newton's metod: x(1) = 109, tolerance = 10e-15. Fér halveringsmetoden: [n, p] = [0, 1019].

Startvdrde i Sekantmetod: x(1) = 5.0, x(2) = 7.

10% i iterati 109

|10
- v e s o e N
10

S 10y,
- n e s o e N @ ©

error: | 10

1
0 100 200 300 400 500 600 700 800
iteration

I—Ickelinj'aira ekvationer

Ickelinjara ekvationer (Konvergensordning)
Konvergensordningen ar definierad som ett gransvarde. Det kan kravas
manga steg innan xi ligger sd nara x* att den kvadratiska konvergensen
satter igdng. Om den kommer igdng. "Snabba men osakra”.

Hybridmetoder: Anvand "dyra” Newton dar det Ionar sig och en billig
metod for ovrigt.

Vilken metod ar billigare? Newton eller sekant?

Sekantmetoden kraver ett funktionsvarde i varje steg. Newton kraver
bade ett funktionsvarde och en derivata men konvergerar snabbare (nara
nollstallet).

Vi ar normalt inte intresserade av att minimera antalet iterationer. Det
viktiga ar den totala kortiden och minnesbehovet.

» f3 komplexa iterationer

» manga enkla iterationer
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Ickelinjara ekvationer (Metodoberoende feluppskattningen)

Givet approximationen X och det exakta vardet x*, hur ska vi uppskatta
|X — x*|? Det vi kan berakna ar residualen f(%X). Medelvardessatsen:

F(X) = F(x") + (5 =x*)F'(€), £ € (%,x7)

Antag att '(£) ar kontinuerlig med M = min |f'(§)], £ € [X,x*]. Om d3
M > 0 galler att |Xx — x*| < |f(X)|/M

M kan vara noll. Tag f(x) = x2 (s3 nollan ir dubbelrot). D3 ir b3de
f(0) =0 och /(0) = 0. Nu ett exempel:

f(x)=1/x —1/10,% = 11, f(%) =1/11 - 1/10 = —1/110,
1/11—-1/10]
1/112 =11

f ar strangt avtagande med f(9) > 0 och f(11) < 0 varfor (9,11)
innehller precis en rot. Beloppet av derivatan 1/x? ar strangt
avtagande. Det minsta vardet p& derivatan ar 1/112,

(&) =1/€%, % —x*| <
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Ickelinjara ekvationer (Metodoberoende feluppskattningen)

| praktiken ar det svart att berakna M, sd en vettig approximation
ar f(x)/f'(x). | Newtons metod far vi denna approximation p3

kopet:
fx) fx)
Xj11 = Xj — = Xj — Xj11 =
S O N 4 C)
Om x* & xj11 sa ar f(X)/f'(X) en uppskattning av felet i x;. Nu
ett exempel med foregdende problem, f(x) = 1/x —1/10.
Newtons metod lyder

1/x —1/10
Xj+1 = Xj — 2
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Ickelinjara ekvationer (Metodoberoende feluppskattningen)

% bad
% £
h £’

% update
% error

x =1;

for j = 1:10
f =1/ () - 0.1;
fp = -1 / x(j)"2;
q =f / fp;
x(j +1 =x() - q;
e(j) = x(j) - 10;
a(j) = q;

end

fprintf (

)

X

% approx. of error

error

disp([x(1:end-1)’, e’, a’])

L Ickelinjara ekvationer

approx err\n’)
% print a table
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_ = = O O 00 01T W = =

X

.0000e+00
.9000e+00
.4390e+00
.6953e+00
.1470e+00
.6566e+00
.9882e+00
.0000e+01
.0000e+01
.0000e+01

error

.0000e+00
.1000e+00
.5610e+00
.3047e+00
.8530e+00
.4337e-01
.1790e-02
.3901e-05
.9323e-11
.7764e-15

approx err

-9.
-1.
-2.
-2.
.5097e+00
.3158e-01
.1776e-02
.3901e-05
.9322e-11
.3878e-15

-1

0000e-01
5390e+00
2563e+00
4517e+00
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Ickelinjara ekvationer (Avbrottskriterium)
| sekantmetoden far vi inte en sekvens av intervall som innerhaller
roten. Metoden kan ju till och med divergera. s3, hur vet vi nar vi
ska avsluta iterationen? Vi har ett avbrottskriterium som
kontrollerar:
» k, for att undvika oandliga loopar (divergens, eller for sm3
toleranser)
» |xx — xx_1|, borde g& mot noll vid konvergens, men litet varde
man betyda att det gar langsamt
» |f(xk)|, noll i I6sningen (tank ocksd pa |f(xk)|/M)
Forsta forsoket: avsluta om ( | = eller):

k > maxit ’ ‘Xk — Xk_1| < toly ‘ |f(Xk)| < tol¢

maxit (max antal iterationer), toly och tols ges av anvandaren.
Man kan givetvis krava att |xx — xx—1| < toly & |f(xx)| < tol.
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Ickelinjara ekvationer (Avbrottskriterium)

Inte skalningsoberoende: 10°f(x) = 0 borde helst fungera lika bra
som f(x) = 0. Motsvarande for f(10°x) = 0. Toleranserna m3ste
skalas efter problemet.

Andra forsoket: avsluta om:
k > maxit | |xk — xk—1] < toly|xo| | |f(xk)| < tole|f(xo0)

Fungerar inte om xg = 0. Vi skulle kanske kunna uppskatta
derivatan for att fa ndgot i stil med |X — x*| < |f(X)|/M. Det ar
inte enkelt att utforma ett sakert och effektivt kriterium. Ett
kriterium gar alltid att lura eftersom vi endast kanner till
funktionen (och kanske derivatan) i ett andligt antal punkter. Det
finns oandligt manga funktioner som gar genom dessa punkter.
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Ickelinjara ekvationer (Modifierad Newton)

Dyrt och komplicerat att berakna J(x). Alternativ? Modifierad
Newton: Berikna och LU-faktorisera J(xU)) da och da (inte i varje
iteration).

Differensapproximation av J. Vi vill normalt inte berikna de n?
derivatorna explicit. Om f ar given via en algoritm kanske det inte
ar mojligt att berakna derivatorna. Valj ett lampligt tal h (se
ovning):

f(X + he,-) ~ f(X) + hJe;

eller

Je,- ~

f(x + hej) — f(x)

h

dar e; ar kolonn /7 i enhetsmatrisen.

L Ickelinjara ekvationer

Fixpunkter och lite teori
Upprepade tryckningar pa cos-knappen. Tre olika startvarden:

-5.0000e+00 0 2.0000e+01
2.8366e-01 1.0000e+00  5.0808e+01
9.6004e-01 5.4030e-01 9.1788e-01
5.7349e-01 8.575be-01 6.0750e-01
8.4001e-01 6.5429e-01 8.2108e-01
6.6745e-01 7.9348e-01 6.8143e-01
7.8540e-01 7.0137e-01 7.7667e-01
7.0711e-01 7.6396e-01 7.1325e-01
7.6025e-01 7.2210e-01 7.5624e-01
7.2467e-01  7.5042e-01 7.2742e-01
7.4872e-01 7.3140e-01 7.4689e-01
7.3256e-01 7.4424e-01 7.3380e-01
7.4346e-01  7.3560e-01 7.4263e-01
7.3613e-01 7.4143e-01 7.3669e-01
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Fixpunkter och lite teori

S&, i varje kolonn har vi cos(cos(cos(cos(...cos(xp)...)))). Detta
kan skrivas pa formen xy41 = cos xi

» lterationen verkar konvergera

» Gor den det alltid?

» Hur snabbt konvergerar den?

» Kan vi anvanda detta till ndgot?

Om vi konvergerar galler, i vart exempel, att x = cos x dvs.
gransvardet ar losningen till en ekvation.

>> [x, cos(x), x - cos(x)]
ans = 7.3909e-01 7.3909e-01 0

L3t oss trycka pa x2 knappen istillet. Vi noterar forst att om
xp < 0 53 ar alla efterfoljande varden ickenegativa. Det racker att

studera ickenegativa varden med andra ord.
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Fixpunkter och lite teori
Tre saker kan intraffa:

1. Om 0 < xg <1 sa konvergerar vardena mot 0. T.ex.
0.1,0.01,0.0001, ...

2. xg = 1 medfor att vi stannar i ett.
3. xp > 1 medfor att x, — o0.

Punkten ett ar "repulsiv’ i den mening att oavsett hur nara vi
startar ett (om vi inte startar precis i ettan) sa stots vi darifran.
Nollan "attraherar”. Om |xg| < 1 s& konvergerar foljden mot noll.

Vi kommer att studera iterationer av typen xx+1 = g(xx) (inte
enbart "knapptryckningsfunktioner”) dar g ar kontinuerligt
deriverbar. Om x; konvergerar x, — x* galler att x* = g(x*). Vi
kallar g en fixpunktsiteration och x* en fixpunkt. Startar vi i en
fixpunkt far vi tillbaka den.

260 / 487



L Ickelinjara ekvationer
Ovningar

Satt upp Newtons metod for foljande problem:
1.

sin(x) + cos(y) = 2,
cos(x?)y + sin(y?)x = 3.
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Fixpunkter och lite teori
Vi har tva syften med de foljande sidorna:

» givet en ekvation, f(x) = 0, hitta en fixpunktsiteration, g, som har
en attraktiv fixpunkt, x* sadan att f(x*) = 0.

» vi vill forstd vilka egenskaper hos g som ger konvergens

Newtons metod ar en speciell fixpunktsiteration, ty

f(xk) f(x)
Xk+1 = Xk — ma Xk+1 = g(xk) med g(x) = x — f(x)
Om Newtons metod konvergerar mot x* galler i gransen att
oo (XY
x* = x" — 71(x)

dvs. f(x*) = 0 (antag enkelrot sa att f/(x*) # 0). S& fixpunkten ar
en losning till vart problem.

» Om vi ska losa f(x) = 0 med fixpunktsiteration: f(x) —x+x =0
och f(x) + x = x och fixpunktsiteration ar: xx11 = xx + f(xx). ~ 262/487
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Nar konvergerar en fixpunktsiteration?
Dvs. om det existerar x* sa att x* = g(x*), nar galler att

lim |xx — x| =07
—00

Idé: konvergens medfor att felet, |xx — x*|, minskar dvs.
Ixgr1 — X*| < |xk — x*|, sa 13t oss studera felet.
Xer1 — X =g(xk) — xF =g(x* +xx — x¥) —x* =
g(x") + (xk — x7)g"(0) — x* = &"(0k) (xk — x7), Ok € (3, x7)
Sa
X1 = x| = 18" ()] e —x*[, Ok € (xi, x7)
Ett steg till:

vz = x| = (g (Oks1)| X1 — X7 = |8 (Brra)| |87 (Oi)] [xic — x|

~

| Xh41—x* |
Alltsa:
i = x*| = |&'(O—1)| - 18" (61)] 18" (0o)| |x0 — x"| = |g"(6)l|x0 — x”].

lg’(6)]
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Fixpunkter och lite teori
S& om det finns ett tal A, dar alla |g’(0k)| < A < 1 far vi konvergens.

Xk — X*| < Xxp — x*|

Foljande villkor garanterar konvergens:
» xp tillrackligt nara x*
» g kontinuerligt deriverbar med |g’(x*)| < 1

Den andra punkter medfor att det existerar ett intervall,
I = [x* —0,x* + J] sddant att |g'(x)| < A< 1, x €I

Om vi ser till att starta tillrackligt nara x* sa stannar alla xx kvar i
intervallet. Detta medfor att alla 6, € /.

Forsta steget: Om xg € | sa galler att 0y € I, varfor |g’'(0g)| < A vilket
medfor att x; € /. Induktion!

Normalt linjar konvergens; ju mindre |g’(x*)| desto snabbare konvergens

‘Xk-i-l _X*‘ 1( %
—_— X
X — x*| ()l 264 / 487
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Fixpunkter och lite teori
Vad galler for Newtons metod?

g(x)=x— :/(();)) =

oo ()R = )
g ) =1 ()P

=0, om x™ enkelrot

Innebar (minst) kvadratisk konvergens (inte att det konvergerar i ett
steg). Lat oss troliggora detta. Infor o, = xx — x*. Vi far

f(x* + xx — x*)

f/(x* + xx — x*)

Xkr1 — X =x — xF —

eller
5 — f(x* +6k) 5. F(x*) + Okf'(x*) + 62F"(x*) /2 + ...
TR e b)) F1¢) + 0k F7(x*) + ...
sa att 52 f//(X*)/Z + f"(X*)
5k+1 = k ~ 5£
F/(x*) + Sk (x*) + ... 2f7(x*) 265 / 487
L Fixpunkter och lite teori
Konvergens for sekantmetod
Vad galler for sekantmetod? lterera: givet tva startvarden xg, x1
sekantmetoden:
Xk—1 — Xk
=x, —f k=12, ...
Xk+1 Xk (Xk) f(Xk—l) _ f(Xk)7 y £
Xk—1 — Xk
Xk4+1 = Xk — f(Xk) f(Xk—l) _ f(Xk)
_ ka(Xk—l) — Xk f(Xk) — f(Xk)Xk_l -+ f(Xk)Xk (17)
f(Xk_l) — f(Xk)
. ka(Xk—l) — f(Xk)Xk_l
f(xk-1) — f(xx)
eq — X" = Xef(xk—1) — F()Xk-1 s
i f(xk—1) — F(xk) (18)
_ Xpef(xk—1) — F(xu)xk—1 — x*(F(xk—1) — F(xx)) s 457

f(xk—1) — f(x«)
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och kan skrivas som
Xpef(xp—1) — F(xu)xk—1 — x*F(xx—1) + x*F(xk)
f(Xk_l) - f(Xk)
_ O = x)F(xa—1) = F(xa) (Xk—1 — x¥)
- f(Xk_l) — f(Xk)
e = X (X A xpmr — X)) = F(XT A X — xF) (-1 — XT)
f(x* + xx_1 — x*) — F(x* + xx — x*)
_ O = X)) + (o1 — xF) (6]
f(x* + xk_1 — x*) — F(x* + xx — x*)
)+ O = x) (€] (k=1 — x7)
f(x* + xx_1 — x*) — F(x* + xx — x*)
(x = x") (xk—1 — x*)F'(Ek—1)
F(x*) + (k-1 — x*)F'(Ek-1)) — F(x*) = O — x*) (k)
) 01— x") (% — X)) (€]
)+ (k1 — )P (1) — ) — (e — X )F(E)
€k c (Xk,X*), gk_]_ c (Xk_]_7X*) 267 / 487
(19)

*
Xk+1 — X =

I—Fixpunkter och lite teori

Vi far:
Mrt — X = (XK = x*)(xk—1 — x*)F'(Ek—1)
(Xk—1 — x*)F"(Ek—1)) — (xk — x*)F'(&k)
B [(k—1 — x*) Ok — x*)F' (k)]
(Xk—1 — x*)f"(Ek—1)) — (xk — x*)F"(8k)
O =)0 — () — Fle)] 20
(ke = x)F(Ek-1)) — O — x)F(Ek)
= (xx — x*)(xk-1 — x*) - M
§k € (Xi, XT), k-1 € (Xk—1,x7).

_ *
Om f(x*) =0 och Iim Pl =X
k—o00 |Xk —X*|r

= C konstant < o0
sa sager vi att metoden har konvergensordning r. Vi kan skriva om
det som:
| ~u * |0 * *
X1 — X7| = Clxie = x*|" & [xic = X7 X1 — x| - [M]
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L Fixpunkter och lite teori

eller

Clxxk — x*|" = |xx — x*||xk—1 — x*| - |[M|,

X — x|
P11 e — 7]
Xk — x*|
xi — x*|"t & |M|/|C| - [xk—1 — x*], (21)
Xk — x| = QM\/lCl)l/r_i'(\Xk—l —x* M
B:z‘(,{onst
1/r—1

Ixk — x*| = B - (|xk—1 — x™|)

Vi tar 1/(r — 1) = r konvergensordning (enligt definition for
konvergensordningen). Darfor r(r —1) = 1;r> —r — 1 =0 och vi
tar bara r > 0, eller r = (1 ++/5)/2 ~ 1.618 > 0 som &r
konvergensordning for sekantmetoden (superlinjar).
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L Fixpunkter och lite teori

Fixpunkter och lite teori
Nagra exempel:

» g(x) = x? har vi redan analyserat. x, 1 = g(xx) eller
xk+1 = x2. Fixpunkter? g(x*) = x* eller (x*)? = x* s3
x* =0 eller x* = 1. Konvergens? g’(x) = 2x och g’(0) =0
sa battre an linjar konvergens, g’(1) = 2 divergens.
xo=10"1,x1 =107%,x0 = 107%4...

» g(x) = x/2. Fixpunkter: x* = x*/2 s& x* = 0. Konvergens?
g'(x*) = 1/2. Linjar konvergens:

X0 = ].,Xl = 1/2,X2 = 1/4,...

» g(x) = cosx. Fixpunkter x* = cos x* s§ x* ~ 0.739.
Konvergens? g’(x*) = —sin(x*) och | — sin(x*)| =~ 0.674 < 1
sa linjar konvergens

» Los x2 —2 =0. Vi kan ju anvanda Newtons metod, men |at
oss testa med omskrivningen [x? — 2]/a 4 x = x och tag
g(x) = [x?> — 2]/a + x. Fixpunkterna ir rétterna till
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L Fixpunkter och lite teori

Fixpunkter och lite teori

Konvergens? g’(x) = 2x/a + 1. Tar vi t.ex. « = —3 sa far vi ratt

snabb konvergens ty |g'(v/2)|| = | — 2v/2/3 + 1| ~ 0.05719.
>> x = 1;

>> for k=1:9, x(k+1)=x(k)-(x(k)"2 - 2) / 3; end
>> d = x - sqrt(2) % editerat

d = -4.1e-01 -8.0e-02 -6.8e-03 -4.0e-04 -2.3e-05
-1.3e-06 -7.5e-08 -4.6e-09 -2.4e-10 -1.4e-11

>> abs(d(2:end) ./ d(1l:end-1))

1.9526e-01 8.4151e-02 5.9460e-02 5.7326e-02
5.7199e-02 5.7191e-02 5.7191e-02 5.7191e-02
5.7192e-02
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L Interpolation

Interpolation

For i tiden gallde raknesticka och tabeller. Berakna 1/1.244 givet en
tabel dver y = \/t, y-virdena ir givna med fem siffror, och

t =0,0.01,0.02,...,9.99, 10.00.

Mer realistiskt, nu for tiden, vore en tabell, tx, vk, k = 1,...,n dar vi av
nagon anledning inte kan berdkna y(t) for alla t (mattekniska problem,
gamla data).

Hur ska vi ga tillvaga? | skoltabellen fanns roda tal mellan y-vardena,
differenser, for att underlatta linjar interpolation

t y
1.22 1.1045
1.23 1.1091
1.24 1.1136
1.25 1.1180
1.26 1.1225
1.27 1.1269
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L Interpolation

1.8 F exact f(x)=sqrt(x) .
O  interp.punkter

16 L O maitdata _

14 .

1.2 i

funktion f(x)

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 273 /487

L Interpolation

Interpolation

Givet (tx, yx) och (txi1,yk+1) soker vi y-varden svarande mot t,
ty < t < ty+1. Linjar interpolation ger
k+1 — Yk
tk+1 — Lk
S3 i exemplet (vi ska rakna y = \/t for
t =1.244 t; 1 = 1.25, t) = 1.24, y(tk) =YK = 1.1136,y(tk_|_1) =
Vi1 = 1.1180, yx11 — yx = 0.0044):

0.0044
V1244 ~1.11 1.244 —124)———" =111
36+ ( )15 124 536

Felet ~ —1.3-107°.

Andra tillampningar som nyttjar interpolation ar kvadratur
(integration), I6sning av randvardesproblem, forenkling av

funktioner, harledning av metoden (t.ex. sekantmetoden).
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L Interpolation

Interpolation
Allmant har vi (tx, yk), k =1,....mmed t; < t, < ... < tp, och vill
hitta en funktion (polynom i denna kurs), p, sa att
p(tx) = yx, k =1,...,m. Ibland lagger man dessutom p3 krav pa
derivator, s.k. Hermite-interpolation.

Lat oss anta att det finns en underliggande funktion, f, (i exemplet
\/) som vi vill interpolera. Denna funktion ar inte alltid kand.

Vi kanner y1, y» som ar approximationer av f i tva punkter

t] < to,y1 = f(t1) + 01 samt y» = f(t2) + 2 och vill approximera
f(t)darty <t<t.

Vi bestammer nu interpolationspolynomet, p, som uppfyller
interpolationsvillkoren: p(t1) = y;1 samt p(tz) = y». Tva villkor
bestammer en konstant- eller en linjar funktion s vi kraver att p
har grad < 1. Ansatt p(t) = x1 + xaot vilket ger foljande linjara

. 275 / 487
ekvationssystem:

L Interpolation

Interpolation

X1+ Xty = Yo x2 = (y2 —y1)/(t2 — t1)

{Xl +Xxot1 = )1 N {Xl = (toyr — tiyn)/(t2 — t1)

sa att
byr—tiya  Y2—Wn Y2—n
t) = + t=y;+(t—t
p(t) Pa— a— yi+(t—t) P—
——

X1 X2

Observera att den andra omskrivningen svarar direkt mot
tabellrdkningen. Felet, p(t) — f(t) kan skrivas enligt:

(tz) + 52 —( (tl) + 51)

p(t) —f(t) = f(t1)+ 61 +(t — t1) n n — f(t) =
NI NN b —t1
beraknad exakt n
f(tn)+ (t—t1) f(t ) :l(tl) —f(t)+ 01+ (t — t1) fl

N ~~ - ~ ~~ L 276 / 487
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L Interpolation

Interpolation
Lat oss infora de tva polynomen pr och ps sddana att

f(t2) — f(t1)

pr(t1) = f(t1) = f(t1) + (t1 — t1) (22)
N th — 1
0
f(tr) — f(t
pr(ts) = F(ta) = F(t1) + (12 — 1) " 2 — tl( 1) (23)
F(t2)—F(11)
resp.
0o — 0
ps(t1) = 61 = 1 + (t1 — t1) : 1, (24)
0
)
ps(ts) = 0 = 61 + (to — t) —— (25)
52t61
277 / 487
Da ar tydligen p = pr + ps.
L Interpolation
Vi vet redan:
f(tz) + 52/—(1‘-(151) + 512
p(t) —f(t) = f(t1) + 61 +(t—t;)—= N () =
~— O~ Y—— b — 1t
beraknad  exakt n
f(t2) — f(t1) 62 — 01

f(t1) + (t —t1) Fa— —f(t)+ 01+ (t —t1)

\ . >4 o

b — 11

~"

p;(rt) ps(t)
Detta kan man direkt se fran det linjara ekvationssystemet,
losningen x beror ju linjart pa hogerledet.
p(t) —£(t) = pr(t) + ps(t) — £(t) = pe(t) — F(t) +  ps(t)
~— =~ ~ 4 —~—

beraknad  exakt approxim.fel avrundningsfel

De tva delarna i felet kan tolkas som foljer: ps(t) — f(t) anger hur
val ps approximerar funktionsvardena om de hade varit utan fel.

ps(t) interpolerar (avrundnings) felen i tabellvardena.
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L Interpolation

I—Interpolation: felets utseende

Interpolation (Felets utseende)
Lat oss nu uppskatta felet e(t) = f(t) — pr(t) (denna harledning kan ratt
latt generaliseras till polynom av hogre gradtal). Vi antar att t # ty, to ty
e(tl) = e(tz) = 0. Infor
(Z 1_'1)(2 t2)

g(Z) = e(z) - (t— tl)(t ) (t)

dar vi betraktar t som en fix punkt, g beror alltsd av z. Det galler att
g(t1) = g(t2) = 0 och dessutom ar g(t) = 0:

(t —t)(t — &)

e (t—
g(t) = e(t) - = t)—t) e(t) = (26)
g(t1) = e(t1) — ((t tl;E? tQ))e(t) (27)
(t2 — t1)(t2 — o)

g(t2) = e(t2) — (= 6)(t = B) e(t) = 0. (28)

g har alltsa tre distinkta nollstallen varfor, enligt medelvardessatsen,
g'(z) har tva distinkta nolstallen. g”(z) har alltsa ett nollstalle, kalla det
0 € (t, t1, t2) (det minsta intervall som innehdller ¢, t;, t5). 2197487

L Interpolation

I—Interpolation: felets utseende

Vi deriverar nu g (med avseende pa z och far (ty grad pr < 1):

2e(t)
(t — t1)(t — t)

2e(t)
(t—t)(t—t)

g'(2) = €"(2) - = (2) - pl(2) -
hnry

7 Y 26(1’)
g (Z) =f (Z) - (t— tl)(f _ tg)'

Eftersom g”/(6) = 0 kan vi l6sa ut e(t) fran

£(0) = 1(0) ~ iy =0,

och far

F(0)
2

(t = t)(t - B),

e(t) = f(t) — pe(t) =
——— ——
approxim.fel

var 0 € (t, t;, tp) (det minsta intervall som innehaller t, t1, t2).
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L Interpolation

I—Interpolation: felets utseende

Interpolation (Felets utseende)

Felet ar noll da t = t; eller t = tp. Faktorn (t — t1)(t — tp) mater
hur langt t ligger fran ndgondera andpunkten. Om t; < t < tp sa
antar (t — t1)(t — t2) sitt mest negativa varde dd t = (t1 + t2)/2.

f(0) ar ett matt pa krokningen hos f, dvs. hur mycket f " buktar
ut” frén en rat linje. Om krokningen ar noll, /(0) =0, s& ar f
linjar och felet ar noll.

Krékningsradien, R = |(1 + (£(6))?)3/2/f"()|. Krokningen ar
1/R.

Antag att vi tar med fler punkter och interpolerar med ett polynom
av hogre gradtal. Kommer felet i approximationen att minska? Vi
kan forst se pd den allmanna satsen:
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L Interpolation

I—Interpolation: felets utseende

Interpolation (Felets utseende)

Sats
Om pr interpolerar f for de n t—vardena t; < tp < ... < t, s3
galler att
F(" (g
f(t) — pr(t) = I( )(t — t)(t — t2)...(t — tp)
N——— n:

approxim.fel

dar 6 € (t,t1,to, ..., tn).
n! ser lovande ut, men resten ar inte latt att bedéma (6 kanner vi
t.ex. inte till). s3 vi ser pd vart exempel istallet.

p(t) — f(t) = pr(t) — £(t) + ps(t)
sa aven om vi kan gora pr(t) — f(t) mindre kommer p;s(t), som
svarar mot avrundningsfelet i tabellvardena, att vara tamligen
kOnStant, 10_5 - 10_6 282/487



L Interpolation

I—Interpolation: felets utseende

Interpolation (Felets utseende)

Situationen andras om tabellvardena hade givits med mindre fel,
anta att 01 = dp = 0. | exemplet hade da felet i approximationen
varit 107° med tv punkter (forstagradspolynom), ~ 1078 med tre
punkter (andragradspolynom), =~ 10719 med fyra punkter och

~ 10712 med fem punkter.

Observera att felet beror pa hur t-punkterna ligger relativt den
punkt dar vi vill approximera f.

Sa det kan lona sig att hoja gradtalet forutsatt att tabellvardena
inte har for stora fel. Polynom av hoga gradtal ar dock inte
latthanterliga, mer om detta senare.

Kan vi anvanda polynomet for att extrapolera (ga utanfor [ty, t,])?
Vi vet att |p(t)| — oo nar [t| — oo (om inte p ar konstant), s& det

kan vara vanskligt. Polynom kan vaxa snabbt! /
283 /487

L Interpolation
I—Interpolation: entydighet

Interpolation (Entydighet)
Det star polynomet i bestamd form, detta pga. att det alltid
existerar och ar entydigt.

Sats

Interpolationsproblemet: hitta ett polynom p med grad hogst n — 1
sadant att p(tx) = yk, k = 1,2,..,n, dar alla (tx, yx) ar givna och
h <tbh<..<t,.

L3t oss anta att existensen ar given och studera entydigheten.
Antag att det finns ett annat polynom g av grad < n— 1 som
interpolerar data. Det galler dd att
p(tx) — q(ty) =0,k =1,2,..,m. Polynomet p — q av grad
< n—1 har alltsd n distinkta nollstallen. p — g maste sdledes vara
nollpolynomet och p = q. Polynomet behover inte alltid ha grad
n—1. Om vi t.ex. valjer punkterna y, = t,%, k=1,2,...,10 sa
klarar vi oss med p(t) = t2 fastin n = 10.
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L Interpolation

I—Intelrpolationspolynomet pa Lagranges form

Interpolation (Lagranges form)

Nu till existensen. Den gar att bevisa pa flera satt. Vi kommer att
anvanda ett konstruktivt bevis. Antag att vi har n = 3 punkter.

Sats
Har foljer interpolationspolynomet pa Lagranges form i 3 punkter:
o(t) = 1 (t —t)(t — t3) (t —t1)(t — t3) (t —t1)(t — o)

(ti-t)(ti—t5) “(—t)(t—ts) (- t)(ts— t)

En fordel med denna form pa polynomet ar att den ar latt att stalla upp
och att den kan vara anvandbar vid teoretiskt arbete. Formen lampar sig
dock inte sa val for numeriska berakningar (manga operationer). Det
finns ocks3 risk for under- och overflow om man inte tanker sig for.
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L Interpolation

I—Intelrpolationspolynomet pa Lagranges form

Interpolation (Lagranges form) i k 4+ 1 datapunkter

For k + 1 datapunkter (xo, ¥0), -, (X, ¥}),- -, (Xk, yx) sddana att
Xj # Xk , interpolationspolynomet pd Lagranges form ar linjar
kombination

k
L(x) = > yti(x)
j=0

med Lagrange-baspolynomier

KJ( ) . Oglm—ng Xj — Xm (Xj—Xo) (Xj_Xj—l) (Xj_Xj+1) (Xj—Xk)7
mj

0<j<k
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L Interpolation

I—Interpolationspolynomet pa Lagranges form

Interpolation (Lagranges form)
For 9 punkter:
(X17y1)7 SR (Xjayj)a LRI (X9ay9):

9
L(x) := Z)’jﬁj(x) = y1la(x) + ... + yolo(x)

var Lagrange-baspolynomier ar:

Ui(x) = H X 7 Xm

X; — X
1<m<9 Y m

m#j

var 1 </ <09.

(x = x2)(x = 3x3)(x — xa) (x = x5) (x = 6)(x = x7)(x = 36)(x — x0)

h = ,
P (=) (a — )0 — xa) (a — xs) (1 — x6) (1 — x7) (31 — x8) (3 — xo)
I — (x—x1)(x—x3)(x—x2) (x—x5) (x— x5 ) (x —x7 ) (x — x5 ) (x — xg)

27 Ge—a)le—xs)0e—x) ba—x5) 02 —x6) e —x7) be —x5) e —x9) ")

lg = (x—x1)(x—=x2)(x—x3) (x—xa) (x—x5 ) (x —x6 ) (x —x7 ) (x —x5)

- (Xg —X1)(X9—X2)(X9—X3)(Xg—X4)(Xg—X5)(Xg —X6)(X9—X7)(X9—X8) : 287 / 487

L Interpolation

I—Interpolationspolynomet pa Lagranges form

Interpolation i Lagrange form i 9 punkter for f(x) = /x

o
=
3

fel: |LagrangePolyn - sqrt(x)|;

0.02
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e = |L(x) — VX e=loglO|L(x) — x|



L Interpolation

I—Intelrpolationspolynomet pa Lagranges form

Example

Interpolera funktionen f(t) = t2 p& 1 < t < 3, i punkter:
t1=1,tp =2,t3 = 3.

Svar:

Vi har: y; = f(tl) =1,y = f(tg) =4, y3 = f(t3) =0.
Har foljer interpolationspolynomet pa Lagranges form:

L) =y Lo RNE=t) | (t=t)i—ts) | (E—t)(t =)
M) b)) Ce-n)(e-6) (- a)s - )
t—2 t—3 t—1 t—3 t—1 t-2
L(t)=1- 1_2'1_3+4'2—1.2—3+9.3—1.3—2
= t°.
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L Interpolation
I—Intelrpolationspolynomet pa Lagranges form

Ovning

Interpolera funktionen f(t) = t3 pd 1 <t <3, ipunkter:

t1=1,tpb =2,t3 = 3.

Har foljer interpolationspolynomet pad Lagranges form:

(t — t2)(t — t3) (t—t)(t—t3) (t—t)(t—1t)

Hr)=x (h—t)t—1) (—t)(—ts) (- f)(ts— )
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L Interpolation

I—Intelrpolationspolynomet pa Lagranges form

Example

Interpolera funktionen f(t) = t3 pd 1 < t < 3, i punkter:
tp =1,tpb =2, t3 = 3.

Svar:

Vi har: Y1 = f(tl) = 1,y2 = f(tg) = 8,y3 = f(t3) = 27.
Har foljer interpolationspolynomet pa Lagranges form:

(= t)(t—t3) (t —t1)(t — t3) (t —t1)(t — t)
HE) =x (h—t)(t—1) (o-t)b—t) > (t—t)s—t)

t—2 t—3 n t—1 t—3 py t—1 t—2
1-2 1-3 2—-1 2-3 3—1 3-2

L(t)=1

—6t° — 11t + 6.
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L Interpolation

I—Interpolation: Vandermondematrisen

Interpolation (Vandermondematrisen)
Ett annat satt att konstruera polynomet ar att satta upp ett
ekvationssystem som vi gjorde i det linjara fallet. S3 vi ansatter
p(t) = x1 + xot + x3t2. Interpolationsvillkoren ger d3:

1 t; t X1 1
1 tp t3 X2 | = | y
1 t3 t% X3 V3

| linjaralgebrakursen brukar man visa att en sddan matris, en
Vandermonde-matris, ar ickesingular om alla t-vardena ar distinkta.

Detta system ar latt att formulera men relativt dyrt att losa
(kubisk kostnad) men det finns snabbare metoder som utnyttjar
matrisens utseende. Normalt har man dock inte speciellt hoga
gradtal. Det ar dock billigt och stabilt att berdkna p(t).

292 / 487



L Interpolation

I—Interpolation: Vandermondematrisen

Exempel: Vandermondematrisen

Polynomial fitting of random data, m=5

Polynomial fitting of random data, m=11

L [—e—poly.degree d=11
O noisy data

—&— poly.degree d=5
O noisy data

ial fitting of random data, m=14

—&— poly.degree d=14
O noisy data

L Interpolation

I—Interpolation: Horners metod

Interpolation (Horners metod)

Det ar dock billigt och stabilt att berakna polynom
p(t) = Zf’zl x;t'~1. Man anvinder normalt Horners metod for

detta. Exempel med n = 4.
p(t) = x1 + xot + x3t? + x4 13 = x1 + t(x2 + t(x3 + txz)).

Detta skrivs [ampligen i en loop, men jag har anvand sekvensiell
kod: p=x4, p=x3+tp, p =X+ tp, p = x1 + tp.

Man kan se Vandermonte-harledningen som ett specialfall av
foljande. Vi ansatter

p(t) = x1¢1(t) + x2P2(t) + .. + Xn—10n-1(t) + xnPn(t),

¢k kallas basfunktion och i Vandermonte-matrisen anvander vi

bi(t) = th1L.
Ett problem med Vandermontematriser ar att de kan bli
illakonditionerade.
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L Interpolation

I—Interpolation: Horners metod

Interpolation (Horners metod)

Exempel

Antag n = 4 och tag t-vardena
t1=01=10"1t=02=2-10"%,t=0.3=3-10""! och
ta = 0.4 =4-10"1. Matrisen kan d3 skrivas

1 101 102 103
1 2-100Y 4.107% 8-10°3
1 3-1001 9.1072%2 27-1073
1 4-100Y 16-10% 64-10°3

Konditionstalet dr ~ 2 - 103. Anledningen till det stora konditionstalet ar
att basfunktionerna liknar varandra (kolonnerna blir nastan linjart
beroende).
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L Interpolation

I—Interpolation: Horners metod

Ett satt att fa ner konditionstalet ar att anvanda andra basfunktioner

¢«(t) for p(t):
p(t) = x101(t) + xo02(t) + ... + Xp—1Pn—1(t) + Xndn(t).

L3t oss ta bokens forslag.

t—(t + t,,)/2>k_1

Pult) = ( (ta—1)/2

Den transformerade variabeln ligger i intervallet [—1, 1]:

t—(t1+ ty)/2
S w2

Denna transformation leder till det nya konditionstalet ~ 8 i vart
exempel.

<1, t€lt,t)
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L Interpolation

I—Interpolation: Newtons form

Interpolation (Newtons form)

Det finns ytterligare en vanlig framstallning av interpolationspolynomet,
namligen Newtons form. Den ar en kompromiss mellan de tv3 tidigare.
Det ar relativt billigt bade att konstruera polynomet och att sedan
evaluera det.

Dessutom ar det mojligt att lagga till nya punkter utan att borja om med
polynomberakningen.

Sats
Den allmanna Newtons formen ar:

p(t) =x1+x(t—t)+x3(t—t1)(t—t2)+...+x,(t—t1)(t — t2)...(t — tn1)
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L Interpolation
I—Interpolation: Newtons form
Interpolation (Newtons form)
L3t oss se pa specialfallet n = 3.
p(t) =x1 + x(t — t1) + x3(t — t1)(t — t2).
Observera:
yi=p(t1) =x1+x(t1 — &) + x3(t1 — t1)(t1 — ©2) = x1, (29)
o =p(t) =x1+x(t — t1) + x3(t2 — t1)(t2 — t2) = x1 + xo(t2 — t1),
(30)
y3 = p(tg) =X1 + X2(t3 — tl) + X3(t3 — tl)(t3 — i’2). (31)
Vi far det undertriangulara systemet:
1 0 0 X1 41
1 tb—t 0 X2 = Y2
1 t3—t (t3—t)(ts — t2) X3 ¥3

som ju ar enkelt att l6sa (framatsubstitution). Vi ser ocksd att det gar
att lagga till en punkt (en rad underst i matrisen) och vi behover inte

losa systemet fran borjan.
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L Interpolation

- Interpolation: Svningar

Interpolation
Nu ett exempel dar vi konstruerar polynomet med de tre metoderna.

Exempel
Finn p som interpolerar (1,1),(2,4) samt (3,11).

Losning: p(t) = [1,4,11]7,t; = 1,t, = 2, t3 = 3.
1) Vandermontes form. Ansatt p(t) = x; + xot + x3t2

1 t t12 X1 1 1 1 X1 1 2
1 t22 X | =] 1 2 4 Xy | = 4 | = x=1| —3
1 t3 t:,% X3 1 3 9 X3 11 2

Sa p(t) =2 — 3t + 2t eller p(t) = 2t*> — 3t + 2.

2) Langranges form:

C-(-3) (- 1)(-3) . (t-1)(t—2)
PO=1 03 D=3 "B DG e

Forenklar vi detta uttryck far vi (givetvis) p(t) = 2t2 — 3t + 2.

L Interpolation

- Interpolation: Svningar

évning

Finn p(t) i Vandermontes form som interpolerar funktionen
f(t)=t3p3d 1<t <4, ipunkter: t; =1,tp =2,t3 = 3,13 = 4.
Notera: Vandermontes matris for 4 punkter:

1t &t
1t 5t
1 t3 t3 63
1ty t2 3
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L Interpolation

I—Interpolation: ovningar

Interpolation

Exempel (fortsattning)
Notera: p(t) = [1,4,11]7,t; = 1,tp = 2, t3 = 3.

3) Newtons form: p(t) = x1 + xo(t — 1) + x3(t — 1)(t — 2).

Los:
1 0 0 X1 1
1 3—-1 (3—-1)(3-2) X3 11

s§ att x = [1,3,2]7 varfor p(t) =1 +3(t — 1)+ 2(t — 1)(t — 2)
som ocks3 kan forenklas till p(t) = 2t? — 3t + 2.
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L Interpolation

I—Interpolation: ovningar

@vning

o

Finn p(t) i Newtons form som interpolerar funktionen f(t) = t3 pa
1<t<4, ipunkter: t; =1, tp =2,t3 =3, t3 = 4.
Notera: Newtons form:

p(t) =x1+xo(t—t1)+x3(t —t1)(t—t2) +xa(t —t1)(t — t2)(t — t3).
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L Interpolation

I—Interpolation: ovningar

Interpolation (Newtons form)

Svar

p(t) = x1 +x(t — t1) + x3(t — t1)(t — t2) + xa(t — t1)(t — t2)(t — t3).
Observera:

p(t1) = x1 + xo(t1 — t1) + x3(t1 — t1)(t1 — t2) + xa(ts — t1)(t1 — t2)(t1 — t3),
p(t) = x1 +xo(ta — t1) + x3(to — t1)(to — t2) + xa(to — t1)(t2 — t2)(t2 — t3),
p(ts) = x1 + xo(ts — t1) + x3(ts — t1)(ts — ) + xa(ts — t1)(t3 — t2)(t3 — t3),
p(ts) = x1 + xo(ta — t1) + x3(ta — t1)(ta — t2) + xa(ta — t1)(ts — t2)(ta — t3).
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L Interpolation

I—Interpolation: ovningar

Interpolation (Newtons form)

Vi far det undertrianguldra systemet med y; = p(t;), i =1,2,3,4: :

0 x1 yi

0 x [ _ | y
t3 — t3) 0 X3 vz |’
ty —t2)  (tg — t1)(tg — t2)(tg — t3) X4 V4

som vi skriver om med t; = 1,t, = 2,t3 = 3,t4 = 4 och f(t) = t3:

x 13
x3 | | 33
2)(4 —3) x4 43

som ju ar enkelt att I6sa (framéatsubstitution) for att fa
X1 = ].,X2 = 7,X3 = 6,X4 =1 sa att

o o

~——
—_—~—

1 0

1 th — t1

1 t3—t (3—1t
1 -t (-1t

0 0
2—-1 0

3—-1 (3-1)(3-2)

4—-1 (4-1)(4-2) (4-1)4

H R
| oo o

p(t)=1+7(t—1)+6(t—1)(t—2)+ (t —1)(t —2)(t — 3).
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I—Interpolation
L Problem med interpolation

Interpolation (Problem med interpolation)

For vissa funktioner kan interpolationsfelet bli stort i intervallets
andar (t.ex for f(t) = e*"). Detta problem kan férvirras nir
antalet punkter okar (Runges fenomen). p behover inte alltid
konvergera mot f, utan felet kan cka med okande antal punkter.

Det ar inte ovanligt att polynom av hogt gradtal svanger kraftigt
nar man anvander ekvidistant interpolation (samma avstand
mellan t,-vardena.

Vi kan forsoka att "halla nere” polynomet i andarna genom att
lagga punkterna tatare dar. Da svanger polynomet mindre.
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L Interpolation

L Problem med interpolation

Lagrange interpolation i 9 ekvidistanta punkter for
f(x)=e™

Lagrangian interpolation av exp(-x 2)

0.8 [

0.6 [

0.4

funktion f(x)

0.2

exact exp(-x 2)
-0.2 O interpolation points
interpolation pa Lagranges form

-3 -2 -1 0 1 2 3
X
306 / 487



I—Interpolation
I—Problem med interpolation

. . . .- _ X2
Interpolation i Lagrange form i 9 punkter for f(x) = e
4 ‘ Lagrani?n inlerpolgtionavexp(-x 2) ‘ 4 ‘ Lagrangi?n interpolation avexP(-x 2) ‘
0.8 [
0.6 [
5 5 osf
h h 0.2
09 —— exact exp(-x 2) P
O interpolation points
=~ interpolation pa Lagranges form
02 : ! :
3 2 1 0 1 2 3
X
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I—Interpolation
L Problem med interpolation

Interpolation (Problem med interpolation)

Vad ar ett bra satt att valja punkterna (om vi far valja)? Lat oss
studera felets utseende igen (vi kan tidnka oss exakta data, sé att

pr = p).

(n)
p(t) —f(t)= f I(e)(t —t1)(t — t2)...(t — tn)
~— =~ n

beraknad exakt

dir 6 € (t,t1, to, ..., tp). Antag att |F("(9)] < M for alla
0 € (t1,ta, ..., tn). Vi har da

(1) — p(D)] < Tt~ 0)(t — 0.t — )

Lat oss specialstudera funktionen (t — t1)(t — t2)...(t — t,)/n'.

Den vaxer snabbt utanfor [t1, t,]. Extrapolation ar farligt!
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L Interpolation

I—Problem med interpolation

(t-1)(t-2)(t-3)(t-4)/4! (t-1)(t-2)(-3)(t-4)/4!

56 T T T D 5@ T T 0
exact f(x)
O interp.punkter — exact
4k i 4t =©— linear interpolation i
interpolation pa Lagranges form
3t 4 3t 4
3 E
5 2f ] 5 2f ]
= =
= c
2 2
1k 4 1h 4
o 4 of 4
1 I I I I I I 1 I I I I I I
-1 0 1 2 3 4 5 6 -1 0 1 2 3 4 5 6
X X
5 (t-1)(t-2)(t-3)(t-4)/4! 3 x10718 (t-1)(t-2)(t-3)(t-4)/4!
T T T T T T T T T T T
e @x@KE = Fel med Chebyshevpunkter
=—©— Chebyshevpunkter linear interpolation = Fel med ekvidistanta punkter
4 b i ion pa L form i Ct 4
sr 1 3
x<
3}
= c
= =
S 2r ] g
x [
5 £
= g
" ] g
=
k)
ot 4
B I I I I I I
-1 0 1 2 3 4 5 6
X X

L Interpolation

I—Problem med interpolation

(t-1)(t-2)(t-3)(t-4)(t-5)(t-6)(t-7)(t-B)(t-Q)(t-10)(t-11)/11! (t-1)(t-2)(t-3)(t-4)(t-5)(t-6)(-7)(t-8)(t-9)(t-10)(t-11)/11!

0.015 0.015
= exact = exakt
=—©— linear interpolation —— Ci kter linear i ion
0.01 interpolation pa Lagranges form 4 0.01 e ion pa L form i Cl 4
0.005 1 0.005 - 1
E g
5 of ] 5 of ]
=2 =2
< <
2 2
-0.005 1 -0.005 1
-0.01 1 -0.01 - 1
0.015 . . . . . 0,015 . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
X X
(t=1)(t-2)(t-3)(t-4)(t-5)(t-6) (t-7)(t-8)(t-9)(t-10)(t-11)/11!
0.014 T T T T -1.5 T T T T T
= |0g10-fel med Chebyshevpunkter
Fel med Chebyshevpunkter 2 = Log10-fel med ekvidistanta punkter 4
0.012 = Fel med ekvidistanta punkter 1
=-25 1
= 001 - z
z X
g 5
) .3+ |
20,008 4 =
S
= a
o G -35 g
5 2
©0.006 1 I
o ] 4r 1
o =
= 0.004 - 1 2
5 845 1
3
0.002 1 5L
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I—Interpolation
I—Chebyshevpunkter

Interpolation (Chebyshevpunkter)
De sa kallande Chebyshevpunkterna har egenskapen att de gor det
maximala vardet av |(t — t1)(t — t2)...(t — t,)| sé litet som mojligt.
Sats
Om ty, t € [-1,1], k =1,2,...,n géller det att

_rl'ngat)él |(t — tl)(t — t2)...(t — tn)|

minimeras da

(2k — 1)

k=1,2,..
2[7 ]7 P y N

t, = — cos [
Det maximala vardet ps |(t — t1)(t — to)...(t — t,)| ar dd 1/2" 1.
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I—Interpolation
I—Chebyshevpunkter

Interpolation i Lagrange form i 9 Chebyshevpunkter for
f(x)=e™

, L jian i lation av exp(-x %) 1t ian i ion av exp(-x  *)iCl

log , IL(x)- exp(x *)|

-fel me et
—— Log10-fel med ekvi

el: |L(x
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L Interpolation
- Chebyshevpunkter

Interpolation (Chebyshevpunkter)

Om en funktion har n+ 1 antal kontinuerliga derivator sd kan den
utvecklas i en Taylorutveckling:

f"(a)
2!

f'(a)
1!

() (a)

f(t) = f(a)+ (t—a)+ (t—a)?+..+
dir resttermen R(t) = c(&)(t — a)™L, &€ € (a,t) och |c(€)] ar
uppat begransad. Detta innebar att en sddan funktion (som har
Taylorutveckling) liknar ett polynom p3 ett tillrackligt litet
intervall.

Om inte alla f(X)(3a) =0, k =0,1,..., n kan vi gora R(t)

(t—a)"+R(t)

godtyckligt liten jamfort med resten av Taylorutveckningen, genom

att ta |t — a| tillrackligt litet. P& ett stort intervall behdver inte
funktionen likna ett polynom.

L Interpolation
- Chebyshevpunkter

—— exakt
—6— Chebyshevpunkter linear interpolation
i pa Lagranges form i Chebyshevpunkte

Interpolation for f(x) = /x

funktion f(x)
funktion f(x)=sqrt(x)
o o
5 &

Fel med Chebyshevpunkler

Log10-fel med Chebyshevpunkter
Fel med ekvidistanta punkter -1 Log10-fel med punkter

o

&

fel: log10|LagrangePolyn - sqrt(x)|
LS

fel: [LagrangePolyn - sqrt(x)];

f(x) = +/x har ingen Taylorutveckling kring a = 0. Daremot har ju v/x en utveckling kring alla 2 > 0 och det ar
inga problem att approximera funktionen for positiva x.

313487
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L Interpolation
- Chebyshevpunkter

Interpolation (Chebyshevpunkter)

Nar t ligger i ett annat intervall, [o, 3] sag, far vi gora en linjar avbilding
kx + b av Chebyshevpunkterna [—1, 1] till detta intervall [a, 3]:

k-(-1)+b=q,
k-1+b=7,
da
b=a+k,

k-l1+a+ k=20,
och fran andra ekvation i systemet ovan har vi

08—«

f—a a+p
2 27

och linjar avbilding av Chebyshevpunkterna till intervall [«, 5] ar:
315,487

L Interpolation
- Chebyshevpunkter

Interpolation (Chebyshevpunkter)

8-« a—+p
2 [_171] + = [avﬁ]
sd de transformerade Chebyshevpunkterna
2k — 1
ty = — cos [u] , k=1,2,....n
n

blir

64 ; a [(2k2—nl)7r] N a—;—ﬁ
Ibland ar det andad problem. Det kan tankas att M, begransningen av
1F(")(6)] ej existerar.

Example

f(t) = v/t pa intervallet [0,3]. Redan f/(0) ar ju obegransad (eftersom

f'(t) = (V/t); = 1/(2V/t)), man sager att derivatan har en singularitet. |
vissa fall visar sig singulariteten forst i hogre derivator (t.ex. f(t) = t%/2).
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L Interpolation
- Chebyshevpunkter

Ovning
Vi bestammer interpolationspolynomet, p,, pa [0, 1] som interpolerar e’ i
punkterna 0 = t; < tp < ... < t, = 1. Visa att oavsett hur vi valjer
t-punkterna (i ovrigt) sa galler:

. t_ —
0, o231~ pele) =0

Visa att om vi valjer Chebyshevpunkterna sd galler att:

t
02?%(1 le" = pn(t)] < nl22n—1"

Svar : vi vet att

(n)
pa(t) —f(t) = f I(Q)(t —t)(t — tp)...(t — t,)
—— ~—~ n

beraknad exakt

dir 6 € (t,t1,ta, ..., t,). Vi vet att (et)(") = ef och |t —t,| < 1d3

. €e(0) L e o e
pa(t) — e = . (t—t1)(t—t2)...(t—t,) < m(1.*—1.*1)(t—tz)...(t—t,,) <
beriknad ~~ €xakt 317 /487

L Interpolation

I—Chebyshevpunkter
Ovning
t
t € (0) e e
pa(t) — e = . (t—t1)(t—t2)...(t—t,) < m(t—tl)(t—tz)...(t—t,,)g oL

beraknad ~ €xakt

Observera att det ger oss ett konvergensresultat for varje funktion vars
alla derivator ir begrinsade pa [0,1], s& |[f("(¢)| < M,0 < t < 1.

. t e &
g2 €~ pelBl = i 5y =0
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L Interpolation

I—Chebyshevpunkter
Ovning
Man kan fa snabbare konvergens med Chebyshevpunkterna
Cx = — COS [Qg—lh} k =1,2,....n. Vi transformerar de:
b —« a—+p
2 U ;s
———
Ck tk

sd de transformerade Chebyshevpunkterna blir

f—a a+p
=1t
2 Ck + 9 )
| ovningen har vi att [a, 3] = [0,1] eller a = 0,8 =1 sa att

1/2¢cxk +1/2 =ty och ¢x =2t — 1 da t, = CkTH Vi redan vet att

e'(6)
nl

prlt) — &= (t—t1)(t—t2)...(t— ) < %(t—tl)(t—tg)...(t—t,,) < %

beriknad ~ €xakt
Vi ska visa att om vi valjer Chebyshevpunkterna sa galler att:

max |ef — po(t)] <

0<t<1 nl22n—1" 319/ 487

L Interpolation
- Chebyshevpunkter

évning

Vi redan vet att Chebyshevpunkterna minimerar [[,_; |t — tx| nar [t| <1
och maximala virdet p3 |(t — t;)(t — t2)...(t — t,)| ar dd 1/2"~1. Nu har
vi intervallet [0, 1] s vi far transformera punkterna cx. Vi vet att

ck =2t — 1 da tkICkT—HOCh

c+1
max H|t—tk]—math— =
0<t<1 0<t<1 2
2t - ].—Ck
n 1 n 1
= maxo<e<i [[ioy | — 2| = 2 Maxaace<i [ imn le — ol = 2
; e
lim max | pn(t) — & | = lim max ——— =0.
n—000<t<l ~—y—r “~~' n—o00<t<1 nl22n-1

beriknad ~ €xakt
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L Interpolation
I—Splines

Splinefunktioner

Polynom av hoga gradtal ar svarhanterliga men har samtidigt
lokalt goda approximationsegenskaper och ar enkla att beskriva,
lagra, berakna, integrera, derivera, etc. En vanlig kompromiss ar
styckvisa polynom av laga gradtal. Man behaller polynomens
enkelhet men slipper svangningarna.

Definition

En interpolerande splinefunktion av grad j ar en funktion som
interpolerar (tx, k), k =1,2,...,n och som bestar av styckvisa
polynom pa intervallen [t1, to], [t2, t3], .... Dessutom ar
splinefunktionen j — 1 gdnger kontinuerligt deriverbar i
knutpunkterna (dvs. i (tx, yk))-

Det ar inga problem med kontinuiteten av derivatorna av varje
enskilt polynom (i varje delinterval).

321487

L Interpolation
I—Splines

Splinefunktioner

» Om j =1 sa har vi ingen kontinuerlig derivata utan bara
kontinuitet hos splinefunktionen.
Delpolynomen har hogst grad ett.

» Om j = 2 sa ar delpolynomen (hogst) andragradspolynom.
Splinefunktionen ar kontinuerlig och ar kontinuerligt
deriverbar (forstaderivatan ar kontinuerlig).

» Det vanligaste ar dock j = 3, kubiska splines, dar
delpolynomen ar kubiska (hogst) och splinefunktionen ar
kontinuerlig liksom dess forsta- och andraderivator.

Lat oss se varfor detta verkar mojligt att dstadkomma och varfor
man inte kan krava kontinuerlig tredjederivata.
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L Interpolation
I—Splines

Splinefunktioner

Exempel

En kubisk spline kan skrivas px(t) = axt> + bxt? + cit + di pa intervallet
[tk, tk—1]. Antag att vi har n stycken t-varden. Detta ger n — 1 intervall
(lika manga polynom), s antalet obestamda koefficienter ar 4(n — 1).
Hur manga villkor har vi?

» Interpolationskravet ger 2(n — 1) villkor (ty varje polynom maste
interpolera 2 knutpunkter). Detta ger oss kontinuiteten gratis.

» Kontinuerlig forstaderivata ger n — 2 villkor (inre punkter) och lika
manga for andraderivatan. S& summa
2(n—1)+n—2+n—2=4n—6 villkor.

» Det innebar att vi saknar tva villkor som maste bestammas pd ndgot
satt:

2(n—1)+n—24n—-2=4n—-6#4(n—1).
—_—— = =
interp.krav ~ px€C! px € C?
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L Interpolation
I—Splines

Splinefunktionern: kubisk spline

Har ar nagra vanliga tillaggsvillkor (s ar splinefunktionen):
» s’(t1) = s”(t,) = 0 s.k. naturliga splines (minimerar
o (s"())2dkt)

» s'(t1) = f'(t1) och s'(t,) = f'(t,) komplett spline

> s'(t1) = s'(t,) samt s”(t1) = s”'(t,) periodisk forsta- och
andraderivata (kanske rimligt med y; = y,, i detta fall)

» pi(t) = pa(t), t € [t1, t3] och
Pn—2(t) = pn—1(t), t € [tn—2, tn], not-a-knot; medfor att s
kontinuerligi t = tp och t = t,_1. Det ar alltsa ett
tredjegradspolynom i [t1, t3] (och ett (annat) i [ty—2, ts]).
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I—Interpolation
I—Splines

Kubisk spline for 3 punkter t, t, t3

Exempel
En kubisk spline for 3 punkter t1, to, t3 kan skrivas som:

pl(t):a1+a2t+a3t2—|—a4t3, t e [tl,tz] (32)
pa(t) = Br + Pat + Bt 4 Bat®, t € [to, t3]. (33)

Koefficienterna «;, 8;,1 = 1,2, 3,4 ska bestammas.
Interpolationskravet ger 4 villkor (ty varje polynom maste interpolera 2
knutpunkter). Detta ger oss kontinuiteten gratis. Kontinuerlig
forstaderivata pj(t), p5(t) ger 1 villkor (inre punkt) och lika ménga for
andraderivatan.

Sa vi har: 4 + 2 = 6 villkor.
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I—Interpolation
I—Splines

pi(t) = a1+ ast+ azt? + outd
p2(t) = P1+ Pot + B3t® + B4t

pi(tl) =y1= o1+ aati +astd + sty

pi(t) =y = a1+ oty +azts + gt

() =yo= P1+ Bato+ B3t3 + Pats
pa(ts) =ys= Bi+ Bats+ B3t5 + fats
/

p'1(t) = oo+ 2a3t+ 3ast?
p'a(t) = Ba+ 283t + 304t
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L Interpolation
I—Splines

3) p'i(t2) = p'a(t2):

4) p'1(t2) € C = p"1(t2) = p"5(t2)
p'a(t) = 20B3+60st
p’i(t) = 2a3+ 6ast
p,/2(t2) = 263 + 6641,’2 =

= 2a3 + 6agtry = p’'1 (1)

Notera, att vi har skrivit 4 + 2 = 6 villkor, behdver 2 till ( vi har 8
koefficienter, som ska bestimmas). Vi valjer foljande 2 tillagsvillkor:

p"1(t1) = 0; p"5(ts) = 0
2a3 + 6ty = 0,
203 + 684t3 = 0.

327 /487

L Interpolation
I—Splines

Nu samlar vi alla villkor for att hitta alla koefficienter «;, 8;, i = 1,2,3,4
fran losning av foljande system av linjara ekvationer:

1 6 2 2 0 0 0 0] [ad] [w]
1 &b t3 t5 0 0 0 0 as Vo
0 O 0 0 1 b t22 tg Qa3 Vo
00 0 0 1 t3 ¢t t3 as| _ |»s "
0 1 2, 33 0 -1 —2t, —383| |B| |0 (34)
0 0 2 6t 0 O -2 —bt Ba 0
0 0 2 o6t 0 O 0 0 B3 0
00 0 0 0 0 2 65 |[B] |O]
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I—Interpolation
I—Splines

Ovning

Definera splinefunktion av grad 1 som interpolerar

(t1,y1), (t2, ¥2), (t3, y3) och som bestar av styckvisa polynom av
grad 1 pa intervallen [t1, t2], [t2, t3].

1 Linear spline interpolation av exp(-x 2) tér N=3 interpol.p.

exact exp(-x ?)
O interpolation points
linear it {

o
©

e e o
> N ®
T T

o
T

funktion f(x)
o o o =
n w e

o

, ©

[}
N
o |
[N
w
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I—Interpolation
I—Splines

@vning

Definera splinefunktion av grad 1 som interpolerar

(t1,y1), (t2, ¥2), (t3, y3) och som bestédr av styckvisa polynom av grad 1
pa intervallen [ty, o], [t2, t3].

Svar

Splinefunktion av grad 1 skrivs som:

pi(t) = oq + ast, t € [ty, to],

p2(t) = 1+ fBat, t € [t2, t3].
Koefficienterna «;, B;,i = 1,2 ska bestammas. | exemplet har vi ingen
kontinuerlig derivata utan bara kontinuitet hos splinefunktionen.

Interpolationskravet ger 4 villkor (ty varje polynom maste interpolera 2
knutpunkter).
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I—Interpolation
I—Splines

Detta ger oss kontinuiteten och mojlighet for berakning av alla
koefficienter «;, B;, 1 = 1, 2:

pi(t1) = aq + aoty = y1,

pi(t2) = a1 + aoty = yo,

p2(t1) = B1 + Bata = ya,

p2(t3) = B1 + Pats = y3.

1 t4 0 O a1 )%
1 & 0 O (0% )%,

. _ 35
0 0 1 t B Y3 (35)

0 0 1 t3 B2 Ya

Vi kan hitta «;, i = 1,2 fran forsta tva ekvationer is systemet (35), och
Bi,i = 1,2 - fran sista tva ekvationer:

Yo—W Yo—Wn1
Q= "——, 1 =Yy1 — ——

th —t1 th — t

y3—y2 y3— )2
51:ﬁ7 51:Y2—ﬁ
3772 377 331/ 487

I—Interpolation
I—Splines

Linear spline interpolation for f(x) = e

, Linear spline avexp(-x _*) for N=7 interpol.p. | Linear spline avexp(-x  2) fér N=15 interpol.p.
exact exp(x ?)
0.9 0.9 O interpolation points
linear interpolation
0.8 0.8
0.7 0.7
_06 _06
= =
505 505
€ H
S04 504
03 03
0.2 0.2
0.1 0.1
3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
X X
1 Linear spline interpolation av exp(-x 2) for N=30 interpol.p. ' Linear spline 2) for N=51 interpol.p.
— exact exp(x 2)
0.9 0.9 © interpolation points
linear interpolation
08 08 =
0.7 0.7
06 06
= z
E 0.5 E, 0.5
2 £
So4 So4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
X X
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L Numerisk integration

Kvadratur - numerisk integration

Vill berakna: fab f(x)dx. Inte alltid mojligt att uttrycka en primitiv
funktion i elementara funktioner (inte alltid bekvamt eller).
Grundidé: approximera f(x) med en funktion p(x) som har bra
approximationsegenskaper och som ar enkel att berakna och
integrera.

Enkelt exempel: vi vill approximera f05 g 0.1 sin(5x)dXx.
Facit: f05 e~ 01 5in(5x)dx ~ 0.1863.

| Matlab finns den aldre adaptiva metoden quadl och den nyare
integral.

fun = @(x) exp(-0.1%x.2).  sin(5 * x)
Q1 = quadl(fun,0.0, 5.0)
Q2 = integral(fun,0.0,5.0)

333,487

L Numerisk integration

Kvadratur - numerisk integration

Metoderna bygger pa tva principer:
1. indelning av [a, b] i intervall (inte alltid lika langa)

2. approximation av f med polynom pa varje delintervall foljd av
integration av polynom

Man anvander ofta adaptiva metoder som forsoker anpassa langden
pa delintervallen sd att det sammanlagda felet blir mindre an en
given tolerans. Det ar da vanligt att man har olika langa intervall
och det ar inte ovanligt att man har olika gradtal pa polynomen.
Som vi redan vet, i Matlab finns den aldre adaptiva metoden
quadl och den nyare integral.
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L Numerisk integration

Newton-Cotes quadrature
Att integrera interpolationspolynom ger Newton-Cotes metoder. Man
skiljer mellan oppna Newton-Cotes metoder dar andpunkterna ar med:

X;=a-+ M,i: 1,...,n.
n—+1
resp. slutna Newton-Cotes metoder dar andpunkterna ej tas med:
(/ —1)(b— a) _1
n—1 ’ ’

Xj = cey N

Vi ska studera:

» Rektangelmetoden eller mittpunktsmetoden: enklaste metoden ar
mittpunktsmetoden (rektangelmetoden) dar vi approximerar f(x)
med f((xk + xk+1)/2) i intervallet [xx, Xk+1].

» Trapetsmetoden: approximation av f med ett linjart
interpolationspolynom

» Simpson's metod: approximation av f med ett kvadratisk

interpolationspolynom
335/ 487

L Numerisk integration

- Trapetsmetoden

Kvadratur (Trapetsmetoden)

Trapetsmetoden: approximation av f med ett linjart
interpolationspolynom (se forel. 13, linjart interpolation i 2 punkter):

p() = £(3) + (x — 2) D=1

pa varje delintervall (berakna integralet):

/ab f(x)dx ~ /ab (f(a) + - a)M) o= 2 @)

b—a

Pa intervallet [a, b] approximerar vi integralen med arean av en
parallelltrapets (darav namnet):

/ F(x)dx ~ g(f(a) + (b)), h=b—a
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L Numerisk integration

I—Trapetsmetoden

Kvadratur (Trapetsmetoden)

Pa intervallet [a, b] approximerar vi integralen med arean av en
parallelltrapets (darav namnet):

b h
/ f(x)dx = 5(f(a) + (b)), h=b—2a

16— (L

e _—*——_h.

°
-
v
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L Numerisk integration

I—Trapetsmetoden

Kvadratur: komposit trapetsmetoden
Vi delar nu in [a, b] i n — 1 lika ldnga delintervall (en del forfattare borjar
med xp):
xk=a+(k—1)h, k=1,...n, h=(b—a)/(n—1).

sa att x; = a och x, = b.
Beteckna den approximation vi far med T,(f). Den blir:

PFGa) + 7 00)) + (Fx) + F0) o (F(0m) + F ()] =

 [70a)

5 T f0e) +f0a) + ..+ f(xn-1) + f(xn)

2
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L Numerisk integration

I—Trapetsmetoden

Kvadratur: komposit trapetsmetoden

PFGa) 4+ F00)) + (Fx) + F0) o (F(om) + F ()] =

f(x) f(xn)
h=3 2

(x2) + F(x3) + oo + F(Xp-1) +

/()

G 1 (6)

)

339487
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I—Trapetsmetoden
Ovning
Anvand trapetsmetoden for att berikna [3 x?dx.
Trapetsmetoden:
b h
/ F(x)dx ~ 5 (F(a) + (b)), h=b—a
a

Trapetsmetoden for fol f(x)dx ar:

1
/0 F(x)dx ~ %(f(l) +£(0)) - (1—0).

| vart fall vi har f(x) = x2, d3 trapetsmetoden for fol x?dx ger oss:

/1 20 ~o 2(12 4 0%) = &
Xax = — = =
0 2 2
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L Numerisk integration

I—Trapetsmetoden

2

Trapetsmetoden i Matlab for f(x) = e™

fun = @(x) exp(-x.?)
Q = integral(fun,-3.0,3.0);

N_calc = 11;
x_calc linspace(-3.0, 3.0, N_calc);

for i = 1:N_calc

fun_calc(i) =fun(x_calc(i));
end

int_calc = trapz(x_calc, fun calc);

341 /487

L Numerisk integration
I—Trapetsmetoden

2

Trapetsmetoden for f(x) = e™*

1.8164, N=5 1 Tr
T T ‘

Integral=1.7724, N=9

\
exact e *

B
[ area (integral ave ™)

m— approximation

z

exact e * 09 F
2

[ area (integral ave *')

— 08 [

0.7
06 .06
z =
505 5§05
£ -
204 204
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L Numerisk integration

I—Trapetsmetoden

Trapetsmetoden for f(x) = e

gral=1.7724, N=29

Integral=1.7724, N=39

2
— exact & *

2
-area (integral ave ™)

— 3 pproximation

funktion f(x)
o
(&
funktion f(x)
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L Numerisk integration

I—Trapetsmetoden

Kvadratur (Trapetsmetoden)
Om man kor Trapetsmetoden pa vart forsta exempel for berakning av
5 —0.1-x% o
Iy e sin(5x)dx
med n = 11,21,41, 81 verkar felet ha utseendet ch® nar

h — 0, c = const.. Kan man bevisa att felet har utseendet ch®?

I | N |Fele | e/ey1| g h h®

1| 11 | 0.1077 0.5 0.25
2121 | 0.0245 | 4.3959 | 2.1362 | 0.25 0.0625
31 41 | 0.0060 | 4.0833 | 2.0297 | 0.125 0.0156
4 | 81 | 0.0015 | 4.0000 | 2 0.0625 | 0.0039

Ordningsfelet g:

log (—*,) _ log(0.5) _ Klog(05) _
log(0.5)  log(0.5)  log(0.5)

€l+1 €h _ k -~
eftersom log (Tﬁ) = log <a) = log <%) ~ log(0.5%) for fel
en ~ Chk, eop =~ C(2h)¥,

q:
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L Numerisk integration

I—Trapetsmetoden

Trapetsmetoden for f(x) = e %1% sin(5x)

funktion f(x)
o

Trapetsmetoden, Integral=0.07862, N=11error:0.1077

0.8 [

0.6

0.4

0.2

2
exact e 0% " sin(5x)

[ area (integral ave 1% *sin(5x))

— g pproximation

L Numerisk integration

I—Trapetsmetoden

Trapetsmetoden for f(x) = e %1% sin(5x)

funktion f(x)

Trapetsmetoden, Integral=0.16178, N=21error:0.024533

08 - exact e 0% sin(5x)
[ area (integral ave 1% *sin(5x))
0.6 — g pproximation
0.4
0.2
0
-0.2
0.4
06
0.8
- 1 1 1 1
0 1 2 3 4
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L Numerisk integration

I—Trapetsmetoden

Trapetsmetoden for f(x) = e %1% sin(5x)

funktion f(x)
o

0.8

0.6

0.4

0.2

Trapetsmetoden, Integral=0.18031, N=41error:0.006007

2
exact e 0% " sin(5x)

[ area (integral ave 1% *sin(5x))

— g pproximation

L Numerisk integration

I—Trapetsmetoden

Trapetsmetoden for f(x) = e %1% sin(5x)

funktion f(x)

0.6

0.4

0.2

Trapetsmetoden, Integral=0.18482, N=81error:0.0014941

2
exact e 0% " sin(5x)

[ area (integral ave 1% *sin(5x))

— g pproximation
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L Numerisk integration

- Trapetsmetoden

Kvadratur (Trapetsmetoden)

Fran interpolationsteorin vet vi att:

)~ p() = - a)x - b). £ € (a.0)

med ett intervall. Alltsa

/ab F(x)ax - /ab p(x)dx = /ab ) ) e =

" b — 3 31
f 2(5) /a (x —a)(x — b)dx = —(b 1)2f (6), ¢ € (a,b).

Detta foljer av integralkalkylens medelvardessats ((x — a)(x — b)
byter inte tecken pa [a, b]).

349 / 487

L Numerisk integration

- Trapetsmetoden

Fel

| det allmanna fallet, med n — 1 delintervall far vi summera felen:
n—1

b n—1 X1 — Xk 3¢ B 3 .
[ g ) = = 30 B =) LN g

Om vi antar att f” ar kontinuerlig sa antar f” min/max pa [a, b] sd att

~1
1 n
min f’(x) < —— Y f” < max f’(x
a<x<b ( ) “n-—1 kz; (gk) T a<x<b ( )

sa att (en kontinuerlig funktion antar alla mellanliggande varden):

1
n—1

S FI(E) = 7€) (nytt )
k=1

Alltsa:

[ 0Tt - U G I CED L.

12 12
ty h(n—1)=b—a. 350/ 487



L Numerisk integration

- Trapetsmetoden

Kvadratur (Trapetsmetoden)

» S& om andraderivatan ar begransad i [a, b] och om vi raknar
exakt giller att T,(f) — [ f(x)dx, n — oo.

» Observera att om man inte vet nigot om hur f” ser ut kan
man inte garantera konvergens.

» Det ar enkelt att lura avbrottskriteriet i kvadraturprogram.
Det enda vi kanner till ar ju (xx, f(xx)), kK =1,...,n men det
finns oandligt manga funktioner som interpolerar dessa
punkter (med olika varden pa integralen). Detta ar ett
allmant berakningsproblem (andliga punktmandger fran
oandliga punktmangder).

351487

L Numerisk integration

- Rektangelmetoden

Rektangelmetoden

Enklaste metoden ar rektangelmetoden dar vi approximerar f(x) med
f(xx) eller med f(xky1) i intervallet [xk, xk+1]:

/ab f(x)dx ~ /ab f(a)dx = (b — a)f(a).

f(x)
f(x)

- f()

- e

//..,
/'///
yd
f(a’) ./ /////// e /// : /// ///
,/// /// /// /// /// /// T
Py ~ d / S p o -
a - b
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L Numerisk integration
I—Rektangelmetoden

Rektangelmetoden

Enklaste metoden ar rektangelmetoden dar vi approximerar f(x) med
f(xx) eller med f(xx41) i intervallet [xx, Xk+1]:

b b
/ F(x)dx z/ F(b)dx = (b — a)f(b).

77,

4‘
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L Numerisk integration

L Rektangelmetoden

Rektangelmetoden: mittpunktsmetoden

Mittpunktsmetoden ar ocksa rektangelmetoden dar vi approximerar f(x)
med f((xk + xk+1)/2) i intervallet [xk, Xk+1]:

/ab f(x)dx = /ab f((a+ b)/2)dx = (b— a)f <a-;b> |

A

f(x)

fa—l-b) f(z)
a+b
2
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L Numerisk integration
I—Rektangelmetoden

Komposit mittpunktsmetoden
Vi delar nu in [a, b] i n — 1 lika langa delintervall:

xk=a+(k—1)h, k=1,...n, h=(b—a)/(n—1).

sa att x; = a och x, = b.

b
/ f(x)dx ~ h[f((x1 +x2)/2) + F((x2 + x3)/2) + ... + F((xp—1 + xn)/2)]

f(x) ! f($3+564) f(xﬁ + zg

355 /487
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L Rektangelmetoden

Fel i rektangelmetoden for X = x;_1,i =1,....n
Integralkalkylens medelvardessats:
f'(x) € Cla, b] — f(x) = £(%) + /() (x — &), £ € [a, b].

Vi ska anvanda den for att rakna fel for X = x;_1,i =1,...,n
Jo F(x) dx — f(%)h;

for x = x;_1:

/ ' F(x) dx ~ F(%)h,

/ CF(x) dx — F(%)h:
Xi—1

/x [F(%) + F'(&)(x — %)] dx — F(X)h;

2
<max|f'(5,)\/ (x = %) dx = max|F'(¢) e e

IEI
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L Numerisk integration

- Rektangelmetoden

Fel i rektangelmetoden for X = x;_1,i =1,....n
Summerar fel pa alla intervaler ;,i =1, ..., n for att fa felen i allmanna
fallet:

n—1 Xi -
F(x) dx — F(&)h < 1/2°S max |F/(&)| R
;/ () o = 1)y < 112 x| (€IA

n—1
=1/2)_ max|f'(&)Ihih,
i=1 """

G gy

var b—a=h(n—1) for h=h;,i =1,....,n— 1. Vi har anvant att vi
antar att f’ ar kontinuerlig: vi antar £/ min/max pa [a, b] s att

min f'(x) < —Zf’(é, ) < max f'(x)

a<x<b a<x<b

sa att (en kontinuerlig funktion antar alla mellanliggande varden):
357 /487
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L Numerisk integration

- Rektangelmetoden

Fel i mittpunktsmetoden
Taylor's formel:

f"(x) € Cla,b] — f(x) = (%) + f'(%)(x — %) + (&) (x — >“<,-)2/2,

Xi + Xi-1

> & € [xi—1, xi].

QiE[XFJ,&]ZQi:

Vi ska anvanda den for att rakna fel fX f(x) dx — f(X;

/ " F(x) dx ~ F(%) i

/ " f(x) dx — F(%)h;

[ 1)+ PRk = %)+ (60— 202721 o= F(5)h

/ f(X;) dx — f(Xi)h; +/ (&) (x — %) /2 dx +/ (%) (x — %) dx|.

= :0
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L Rektangelmetoden

Fel i mittpunktsmetoden

/ F(x) dx — F(%)h:

<max|F(6)] [ (x—R)/2 o
i€l Xi—1

% 2h3
=12l (€] | (e %) o= 1/2maxl (€)1,
h3
= ’)A?gﬂf”(fi)\j, &i € [xim1, %], I = [xi—1, xi].
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L Numerisk integration

L Rektangelmetoden

Fel i mittpunktsmetoden

Summerar fel for alla intervaler [;;i = 1,...,n — 1 pa intervalet [a, b] for
att fa felen i allmanna fallet:

n—1 X;
> / f(x) dx — f(%)hi
i=1 |7Xi—1

(b—a)|f"(&)|h
24

n—1
<1/24 ! i h,h2= , € |a, b|.
<1/ ;gg;’s\ (&)l i § € [a, b]
var b—a=h(n—1)for h=h;,i=1,..,n—1.
Vi har anvant att vi antar att f” ar kontinuerlig: vi antar f”/ min/max pa
[a, b] sé att

n—1

min f"(x) < %Zf”(fi) < max f(x)

a<x<b — a<x<b
1=

sa att (en kontinuerlig funktion antar alla mellanliggande varden):

n—1
n i 1 Z (&) =f"(§) €€ la bl 360 / 487
i—1



L Numerisk integration

- Rektangelmetoden

Kvadratur (Newton-Cotes-kvadratur)

Felet for den sammansatta mittpunktsmetoden har utseendet:
(b— a)h?f"(€)/24

vilket lustigt nog ar mindre an for trapetsmetoden.

Dessutom har bade mittpunkts- och trapetsmetod polynomiellt gradtal
ett (exakt for alla polynom upp till och med grad ett). Detta beror pa att
vi inte primart ar intresserade av att approximera f (da ar normalt en
allman linjar funktion battre an en konstant) utan att vi vill approximera
en integral.

Example

En linjar approximation av t.ex. f(x) = x over [—1,1] ger felet noll och
en exakt integral. Approximation av samma funktion med f(0) = 0 ger
stora fel i funktionsanpassningen men en exakt integral pga. att
approximationsfelen i integralen precis tar ut varandra.

361/ 487

L Numerisk integration

- Rektangelmetoden

Example

Anvand mittpunktsmetoden (rektangelmetoden) for att berakna
, 1

integralen [~ xdx.

Svar:

Rektangelmetoden for fab f(x)dx ar:

/ff(x)dx%(b—a)f(a—;b).

| vart fall vi har f(x) = x, da rektangelmetoden ger oss:

/1 xdx ~ (1 — (=1))f (‘1; 1) —2.£(0) = 0.

—1

Observera, att exakt integral ar:

1 2.1
/ xdx = X—‘ =0.
1 2 1-1
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- Rektangelmetoden
Ovning

Anvand mittpunktsmetoden (rektangelmetoden) for att berakna
. 1 3

integralen [ 4x>dx.

Svar:

Rektangelmetoden for fab f(x)dx ar:

/abf(x)dx% (b— a)f (a;b) |

| vart fall vi har f(x) = 4x3, d3 rektangelmetoden for fol 4x3dx ger
0SS:

' 3y ~ (1 — u — —4. 3 _
/0 4x°dx ~ (1 O)f( > ) = f(1/2) =4 (1/2) 1/2.
363 /487

L Numerisk integration

I—Simpson's metod

Simpson’s metod

Vi har tittat pa trapetsmetoden dar man anvander en linjar
approximation. Anvander man en kvadratisk approximation -
interpolationspolynomet pa Lagranges form med

hh=a,th =m= (a—l—b)/2,t3 = b:

(t — t)(t — t3)

(t— 8)(t— 1) (t— t)(t— 1)
PO = &) eya— ) Mo — e =) T P 6~ a)(6 = o)
eller med t =x och t; = a,t, = m= (a+ b)/2,t3 = b:

o OB (2 b) L (x a)(x )
P =1 a0 T m -0 D6 m
far man Simpsons formel:

b b —a a
/ f(x)dx %/ P(x)dx = b [f(a) +4f( ;b) + f(b)} :
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L Numerisk integration

I—Simpson's metod

Simpson’s metod: lokalt fel

Vi anvander Taylor's formel for X = (a+ b)/2,h = (b—a)/2,{ € [a, b]
for att fa Simpson's regel och estimera fel i den:

b b "% X—)A<2 (3))? X—)A<3
/f(x)dx:/ {f(&)w'(&)(x_&Hf()( ) )= %)

2! 3!
+ fw(ﬁ)L(HX - &)4} dx = |F(%) - x+ f’(&)@ + f”(&)%
o) U o SR a6 a) 4 () (L)
B (a—2X)2) (% )(( —><)3 (a2I 3) ) F6)(x )((b %)
= (aal——x)“) f(4)(§)((b ) _ o ?5) = F(%)2h+ %(F — 1)
+ fﬂé SN (X)(h4 — )+ f(;;(o (15 4 ) = F(3)2h

L Numerisk integration

I—Simpson's metod

Simpson’s metod: lokalt fel
Vi har anvant féljande approximation for f”/(X) ~ f(a)_ﬁ(f)”(b) och fel |
den ( se 6vning 11, kapitel 7):

() = TR Z2TE) ) e oty

Vi har fatt for X = (a+ b)/2,h = (b—a)/2,£ € [a, b]:

b 2 5r(4
fla) —2f(8) +f(b) K RS FH)(€)
/a F(x)d = F(X)2h + = [\ . S |+
approximation fel, sekap.7, ovn.11

= 2H(8) + 5 (@) + £(B)) — 5 FI(E)

:\bga [f(a) + 4f (a; b) - f(b)l—gf(‘”(ﬁ)-

~

Simpson’s  formel
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L Numerisk integration

I—Simpson's metod

Kvadratur (Newton-Cotes-kvadratur)

Simpsons formel, som ocksa har ett udda antar punkter (jamn grad

pa polynomet) har felet (b — a)h*f(*)(£)/180 som ocksa uppvisar
mindre fel dn forst forvantat (tre punkter ger h* och f(4).

En allman kvadraturmetod kan skrivas

dar wy kallas vikter och x; abscissor.
Hur ser Simpsons formel ut pd mer an ett intervall? Dela in [a, b] i

sex lika ldnga delintervall dar vi anvander metoden pa [x1, x3],

[x3, x5] och [xs, x7].

L Numerisk integration

I—Simpson's metod

b n
/ f(x)dx = Z wi f (xk)
a k=1

Kvadratur (Newton-Cotes-kvadratur)

/X F(x)dx + / X F(x)dx + / F(x)dx

X3 — X1
6
X5 — X3
6
X7 — Xg

6

MG = x, etc. och h = X1 — Xk S& approximationen blir:

2h

E[f(xl) + 4f (x2) + 2f(x3) + 4f(xq) + 2f(x5) + 4f(x6) + F(x7)]

eftersom éinzdpunkterna i delintervallen sammanfaller parvis. Med
f(x) = e och ett absolut fel < 1.2-107° tar trapetsmetoden 7150
funktionsevalueringar, mittpunktsmetoden 5055 och Simpsons formel 52.
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Matlabs quadl, som ar adaptiv, tar 18 (integral tycks alltid borja medsss /487

150. felet blir 10—19).



L Numerisk integration

I—Simpson's metod

Komposit Simpson's metod
Simpson's formel:

/ab f(x)dx ~ /ab P(x)dx = b;a [f(a) +4f (a;b> * f(b)] - (39

Komposit Simpon’s formel for n punkter:

n/2

b
h
[ F0dx 55 FCeyz) + 4 (ya) + Flo)]
a j=1
h 5—-1 n/2 (37)
=3 f(xo) + 2 Z f(xof) + 42 f(xoj—1) + f(xs)| = S(x),
j=1 j=1
b—a
= h,j=0,....n,h= —.
Xj=a+jh,j=0,..n, 2(n—1)
For n = 2 fran (37) fa vi Simpson’s formel (36) pa [a, b] for 2 punkter: a
och b.
369 / 487
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I—Simpson's metod
Komposit Simpson's metod
Fel i komposit Simpson's formel ar for
fi S [X2i7X2i—|—2]7 = O’ 1’27 ey 1, h= (b o a)/z(n - 1)
b n/2 5 n/2 4,
h h b—a
Fix)dx — S0 = — S ey = S P ey P2
= S0 = =32 55 0e) = =3 g5 ey
(b—a)h 4
< - FA(©).
ST . A
(38)
Vi har anvént att vi antar att £(*) 5r kontinuerlig: vi antar £(4) min/max pa [a, b] s3 att
in @ (x) < ;gf@)(g ) < o
adxgb )T h 1 R T

s att (en kontinuerlig funktion antar alla mellanliggande virden):
1 n/2
— > e =) celanl
n—194
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L Numerisk integration

I—Simpson's metod

Ovning

Anvand Simpsons metod for att berakna fol x2dx.
Simpsons metod :

/ab f(x)dx ~ bga [f(a)+4f <a;b) + f(b)]

Vihar: a=0,b=1,f(x)=x?f(a) = a° f(0) =0, f(b) = f(1) =
12 =1,f (282) = f((0+1)/2) = f(1/2) = (1/2)? = 1/4.

N—r

2

1, 1-0
o m ——[0+4-1/4+1] =1/3.
0

371,487
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I—Simpson's metod

Kvadratur (Newton-Cotes-kvadratur)

Det spelar stor roll vilken metod man anvander och h™-faktorn ar
viktig. L3t oss anta att vi har en uppsattning metoder med
feltermer(c konstant, m heltal och h =1/(n — 1))

c(b— a)hmFm(¢)

Om f(m)(&) ar konstant kan felet skrivas Ch™, C konstant. For att
feltermen skall bli = 7 en given tolerans, kravs alltsa:

1 1
mN Y —_—
Ch~T1, nx no<7_1/m

(r/C)Y/m’
Med 7 = 102 och C = 1 s3 far vi denna tabell:
X n
31623

1000
178

63 372487
32

o G~ W N3
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- Exempel: numerisk integration av data

Numerisk integration av data i Matlab

Vi vet hastighet V(m/sec) av en bil i discreta tidspunkter ti(sec) i
tiden [0, T]. Vi vill approximera distansen S(m), som bilen har
kort under tiden.

Distansen S raknas som S = V - t eller med hjalp av

trapetsmetoden :
T N-1
V(t V(t
s= [ varn Y LT V)
0 k=1
och

7= T/(N —1) for N diskr.punkter t.
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- Exempel: numerisk integration av data

Numerisk integration av data i Matlab

x_calc 0:24;

N_calc size(x_calc,2);

data = [0.0 5 11 16 21 40 ...

40 40 40 40 40 40 40 40 40 30 30 21 17 14 11

8 6 2 0];

int_calc = trapz(x_calc, data);

figure

xvert = [x_calc(l:end-1);x_calc(l:end-1);x_calc(2:end);
x_calc(2:end)];

yvert = [zeros(1,N_calc-1);data(l:end-1);data(2:end);...
zeros(1,N_calc-1)];

patch(xvert, yvert,’g’,’LineWidth’,1.5)

hold on

plot(x_calc, data, > r- o’, ’LineWidth’,2)
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I—E><empe|: numerisk integration av data

Numerisk integration av data i Matlab

Trapetsmetoden, Distance = Integral=592(m), N=25

[ area (integral)
—O— data

20

Velocity (m/sec)

—_
&)

10

Time (sec)
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L Kvadratur: singulariteter

Kvadratur (Singulariteter)

Om négon av f:s lagre derivator har en singularitet i [a, b] kan dock
metoderna konvergera avsevart ldngsammare.

Example

Trapetsmetoden pd f(x) =xP, 0 < p <1, [a, b] =[0,1].

Vi kan ej anvanda feluppskattningen pd hela intervallet eftersom 7’ och
f” har en singularitet i nollan. Vi kan dock rakna ut skillnaden mellan
integral och approximation for x € [0, h]:

h 1 1
/Xpdx_h[0p+hp]zxp+ h_hP+ B (1—p)h1+p
0 2 p+1lo 2 2(1+ p)

Man skulle kunna anvanda feluppskattningen pa [h, 1] for att visa
konvergens (felet gadr mot noll nar h — 0), men det blir ett valdigt svagt
resultat.

Anvander man uppskattningen pa [h, 2h], [2h, 3h] etc. far man ett bra
resultat som visar att felet uppfor sig som h'*P. Det forvintar man sig

aven for de ovriga metoderna. 376/ 487
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I—Kvadratur: singulariteter

Kvadratur (Singulariteter)

Tar vi p = 0.3 med samma tolerans som i foregdende exempel, s kraver
Simpson inte 52 funktionsberakningar utan 1 697 157. Problemet ar
visentligen av samma slag som nar vi interpolerade \/t kring t > 0.

Vad kan man gora? Man kan byta till en battre metod, integral t.ex.
som kraver 150 funktionsberakningar. Kanske kan man byta
parametrisering av f och betrakta x som funktion av y (givetvis forutsatt
att ! existerar lokalt) och sedan integrera i y-led (lite mer fixande
kravs for att fa ratt integral).

| exemplet: vi gor variabelbyte y = x%3 ger x = y1/93 som har en
singularitet forst i fjardederivatan: dx = 1/0.3y%/93~1dy

1 1 1/0.3

1
/x0‘3dx:/ y - —Y dy ~0.7692
0 0~~~ 0.3 y

——

%0.3

dx

Simpson tar 83 funktionsberakningar for y-integralen, quadl tar 48,

integral tar 150, med vasentligen nollfel.
377 /487
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I—Kvadratur: singulariteter

Numerisk integration av fol x%3dx

Trap 65613Adaptive i

7 76923error:0.1131

09 [ | == exact
[ Area (integral)

— pproximation

0.8 -

0.7 |

o
[EI-N
T

e e
~
T

funktion f(x)= x 03

o
w
T

o
N}

0.1

Matlab’s program Integrsingular_ex3.m som beraknar fol x%3dx (finns p3
kursens hemsida): Integral beraknad med adaptivt metod (Matlabs
funktion integral: 0.7692, integral beraknad med Simpson's formel i 3
punkter: 0.7082, integral beraknad med trapetsmetoden i 3 punkter:
0.6561.
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- Adaptivitet

Kvadratur (Adaptivitet)

Normalt vill vi inte ha ekvidistanta punkter, utan vi vill att
metoden automatiskt ska anpassa sig efter funktionens utseende
och anvanda tatare med punkter dar det behovs. Vi behover da en
uppskattning av felet.

Att direkt uppskatta feltermen gor man normalt inte. En vanlig
metod ar att rakna ut resultatet med tva metoder (en med mindre
fel) och jamfora resultaten. Kostnaden bor vara som for en
metoden. Man kan ocksd anvanda samma metoden men med olika
antal punkter.

| boken anvands den senare varianten med trapetsmetoden
(Simpson, eller battre, ar vanligare). Har foljer en genomgang.

Vi borjar med intervallet [a, b] raknar ut trapetsapproximationen
med tva punkter. Vi lagger sedan till mittpunkter, m = (a+ b)/2
och raknar ut en ny approximation, nu med tre punkter. Observera
. . . 379/ 487
att detta kraver ett nytt funktionsvarde, f(m).

L Numerisk integration

- Adaptivitet

Kvadratur (Adaptivitet)

Vi fortsatter nu sa rekursivt pa intervallen [a, m] och [m, b]. Nar felet
over ett intervall ar tillrackligt litet halverar vi inte detta intervall vidare.
Antag att vi har kommit ner till ett delintervall av langd h.
Approximationerna kan skrivas (I ar det exakta vardet av integralen Gver
detta delintervall).

| = Tp— f"(&)/12 resp. | = T/ — h(h/2)*f"(0)/12
Antag att ¢ = —f"(&) =~ —f"'(0) (behover inte vara sant). Da galler:
O~ | —1=Ty+hc/12—(Tp2 + h(h/2)*c/12)
=Th— Thpp+ch*(1—1/4)/12 = Ty — Ty)n +3ch®/(4 - 12)
N———
I—Th/2
= Th— Thy2+3(1 = Thy2).
Men felet | — T}, ar ju ch®/(4 - 12) = ch(h/2)?/12. Alltsa

Thio— Th
I~ Thpp+ —L 0 — (4T — Th)/3.
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I—Adaptivitet

Kvadratur (Adaptivitet)

Man kan notera att formeln ovan aven ger upphov till en ny metod. Om
vi lagger till feluppskattningen far vi

I =~ (4Th/2 — Th)/3

och bakom denna formel doljer sig Simpsons formel:

|~ bga {f(a)+4f(azb) +f(b)] |
Netera for h = (b 2)
(0]
= (250 + @)+ o),
-

L Numerisk integration
I—Adaptivitet

Kvadratur (Adaptivitet)

Frédn andra sidan, frdn trapetsmetoden foljer:

Thy2 = (f(a)+f(a;b>>g-%+(f(a;b> +f(b)>g.%
_ (f(a)+f(a;b> +f(b)>£7

_ f(a) +£(b)
Th=—"7——""1h

(40)
Vi observerar, att (39) = (40).
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- Richardsonextrapolation

Richardsonextrapolation

Ovanstdende ar ett specialfall av Richardsonextrapolation. Man kan visa
att det existerar en serieutveckling av felet

b
(/ f(x)dx _> = | = Tp+ arh® + aph* + ash® + ... (41)

Vi halverar nu h och far

| = Thjo+ arh®/4+ ah" /16 + a3h® /64 + ...
Vi ser att

41 = 4Typ + arh® + aph* /4 4+ a3h®/16 + ... (42)
Vi beraknar nu differens (42) - (41) for att bli av med h>-termen:

31=41 — | =4Tp o — Th+ (ah® — a1h®) + (axh* /4 — ah*) +...

~~
=0 —3ap h4
2

sa att

| — 4Th/2 — Th 32h4
N 3 4 383 /487
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- Rombergkvadratur

Rombergkvadratur

Detta kan man upprepa (med Tj/4) for att bli av med h*-termen. Denna
process (upprepad Richardsonextrapolation) kallas Rombergkvadratur.
Rombergs metoden kan definieras induktivt for h, = 2 (b — a):

R(0,0) = hi(f(a) + (b)), (43)
2n—1
R(n,0) = 3R(n—1,0)+ hy Y f(a+ (2k — 1)h,), (44)
k=1
R(n,m) = R(n,m —1) + ﬁ(R(n, m—1)—R(n—1,m—1)), (45)
eller
R(n,m) = -5 (4"R(n,m —1) — R(n —1,m — 1))
var n > m och m > 1. Felet for R(n, m) ar (Mysovskikh 2002):
O (h2m*2).

Noll extrapoleringen, R(n,0), motsvarar trapezmetoden med 2" + 1
punkter. Den forsta extrapoleringen, R(n, 1), motsvarar Simpsons formel
med 2" + 1 punkter.
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- Rombergkvadratur

Rombergkvadratur
Noll extrapoleringen, R(n,0), motsvarar trapezmetoden med 2" + 1
punkter for h, = % (b — a):

2n—1
R(n,0) = 3R(n—1,0)+ hy ¥ _f(a+ (2k — 1)h,)
k=1

= 21FG0) + 7)) + (FG) + Fs)) o (Fr) + F0)]

_ ) f(xx)
_h[ 2 2k

+F(x0) + F(35) + oo+ F(xm1) +

Den forsta extrapoleringen, R(n, 1), motsvarar Simpsons formel med
2" + 1 punkter:

R(n,1) = R(n,0) + 3(R(n,0) — R(n —1,0))

4 1
= §R(n, 0) - §R(n - 170) = (4Th/2 - Th)/3
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- Gausskvadratur

Gausskvadratur

Antag att vi vill berdkna fab f(x)dx och tillats gora tre
funktionsberakningar, f(x1), f(x2) samt f(x3). Om vi valjer

x; = a, xp = (a+ b)/2 och x3 = b s3 kommer Simpsons formel att
vara optimal nar det galler polynomiellt gradtal. Dvs. om vi vill att
metoden ska vara exakt for polynom av grad 0,1, ..., m for s stort
m som mojligt s3 ar Simpsons metod det basta valet (m = 3).

Det visar sig dock att vi kan fa storre m genom att valja andra
xi-varden. Detta ar karnan i Gausskvadratur, att valja bade
Xk-varden och vikter for att maximera m.
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- Gausskvadratur

Gausskvadratur

Gausskvadratur ar konstruerad for att ge ett exakt resultat for
polynomier av grad 2n — 1 eller mindre med ett lampligt val av
punkterna x; och vikterna w;, i =1,...,n:

/_11 f(x)dx = z": w;f(x;),

Gausskvadratur ger bra resultat om funktionen f(x) ar val
approximerad av en polynomfunktion inom intervallet [—1, 1].
Metoden ar exempelvis inte lamplig for funktioner med
singulariteter.
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- Gausskvadratur

Kvadratur (Gausskvadratur)
Tag intervallet [—1,1]. Ska valja x1, x2, x3 och vikter wy, wy, w3 s.a.

1
/ xKdx = W1X1k + W2X2k + W3x:f, k=0,1,....m
~1

for maximalt m. Integralens varde blir 0 om k ar uddda och 2/(k + 1)
annars. Vi fa losa det ickelinjara ekvationssystemet:

2 = wi+w+ w3 k=0
0 = wixg + woxo + wsx3 k=1
2/3 = wixt +woxd + waxi k=2
0 = wix; +waxs +wsx3 k=3
2/5 = wix] + woxs +wax; k=4
0 = wixp + waxs + wsxg k=05

Det verkar inte rimligt att ta med en ekvation till. Vi har ju3+3 =6
obekanta och sex ekvationer. For att losa systemet kan man anvanda

"brute force”, men vi utnyttjar symmetri och antar att x; < x» < X3 medsgg /457
x> = 0 och x; = —x3.



L Numerisk integration

- Gausskvadratur

Kvadratur (Gausskvadratur)
Detta leder (k = 1) till att wy = w3 och satisfiering av fallen
k = 3,5. Kvarstar di ekvationerna 2 =2w; + wp, 2/3 = 2W1X12
samt 2/5 = 2wy x}. Vi far x; = —/3/5 och w; = 5/9. Metoden
blir alltsa:

—1

/1 F(x)dx ~ gf (—\/%) + gf(o)

+2F

(v7)

Man ser att metoden inte ar exakt for m = 6 sd det polynomiella
gradtalet ar 5 (det var 3 for Simpsons metod).
Eftersom integration ar en linjar operation sd ar metoden exakt for
alla polynom av grad hogst 5.
For en Gausskvadraturformel har vi gradtalet 2n — 1 med n
punkter. Vi har dock offrat i enkelhet. Harledningen kan dock
forenklas (man anvander teorin for ortogonala polynom och kan
blanda in egenvardesproblem for tridiagonala matriser). En annan

nackdel ar att vardena maste skrivas in i ett program (stora

tabeller).

L Numerisk integration

- Gausskvadratur

Gausskvadratur:

for Gausspunkter x; och Gaussvikter w;, i =1,..., n.

/_ 11 f(x)dx = ; wif(x;),

389 / 487

n | Gausspunkter, x; Vikter, w; | Gausskvadratur | pol. gradtal 2n —1
10 2 wy f(x1) f(x) =~ p(x) = xt = x
2 | £/1/3 1 S22 wif(x) | F(x) = p(x) = X3
310 8/9 S wif 5 xK k=5

++/3/5 5/9 f(x) ~ p(x) = x°
4] /372765 | BB | S wif(x) | F(x) & p(x) = X7

£1/3/7+2/7,/6]5 | 125/
5|0 128/225 | S0, wif 9

+1,/5-2,/2 32241370 f(x) ~ p(x) = x°

1 /10 322—13/70
+3 \/ S+2y/7 900 ’
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I—Gausskvadratur

Ovning

Vi har foljande kvadraturformel:

1 n
/ f(x)dx = Z w;f(x;),
0 i=1

dar vi vet att vi approximerar f(x) med polynom p(x) som har

polynomiella gradtalet minst ett. Visa att Y 7 ; w; = 1.
Svar:

Metoden ar exakt for polynom av dtminstone grad noll (konstant
polynom p(x) = 1). D3 galler:

1 n n
1= / ldx = Z wip(x;) = Z w;.
0 i=1 i=1
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I—Gausskvadratur

@vning

Valj wi, wo, x1, X0, | kvadraturformeln nedan, s3 att den far s3 hogt
polynomiellt gradtal m som mojligt. Vad blir detta gradtal 7

1
/ xKdx = Wle + W2X2k, k=0,1,...,m.
0
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- Gausskvadratur

Ovning
Valj wy, ws, x1, X, | kvadraturformeln nedan, sa att den far sd hogt
polynomiellt gradtal m som mojligt. Vad blir detta gradtal 7

1
/XkdX:W;lX{(—I—WQXé(, k=0,1,...,m.
0

Svar: Formeln skall vara exakt for polynom x¥, k = 0,1, ..., m for
maximalt m. Vi beraknar forst

Ekvationerna blir:
1=w;+w, k=0,
1/2 =wixy + waxo, k =1,
1/3 = wix? + wox3, k = 2,
1/4 = wix; + wax3, k = 3,

1/5 = wix{ + waxy, k = 4. 203 /487

L Numerisk integration

- Gausskvadratur

évning

l=w 4+ wr, k=0,
1/2=wix1 + waxp, k =1,
1/3 = wix? + wox3, k = 2,
1/4 = wix; 4+ wox3, k = 3,

1/5 = wix{ + waxy, k = 4.

Forsta ekvationen ger wy o = 1/2. Los ut for k = 1,2 ekvationen
2x3 — 2x2 + % = 0 (vi noterar, att x; < xp) for att fa

s = YVE s = B3 i kollar nu fall k = 3. Utnyttjar vi
binomialsatsen ser vi att (1 + ¢)3 + (1 — ¢)® = 2(1 + 3c?) s3 att
wixd + waxd = (1/2%) - 2(1 +3/3) = 1/4, vilket ar lika med det exakta

vardet. Stammer det for k = 47 Inte. S3, det polynomiella gradtalet ar 3.
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- Gausskvadratur

Kvadratur (Gausskvadratur)

Det allvarligaste problemet ar dock att man inte kan ateranvanda
funktionsvardena nar man gor adaptiva metoder. Det finns dock
varianter, Gauss-Kronrodkvadratur, dar man har en kompromiss
mellan optimaliteten i Gausskvadratur och kraver pa
ateranvandning av funktionsvarden, se boken. Finns quadgk i
Matlab.

Hur ser vdr metod ut pa intervallet [a, b], fab f(z)dz?
Satt z=ax+ g dara = (b—a)/2 och 5 = (a+ b)/2.
z € [a, b] - x € [-1,1]. dz = adx. Alltsa:

-1

b 1 3
/ f(z)dz = / flax+ f)adx ~ Z(awk)f(axk + B)
a k=1
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- Gausskvadratur

Kvadratur (Gausskvadratur)
Om vi ska approximera integral

b
I(g) = / g(t)dt.

och t ligger i ett annat intervall, [a, b], och x ligger pa [—1,1], far vi gora
en linjar avbilding till detta intervall:

bh—

2

a a+b
[—1,1] +

= [a, B],

eller
; b—a +a+b
f— X
2 2

och integral I(g) = fab g(t)dt kan berdknas som

/@):Zfaqm::b;a/ig<b;ax+a;b>cm (46)

b—a b—a a+b
~ Wi X + . 47
2 ; g( 2 2 ) ( )396/487
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I—Gausskvadratur

Kvadratur (Gausskvadratur)

Example
Vi vill berakna

3 3
/ f(x)dx :/ e dx
0 0

med hjalp av Gausskvadratur med 3 vikter.
Metoden (Gausskvadratur med 3 vikter) ar:

1
5 8 5
/_1 F(x)dx ~ of (—\/3/5> +5f0) +of ( 3/5)
Vi transformerar interval [0, 3] for x, till [—1, 1] for t, med hjalp av

formula:
b—a a+b 3-0 +3+0

2t+2 2t2

X =

397/ 487

L Numerisk integration
I—Gausskvadratur

Example
och integral f03 e~ dx for f(x) = e~ kan beriknas som

3 2 b—a [! b—a a+b
X dx = f t dt
/oe = /_1 ( 2 T )

3
b—a b—a a+b
~ = E._l wif (Tt'+ )

2
3—0 (5 3-0 3+0
=~ . (Z.f 2Ty
(57 (7 )

8 ,(3-0 3+0\ 5 _(/3-0 340
+§'f< 2 t2+T)+§'f( > BT >)

i Gausspunkter
t1 = —/3/5,t, =0;t3 = /3/5;

med vikter
w1 =5/9;,wy, =8/9;w3 =5/9.
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I—Gausskvadratur

Exempel: numerisk integration av [ f(x) = exp(—x?)

fun = @(x) exp(-x.72)

% definition av integration intervalet [n,p]
n= 0.0; = 3.0

i adaptivt integral

Q = integral(fun,n,p)

% Gauss punkter

x(1) = -sqrt(3/5); x(2) = 0; x(3) = sqrt(3/5);
for i=1:3

t(1) = ((p—n)/2.0)*x(i) + (p+n)/2.0;

end

hvikter

omega(1)= 5/9;

omega(2)= 8/9;

omega(3) = 5/9;

Int = ((p—n)/2.0)*(omega(1l)*fun(t(1))+ omega(2)*fun(t(2)) + ...

omega (3)*fun(t(3))) 399 / 487

L Numerisk integration
I—Gausskvadratur

Exempel: numerisk integration av f03 f(x) = exp(—x?)

; Trapetsmetoden, Integral=0.88619, N=7error:1.3725e-05 ; Trapetsmetoden, Integral=0.88621, N=21error:1.3729e-06

2
exact e *

e
-area (integral ave )

2
exact e *

e
-area (integral ave )

m— gpproximation

08 0.8 = approximation
0.7 07

= 0.6 - 06

505 s

E £

204 204

Vi far foljande svar:

Exak I8sningt: adaptivt metod i Matlab (integral): Q = 0.8862
Gausskvadratur med 3 vikter: [, = 0.8845

Trapetsmetoden med 21 punkt: /, = 0.8862

Trapetsmetoden med 3 punkter: /, = 0.9082

Trapetsmetoden med 7 punkter: [, = 0.8862
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L Ordinara differentialekvationer

Ordinara differentialekvationer (ODE)

Vi kommer enbart att studera begynnelsevardesproblem. Mer generellt,
k-th ordningens ODE har implicit form

f(t,y,y,y", ...y") =0,

var y(t) € R" ar en vektor, som ska bestimmas, fk"*"+1 5 R™ 3¢ kind
funktion.
Explicit form for ODE ar foljande:

yW = f(t,y,y,y", .,y D),

var fi+1 s R" och y(t) € R" ar en vektor, som ska bestimmas.
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Ordinara differentialekvationer
Till exempel, foljande ODE ar i explicit form:

y'(t) = t? +siny(t), 3<t <10, y(3) =4

t ar tiden och 3 < t < 10 anger det intervall dar vi vill approximera
I6sningen. y(3) = 4 ar ett begynnelsevillkor som anger y:s
begynnelsevarde, 4, vid tiden t = 3. Normalt skriver man aldrig ut t i
y(t). Vi struntar aven i intervallet (tiden i begynnelsevillkoret ar vanster
andpunkt, och man far anta ndgot lampligt slutvarde). Problemet kan da
formuleras

y' =t +siny(t), y(3) =4

—_——

f(t.y)
Normalt vill vi studera ett generellt problem, vi skriver:

y'=f(t,y), y(to) = yo
S3, i exemplet ovan ar f(t,y) = t?> +siny. Begynnelsetiden ar ty (3 i

exemplet) och y vid detta varde ar yy (4 i exemplet). Béde ty och yp

maste vara kanda.
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ode45 i Matlab for y' = t? + sin(y(t)), y(3) = 4

|
I

yo = % begynnelsevarden
t0 = 3; % begynnelsetid
ts % slut-tid

Il
[
o

h= 0.1; %steglangd h
N = (ts - t0)/h  Y%antal punkter

[t, y] = ode45(@func_examplel, linspace(tO, ts, N), y0);

figure
plot(t, y, ’b -o’, ’LineWidth’,2)

xlabel(’t?);
ylabel(Cy(t)?)
legend(’t_0= 3, y(3)= 4’)

403 / 487
title(’ode45 f\"or dy/dt = t72 + sin(y)’)

L Ordinara differentialekvationer

ODE (Matlabs ode45)

Vi definerar separat matlabs-file func_examplel.m med funktion

function [dy] = func_examplel(t, y)

dy = 0;
dy = t°2 + sin(y);
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Exempel: begynnelsevardesproblem for y’ = t2 + sin y(t)

oded5 fordy/dt=t 2 +sin
350 x x Y _~ +sin(y) x
>
[ —e—1,=3.y(9=4 | z
300 |
250

100

50

10

405 / 487
L Ordinara differentialekvationer

Ordinara differentialekvationer

Losningsmetoderna genererar approximationer till losningen for en
uppsattning tidpunkter: (to, yo), (t1,¥1), ---, (tn, yn), dar t, ar
slut-tiden och yx ~ y(tx).

Y, ar en approximation av losningen vid tiden t = ty.
Det exakta varde ar y(t).

Senare kommer system av ekvationer. Saddana behovs for att vi
skall kunna losa problem som innehaller hogre derivator., t.ex.

y/// —t+ 2y// + (y/)2 + siny, y(O) — 2, y’(O)

3, y'(0) = -4
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Ordinara differentialekvationer

L3t oss studera problemet y’ = 1. Detta ar inget
begynnelsevardesproblem (eftersom vi saknar y(ty) = yp). Ett
problem av detta slag har oandligt manga losningar, i detta fall
y(t) =t + c, dar ¢ ar ett godtyckligt reellt tal. Nar vi ger ett
begynnelsevillkor valjer vi ut en av alla dessa oandligt manga
|6sningar. y(3) = 4. ger oss losningen y(t) =t + 1. Med grafiska
verktyg kan vi skaffa oss en bild av losningsmangden aven for
problemet y’ = f(t, y). Detta kan goras genom att i ett lampligt
antal punkter i (¢, y)-planet rita en vektor som svarar mot den
derivata som I6sningen maste ha enligt ekvationen y' = f(t,y).

Det finns begynnelsevardesproblem som saknar, eller har flera

I6sningar. Det kan ocksa vara sa att y(t) inte existerar for alla
t >ty (om y(t) — oo t.ex.).
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L Ordinara differentialekvationer

Example: begynnelsevardesproblem for y' = sin(ty)

i5 ode4d5 for dy/dt =sin(ty)

T T

——t,=2,y(t ;)=-06
——t,=3, y(t =1 25858, i

0.5

-0.5

_1-5 1 1 1 1 1 1
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Ordinara differentialekvationer (Eulers metod)
En enkel losningsmetod: Vi startar i (to, o) (som ar kand) och tar sedan
ett litet steg utmed tangenten till I6sningen (som kan beraknas med hjalp
av f(t,y).). Antag att vi stegar med fix steglangd, h, i t sd att:
ti=to+h tb=t;+h, t3=1t+ h,... . Allmant t, = tg + kh. Vi far
Eulers metod:

Yk+1 = Yk + hf(tk,yk), k=0,1,2,...

eller utskrivet
y1 = Yo+ hf(to,y0), yo = y1 + hf(t1, 1), y3 = yo + hf(t2,y2), ...
Example
y" =sin(ty), y(—=1) = 1. Sa to = —1 och yp = 1 och f(t,y) = sin(ty).
Om h = 0.1 far vi approximationerna

y1 = Yo + hf(to, %) =1+ 0.1sin(—1-1) ~ 0.9159
Yo =y1 + hf(tl,yl) ~ 0.9159 + 0.1 sin(—0.9 . 0.9159) ~ 0.8425
y3 = Yo + hf(tg,yg) ~ 0.8425 + 0.1 sin(—0.8 . 0.8425) ~ 0.7801 osv.
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Framat Eulers metod i Matlab for y' = sin(ty), y(—1) =1

t0 = -1; % begynnelsetid
ts = 5; % slut-tid
= 0.5; %steglangd h

N = (ts - t0)/h 7 antal punkter

t = linspace(t0,ts,N);
y = linspace(tO,ts,N);
y(1) = 1; % begynnelsevarden

for k = 1:N
y (k+1)
t(k+1)

y(k) + hxfunc_example3(t(k),y(k));
t(k) + h;

end
figure
plot(t, y, ’g -o ’, ’LineWidth’,2)
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Framat Eulers metod i Matlab for y' = sin(ty), y(—1) =1

Vi definerar separat matlabs-file func_example3.m med funktion

function dy = func_example3(t, y)

dy = 0;
dy = sin(tx*y);

411/ 487
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ODE: Eulers metod vs ode45 for y’ =sin(ty), y(—1) =1

Eulers metod vs. oded45

1.8 T T
=6-—h=0.5 (Eulers)
=6— h=0.25(Eulers)

1.6 =6—h=0.125(Eulers)
= h=0.125 (ODE45)

1.4

1.2

1G
0.8
0.6

0.4
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ode4b i Matlab for y’ = sin(ty), y(—1) =1

yo = 1; % begynnelsevarden
t0 = -1; % begynnelsetid

ts = 5; % slut-tid

h= 0.5; %steglangd h

N = (ts - t0)/h  Y%antal punkter
[t, y] = ode45(@func_example3, linspace(t0, ts, N), yO0);

figure
hold on
plot(t, y(:, 1), ’b -0o’, ’LineWidth’,2)
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ODE: ode45 i Matlab

ode45: exempel

1.8
—©— h=0.5 (ODE45)
n ~©—h=0.25 (ODE45)
16 L \ —8—h=0.125 (ODE45)
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Ordinara differentialekvationer (Eulers metod)

Alternativa harledningar av Eulers metod: Forst Taylorutveckling:
2

(bt B) = y(8) + Y (8 + 2y (8) + .
Nu ar y'(tx) = f(tk, y(tk)) och txi1 = tx + h sa att:
y(tis1) = y(tc) + hf (tic, y(tc))
Vi approximerar nu yx = y(tx), yk+1 =~ y(tk+1) och far:
Yi+1 = Yk + hf (te, yi)
Harledning med hjalp av integration:

Y(tesr) — y(te) = / ) de = / (e (1)) de

ti tk

Vi approximerar nu integralen med arean av en rektangel;

W)=yt = [ FEX©) ot (e — ) v (80)

ty

h 415 / 487
S8 yky1 = yk + hf(t, yk).
I—Ordinéra differentialekvationer
ODE (system av ekvationer)
u3) =2
" =u" -2t + P —t+1 {(3) =-1
u'(3) =0
Infor nya funktioner
yi=u
v=u=y»=y
ys=u"=ys=y,
Vi far
Yi=y »n(3) =2
Y2 =3 , 4 )2(3) =~1
s=ys =2ty +yi —t+1 y3(3) =0
Detta problem kan fortfarande skrivas y’ = f(t, y) om vi infor vektorerna
y och f, dvs.
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ODE (system av ekvationer)

yi(t)

y(t) = | ya(t)

y3(t)
Y2 2
f(t,y) = ys Cy@ =1 -1
y3 =2ty +y? —t+1 0

Alla metoder vi har sett kan enkelt generaliseras till systemfallet.
Skaldra yj byts ut mot vektorn y(K). f(t, yi) gar Sver i

f(te, y(¥)). Tiden t, och steglangden h ir fortfarande skalirer.
Eulers metod for exemplet ovan blir, med tp = 3 och h = 0.1:

2

y O =1 =1 |, y® =yO + hf(to,y)
0
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ODE (system av ekvationer)

Duvs.
(0)

yl(i) )/1(2) Y2

y§1) = yéo) Ths ) )

y3() yg() )/3()_2t0)/2()‘|’<)/1()> —to+1
1.9 2 ~1
~1|=|-1]+01|0
0.8 0 0—-2-3(-1)+22-3+1

och sa vidare.
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Losning av system av ekvationer med Matlabs ode45

For att losa system av ekvationer

1=y y(3)=2
Y2 =3 , S y(3)=-1
ys=y3—2typ+y; —t+1 y3(3) =0

i tiden t = [3,10] vi kan ocksa anvianda Matlabs ode45.

419 /487
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ODE (Matlabs ode45)

yO = [2 -1 0]’; ¥ begynnelsevarden
t0 = 3; % begynnelsetid
ts = 10; % slut-tid

[t, y] = ode45(@f, linspace(tO, ts, 100), y0);

figure(1); hold off
plot(t, y(:, 1), ’k-’, t, y(:, 2), ’r=’,
t, y(:,3), ’b-?)
legend({’y’, ’y’’’, ’y’??’°},
’Location’, ’NorthWest’,’LineWidth’,2)
xlabel(’t’)
grid on

title(’ System av ODE: exempel’) 420 / 487
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ODE (Matlabs ode45)

Vi méste definera separat matlabs-file f.m med funktion

function dy = f(t, y)

dy = zeros(3,1);

dy (1) = y(2);
dy(2) = y(3);
dy(3) = y(3)-2xtxy(2)+y (1) ~"2-t+1;
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ODE (Matlabs ode45)

20

15 |

10 |

-10 +

15 +

20 -

-25

System av ODE: exempel
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Ovning

Satt upp Eulers metod for problemet
y =t+2y, y(0)=1

och berakna yx, k=0,1,2,3 med h=0.1.
Eulers metod:

Yk+1 = Yk + hf (te, yk), yo = y(to).

423 /487
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Ovning
Svar:
Eulers metod:

Vi1 = Yi + hf(te, y), Yo = y(to).
| detta fall ar

f(t,y) =t+2y, f(ti, yk) = t + 2k, t0 = 0,y(0) =1, h = 0.1.  (48)
Vi1 = Y + h(te +2yi), yo = 1. (49)

sa vi far foljande approximationer:

Yo =1, (50)
vi=yo+0l(to+2-y%)=14+010+2-1)=1.2, (51)

Y3=y2+01(tp +2-y,) = 1.45+0.1(0.2+ 2 - 1.45) = 1.76.  (53)
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Framat Eulers metod i Matlab for y' =t 4+ 2y, y(0) =1

= 0; % begynnelsetid
ts = 2; % slut-tid
1; %steglangd h
- t0)/h Y antal punkter

=
I
o
—~
ct
0

t = linspace(t0,ts,N);
y = linspace(t0,ts,N);
y(1) = 1; % begynnelsevarden

for k = 1:N
y (k+1)
t(k+1)

y(k) + hxfunc_exampled (t(k),y(k));
t(k) + h;

end
figure

plot(t, y, ’g -o ’, ’LineWidth’,2) 425 / 487

L Ordinara differentialekvationer

Framat Eulers metod i Matlab for y’ =t 4+ 2y, y(0) =1

Vi definerar separat matlabs-file func_example4.m med funktion

function dy = func_example4(t, y)

dy = 0;
dy = t + 2xy;
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ODE: Eulers metod vs ode4b for y' =t 4+ 2y, y(0) =1

Eulers metod vs. ode45

70 T T
=6 h=0.5 (Eulers)
60 I | —@=nh=0.25(Eulers) T
=6—h=0.125(Eulers)
—— h=0.125 (ODE45)
50 R
D
40 d
30
20
10 R
0 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2
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ode4b i Matlab for y' =t 42y, y(0) =1

yo = 1; % begynnelsevarden
t0 = 0; % begynnelsetid

ts = 2; % slut-tid

h= 0.1; %steglangd h

N = (ts - t0)/h  Y%antal punkter
[t, y] = ode45(@func_exampled4, linspace(tO, ts, N), yO0);

figure
hold on
plot(t, y(:, 1), ’b -0o’, ’LineWidth’,2)
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ODE: ode45 i Matlab for y' =t + 2y, y(0) =1

ode45: exempel
70

—— h-0.5 (ODE45)
60 | —6—h=0.25 (ODE45)
—8— h=0.125 (ODE45)
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ODE (felkallor)

Felkallor :

» trunkeringsfel; i Eulers metod trunkerar vi Taylorutvecklingen
(approximerar med tangenten)

» avrundningsfel; normalt inte sd viktigt
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ODE (felkallor)

Trunkeringsfel i Taylorutvecklingen har 2 olika typer:

Lokalt fel: felet som uppstar i ett steg nar man betraktar start-
punkten, (tx_1,yk—1), som exakt.

Globalt fel: felet mellan approximativ och exakt 16sning, yx — y(tx)

{ Y(tet1 )y(t) W0

y(te)
y(tk—l) //,.,,.’, .

Y z(tkt1)
. — ; Z(tk)

Z(tk-_l)

y(Ty) = =(T3) u

h:u thqhb
n—1

Ty tp—1 23 Tkt T

L Ordinara differentialekvationer

ODE (Ordning)

Olika metoder har olika ordning: en metod har ordning p om det lokala
felet ar av storleksordning h”*1 nar h — 0.Vi skriver O(hPT1).

Vilken ordning har Eulers metod?

Antag att vi star i punkten (tx_1, yx—1). Vad blir felet i nasta steg
forutsatt att (tx—1,yxk—1) betraktas som exakt?

Lat oss titta pa det speciella problemet y' = Ay, y(0) = yp. Eulers
metod ger, som vanligt, approximationerna yp, y1, ¥, .... Den exakta
|6sningen som gar genom (tx_1, yk—1) betecknar vi med z(t) och den
loser foljande problem:

7' =2z, z(tk_1) = yk1 = 2(t) = XE781)y,

Harledning. Losningen sokes p3 formen z(t) = Ce’t, d3
Z(ty—1) = CeMt =y 1 = C = yy_ge Mot = z(t) = eMtmtn)y, .
Nar t = t, ar
z(ty) = eA(tk_tkfl)yk_l — e/\h)/k—l
Eulers metod ger:

Y = Yk—1 + hf (tk—1, yk—1) = (L + Ah)yi—1
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ODE: lokala felet, ordning

Det lokala felet blir:
vk — z(ti) = (L+ Ah)yx—1 — eMy1 =

Ah)? \h)?
FRTETI FPPANCI o PR 10 P
som ar O(h?), s& Eulers metod har ordning ett (ar en forsta ordningens

metod).
Harledning. Fran Taylor's formel:
£ h 2
f(t+ Ah) =f(t) + f'(t)\h + —(t;(l)\ ) +

For t = 0 kan vi skriva om den:
f"(0)(\h)?

T
For f(t) = ef har vi: f(t) = et f'(t) = ...FX(t) = et s& att
f(0) = e® =1,f'(0) = ...FK(0) = €® = 1. Darfor

(\h)? 433 / 487
T + ...

f(AR) = F(0) + £ (0)Ah +

FOMR) =14+1-Ah+1-

L Ordinara differentialekvationer

ODE: globala felet, ordning

Nu till det globala felet, yx —y(tx), dar y(t) ar den exakta Iosningen

approxim exakt

till y’ = Ay, y(0) = yp och yx ar approximationen av y(tx). Tydligen ar

y(tx) = eMyo och yx = (1 + Ah)¥yp,

Varfor?
y1 = Yo+ hAyo = (1 + hA)yo.
Yo =y1+ h)\yl = (]. + h)\)yl = (1 -+ )\h)Zyo etc.
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ODE (Ordning)

Eftersom t, = kh, far vi foljande uttryck for det globala felet:
v —y(t) = (L4 Ah)y — eMeyp = (L+ Ah)<yp — eMyg =
~ —— ————— e e——— N
approxim  exakt approxim exakt approxim exakt

k(k —1 k\h)?
[1+ kAh + %(Ahf + ] Yo — [1+ kAh + % + .. yo.

Harledning. Fran Taylor's formel:

F(t)(Ah)?
2!

£ (t)(kAh)?
QICUN

f(t+ Xh) = f(t) + ' (t)\h +

f(t+ kAh) = f(t) + f'(t)kA\h +
For t = 0 kan vi skriva om de:
f”(O)(Ah)2
2!
f7(0)(k\h)?2
O

f(AR) = F(0) + £ (0)Ah +

f(kAh) = £(0) + f'(0)kAh +
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ODE (Ordning)

For f(t) = et har vi: f(t) = ef, f'(t) = ..f((t) = et s3 att
f(0) = e® = 1,f/(0) = ...FK(0) = € = 1. Darfor

(kAh)?
2!

f(kAh)=1+1-k h+1- + ...
For f(t) = (1 + t)* har vi:

F/(t) = k(1 + )K= F7(t) = k(k — 1)(1 + t)=2 s3 at
f(0) =1, f'(0) = k, f"(0) = k(k — 1).

k(k = 1)(A)?

F(AR) =1+ kAh + :
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ODE (Ordning)

Eftersom t, = kh, far vi foljande uttryck for det globala felet:

e —y(t) = (L4 Ah) <y —eMeyp = (14 Ah)<yo — e*hyy =
~~ M~ —m— Y~ e/ — Y——

approxim exakt approxim exakt approxim exakt
k(k—1 kAh)?
[1+k)\h+%()\h)2+] Yo — [1+k)\h-|- ( 5 ) + ... Yo=
~—

Ly

S3 det globala felet uppfor sig som h.

Tumregel: det globala felet ar O(hP).
Vi tappar alltsd en potens mellan lokalt och globalt fel.
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ODE (Ordning)

Vi kan forsoka skapa metoder av hogre ordning, t.ex. genom att
anvanda tidigare punkter; en sa kallad flerstegsmetod. T.ex.

2

som har ordning tva. For att starta metoden kan vi ta ett
Euler-steg.

3 1
Yk+1 =Yk + h [_f(tka)/k) — Ef(tk—la)/k—l)] ,

Har ar en tredje ordningens metod:
23 4 5
1= h|—f — —f(tx_ _ —f(tk_2, Vi
Yk—1= Yk + [12 (tes yie) = 5 (tk-1, Y1) + 75 F(tk—2, v 2)]

En annan metod av andra ordningen ar Heuns metod:

h
Yk+1 = Yk + E[f(tky)/k) + f(tx + h, yk + hf (i, yi))]

Detta ar en enstegsmetod. 433 487
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ODE: flerstegsmetoder

Har ar harledningen for flerstegsmetod, som har ordning tva:
3 1
Yk+1 =Yk + h §f(tk,)/k) - Ef(tk—la)/k—l) :
Approximera

iy~ V=)

sd att i Taylorsutvecklingen kan vi skriva den approximation:

y(t+h) = (t)+hy(t)+hy"(t)+0(h3)~ (t)+hy(t)+ y'(t) - Zl(t_h)

h
= y(t) + hf(t,y) + 5 (f(t y)—f(t—h,y —h))=y(t) + 5(3f(t,y) — f(t—h,y — h)).
Detta leder till metoden.
h
Yk+1 = Yk + 5(3f(tk,)/k) — f(tk=1,Yk-1)),

som ar andra ordningens flerstegsmetod.
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ODE: flerstegsmetoder
Har ar harledningen for Heuns metod:
h
Yk+1 = Yk + E[f(tka)/k) + f(tk + h, yk + hf (tx, yi))]- (54)

Approximera

y'(t+h)—y'(t
sa att

y(t+h) = y(t) + hy'(t) + h—y”(t) +O(K) ~ y(t) + hy'(£) + ”_2 (e ”/)7 —y'(®)

:mw+hﬂnm+gvu+my+m—fwynzmﬂ+guu+my+m+fwy»

Detta leder till enstegsmetoden (54) ovan, and kan ocksa skrivas som

Vi+1 = Yk + hf (te, yi),

h
Yk+1 =Yk + = (f(fk+1 V1) + f(te, yx))-
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ODE: olika metoder

0.8 - dy/dt=y, h=0.1
0.7 1 —0— ode45 /
—6— Explicit Eul
. e /s
Sl —©6— Three-st
Hef:ss * /

05t

0.4t

03t

02t

0.4 f? 1 ]

0 2 25
441/ 487
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ODE: existens och entydighet
L&t D = [a, b] x Q C R™! ar en avgransad doman. Anta att
f : R"™1 — R” 3r en kontinuerlig funktion for t i [a, b] och Lipschitz
kontinuerlig funktion for y i D, i andra ord
L = const. : Vt € [a, b],Vy1,y> € D,
1F(t,y1) = F(t,y2)ll < Lllyr — yal|- (55)

Funktionen ska vara Lipschitz kontinuerlig om f ar deriverbar, och i sa fal
man kan ta

L= t
max [l (t, )l

var Jg(t,y) ar Jacobian matrix av funktion f med avseende p3 y:
[Ur(t.y)h = 92

Man kan bevisa att for all punkter (to, yo) € D existerar subinterval i

[a, b], som innehaller ty, s att dar existerar entydig |6sning y for
problemet y’ = f(t,y), y(to) = yo sd att den ISsningen ar ocksa entydig

pa randen av D.
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ODE: existens och entydighet

Sats
L&t y1,y» ska vara losningar till IVP y! =0, yi(ty) = y° i =1,2. D3

ly1 — yol] < eL(t_tO)H)/lO — |

Sats
L3t y1,y» ska vara Iésningar till IVP y! = fi(t,y;), yi(to) =y° i=1,2
med storda initvillkor och storda hoger leden, da

L(t—t) _q

fi—f
1 1 — £,

_ €
Iy — yol| < ety — 30 +

var
|fi — || = max |[fi — f
t,yeD

Bada satser visar att den unika losningen ar en kontinuerlig funktion av
problemdata och darmed ar problemet valkonditionerat. Men termen
el(t=1) innebir att [sningen kan vara mycket kinslig for storningar och
kan vara instabillt i tiden. Proof for bada satser finns i Theorem 2.8 av
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ODE (Stabilitet)

Hur andras Iosningen vid sma andringar i problemet? Om
losningskurvorna gar ihop eller isar avgors av det lokala utseendet pa
riktningsfaltet.

En losning av ODE

y' =1f(t,y),y(to) = yo
ar stabil om for varje € > 0 existerar § > 0 s3 att for annan l6sning y,
som satisfierar ekvationen

v =1f(t,y),7(to) = %o
galler att ||7(to) — y(to)|| < da ||y(t) — y(t)|| <€ Vt> t.

| andra ord, en losning ar stabil om tva losningar kan fas att ligga
godtyckligt nara varandra (for t > tg) givet att vi stor tillrackligt lite.
Losningar ar asymptotically stabila om

17(t) = y(2)[| = 0.

lim
t— o0
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Exempel pa stabilitet for I6sningen av dy /dt = exp(3sin(t))sin(5t), y(—2) = 1 fér sma andringar & i y(—2), var

6 =1,0.1,0.01, 001. Vi observerar att tva Idsningar har ett avgransat avstand frdn varandra och darfor I6sningar

ar stabila, men inte asymptotically stabila.

Stabilitet dy/dt=exp(-0.1 t 2) sin(5t)

Stabilitet dy/dt=exp(-0.1 t 2) sin(5t)

22

y(2)=1 y(2)=1

2 y2)=1+1 || y(-2) = 1+ 0.1
1.8 F q

Stabilitet dy/dt=exp(-0.1 t 2) sin(5t)

Stabilitet dy/dt=exp(-0.1 t 2) sin(5t)

y2) =1
y(2)=1+001 |

y(2)=1
y(2)=1+0001 ||
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Givet modellproblemet:

y' =Xy, y(0) =y, AeC (56)

sd ar losningen stabil om X har negativ realdel. Om realdelen ar positiv ar
losningen instabil. Detta kan generaliseras till ickelinjara problem och
system av sddana.

Vi kan se att losningen for (56) ar:

y(t) = yoet, y(0) = yo. (57)

Om ) dr komplex d3 e = e(a+b)t — gateibt — @3t(cos(bt) + isin(bt)).

>

>

Om Re(A) = a > 0i (57), da alla Iosningar vaxer exponentiellt och
varje tva losningar avviker fran varandra, losningar ar instabila.

Om Re(A) = a < 0i (57), da alla Iosningar forfaller exponentiellt
och varje tva losningar konvergerar till varandra, losningar ar stabila
och ocksd asymptotically stabila.

Om Re(A) = a=0i (57), da alla I6sningar oscillate, men varje tva
losningar har ett avgransat avstand fran varandra och darfor
losningar ar stabila, men inte asymptotically stabila.
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ODE: exempel pa stabilitet

Exempel p3 stabilitet for losningen av dy/dt = y(t), y(0) = 1 for andringar § i y(0), var § = 1, 10. Vi observerar

att tva I6sningar vaxer exponentiellt och avviker fran varandra, I8sningar ar instabila.

Stabilitet dy/dt = y, y(0) =1

90

w Stabilitet dy/dt = y, y(0) =1

1
1+1

—y(0)
— (0
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ODE: exempel pa stabilitet

Exempel p3 stabilitet for losningen av dy/dt = —y(t), y(0) = 1 for andringar § i y(0), var 6 = 1,10. Vi

observerar att tva |osningar konvergerar till varandra, I6sningar ar stabila och ocksa asymptotically stabila.

Stabilitet dy/dt = -y, y(0) =1 Stabilitet dy/dt = -y, y(0) =1

12
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ODE (Adaptivitet)
De flesta ODE-losare ar adaptiva, dvs. de forsoker anpassa
steglangden 7 sa att det lokala felet

€loc = CTPR([Xi—la Xi])

(med residualen R och constant C) underskrider en tolerans tol
given av programmets anvandare: e < tol:

ejoc = Const x TP x R([x;_1, xi])

if ejoc > tol

T=1/2 %delar intervalet [xi_1,x;] till 2
end

| vissa fall bestdr programmet av en familj av metoder av olika

ordning. Programmet kan da aven variera ordningen.
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ode4db vs. ode23

dy/dt=exp(3 sin(t)) sin(5t), y(-2)=1

6 T

ode45
ode23

o

-2 0 2 4 6 8 10
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ODE (Styva problem)

Det ar vanligt med sé kallade styva problem (stiff). Dessa
uppkommer t.ex. nar man har snabba transienter: vi har icke stabilt
problem. Om vi anvander en vanlig ode-losare pa ett styvt problem
tvingas losaren ta mycket korta steg for att bibehalla stabiliteten.

Det visar sig att vi kan lara oss mycket om metoders stabilitet
genom att studera den skaldra testekvationen, y’ = Ay, y(0) = 1.
Normalt har vi dock styva system (och inte skalara ekvationer).

Antag att A < 0, den exakta losningen ar dd avtagande. For vilka
h ger Eulers metod yx — 0 dd kK — oo?

Yi+1 = Yk + hf(te, yi) = vk + hAy = (1 + hA) yx.
Nar galler att y, — 07 Jo, da:
14+ hA| <1

451/ 487

L Ordinara differentialekvationer

ODE (Styva problem)

dvs. om A € R (och A <0),
0 < hlA <2

Antag nu att A ar et mycket negativt tal, sag A = —20000. For att
vi overhuvudtaget skall f& en losning som gar mot noll maste

h < 1/10000.

Vi noterar att e’ = €pach om t = (log €mach) /A =~ 2 - 1073 i vart
exempel.

Vad skall vi gora? Losningen ar implicita metoder.
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ODE: implicita metoder

Losningen ar implicita metoder. Bakat Euler:

Yi+1 = Yk + hf(teg1, Yit1)
Stabilitet? Testa y' = Ay
Yik+1 = Yk + hAyk41

sa att

Yirr = (1= hN) "ty = v = (1= hA) "  ty yo

= 1.

Nar ar [(1 — AX)7Y <17 Om X < 0 (reellt) s& ar [(1 — h\)7Y < 1

for alla h > 0!

Detta innebar givetvis inte att vi kan ta godtyckligt 1anga steg. Tar vi for
ldnga steg blir felet for stort. Implicita metoder har den nackdelen att vi
maste 10sa en (normalt ickelinjar) ekvation for att bestamma yj1.

| en explicit metod, som Eulers metod, ar detta inte nodvandigt. Det

finns implicita metoder av hogre ordning, t.ex.
4 1 2h

— = Vi1 = —f(t
Yk+1 3yk+3yk 1 3 (tkt1s Yi+1)

som ar ett exempel pa en flerstegsmetod.

L Ordinara differentialekvationer

ODE (Styva problem)

453 / 487

dy/dt=-15y, y(0)=1, h=0.1

2 dy/dt=-15y, y(0)=1, h= 0.2 1 T
! ' ' ' ode23s
ode23s —@— Explicit Euler
—©— Explicit Euler
10 4
0>g\9//\\/ 05

=-10 =3
=

20 L 0

-30

]
40 . . . 05 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1

dy/dt= -15 y, y(0)=1, h=0.05

ode23s
0.9 —6— Explicit Euler | ]

t

dy/dt= -15 y, y(0)=1, h= 0.01

ode23s
—e— Explicit Euler | ]

0.2

0.4 06 0.8 1 12
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ODE (Styva problem): ode23s i Matlab for

yo = 1; % begynnelsevarden

t0 = 0; % begynnelsetid

ts = 1.5; % slut-tid
=0.1; %hsteglangd h

N = (ts - t0)/h  Y%antal punkter
[t, y] = ode23s(@func_stiff, linspace(tO0, ts, N), yO0);

figure
plot(t, y, ’b -o’, ’LineWidth’,2)
xlabel(°t?);

ylabel(Cy(t)’)
legend(’t_0= 0, y(0)= 1°)
title(’ode23s f\"or dy/dt = -20y’)
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ODE (Matlabs ode23s)

Vi definerar separat matlabs-file func_stiff.m med funktion

function [dy] = func_stiff(t, y)

dy = -20.0xy
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Framat Eulers metod for y' = —20y, y(0) =1

% stabilitet villkor for lambda=-20: O < h |[-20| < 2

h= 0.01;
t0 = 0; % begynnelsetid
ts = 1.5; % slut-tid

N = (ts - t0)/h  Jantal punkter
t = linspace(t0,ts,N);
y = linspace(tO0,ts,N);

y(1) = 1; % begynnelsevarden

for k = 1:N
y(k+1) = y(k) + h¥func_stiff(t(k),yk));
t(k+1) = t(k) + h;
end
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Bakat Eulers metod for y' = —20y, y(0) =1

h= 0.05;
t0 = 0; % begynnelsetid
ts = 1.5; % slut-tid

N = (ts - t0)/h  Jantal punkter
t = linspace(t0,ts,N);
linspace(t0,ts,N);

<
Il

y=0;
y(1) = 1; % begynnelsevarden

for k = 1:N

y(k+1) = y(k)/(1.0 + 20.0%h);
t(k+1) = t(k) + h;
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ODE (Styva problem)

Exempel: vi léser y' = Ay, y(0) =1, t € [0,5], A = —20000 med
Matlabs ode23 samt ode23s (s for stiff).

ode23 kraver 119476 funktionsberakningar och ger ett maxfel av
1.2-107°.

ode23s kraver 230 funktionsberakningar och ger ett maxfel av
3.4-10713,
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ODE (Styva problem). Exempel: y' = —20y, y(0) = 1.

Explicit vs. backward Euler, ode45, ode23s 1Q - Explic' vs. bal kK ward =L ler, 0d§45, ode23s ?

—0— h=0.1(0de45) i —©— h=0.1(0de45)
= = h=0.1(ode23s) 08 = = h=0.1(ode23s)

08 ~©— h=0.01(explicit Eulers) ~—©— h=0.1(explicit Eulers)
= = h=0.1(backward Euler) 0.6 = = h=0.1(backward Euler)
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Taylor series metoder

Vi har redan sett att vi kan fa explicit Euler's metod via Taylor's
utveckling. Om vi kan 4 termer i Taylorsutveklingen

2 3
Y(E+ ) = y(8) + hy /() + oy (0) + Ty () 4

da vi ska f& andra ordningens metod:

hi
2
Eftersom den metod kraver berakning en av y;’, da vi anvandr foljande

formula for detta:

Vil = Yk + heyl + =yi.

y' =f(t )t + £t y)y = f(t,y) + £,(t,y)f(t,y),
var f(t,y) ar hogerleden i ODE

y'(t) = f(t,y).

461/ 487
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Taylor series metoder
Andra ordningens enstegsmetod ar nu:
h2
Yi+1 = Yk + heyy + ?k)/;/(/- (58)
med
Yi(t) = f(tic, yi)- (59)
for approximation av forsta derivata y,(t), och med
YK = fe(t, yi) + (b, yi) f (i, yi), (60)

for approximation av andra derivata y,/(t).

462 / 487



L Ordinara differentialekvationer

Taylor series metoder

Exempel

Vi vill visa hur kan vi anvanda andra ordningens enstegsmetod (58) for
att I6sa problem

y'(t) = f(t,y) = —2ty*, y(0) =1. (61)

Man kan kolla att exakt 16sning for problemet ar y(t) = #

For att anvanda (58), vi ska berakna y” i (60):
fo=(-2t%); = =22, f, = (-2ty%), = —4ty.

Darfor (60) skrivs som

i = feltie, yi )+ (e, i) F (te, vi) = =2y +4teyi-2teyi = 2y (—14+4t0vi).

D3 flerstegsmetod (58) for problemet (61) skrivs som:

hi ; hi , ; 463 / 487
Vi1 = Yk + heyj + 7)/;7 = Yk — 2hkteyi + 7(2)%(—1 + 4t yi))-

L Ordinara differentialekvationer

ODE: Runge-Kutta metoder

Runge-Kutta metoder ar enstegsmetoder, som anvander finite difference
approximationer av funktioner f(t,y(t)) i punkter, som ligger pa

[ti, tisa).
For att derivera Runge-Kutta metoder, vi ska anvanda
y' = f(t, )t +£,(ty)y = f(t,y) + £(t,y)f(t,y),  (62)

var f(t,y) ar hogerleden i ODE

y'(t) = f(t,y).
Nasta steg ar att vi ska approximera hoger leden i (62) med hjalp av
Taylors formel i tva variabel:

f(t+h,y+hf) = f + hf,+ hf,f + O(h*) = f + h(f, + £,f) + O(h*) (63)

sa at vi kan fa
B f(t+ h,y + hf)—f(t,y)

fi + f,f = ; + O(h). (64)
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ODE: Runge-Kutta metoder

| s& fall andra ordningens Taylors metod (58) ska skrivas som

he h2 f(tx + hic, yi + hef (e, yi)) — £tk yx)

Yk+1 = Yk + hyi + =<vil = vk + hif (e, yi) + =
2 2 hy

h
= yx + ?k(f(tk,yk) + f(tx + hg, vk + hef(tx, yk)))-
(65)

som ar ocksa kand som Heuns metod, som vi redan har diskuterat och
deriverat pd annat satt. Heuns metod ar enstegsmetod som kan skrivas
ocksa

Yk = yk + hief (tk, Yi),

h i} (66)
Yk+1 = Yk + ?(f(tka)/k) + f(t + hi, ¥x))-
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ODE: Runge-Kutta metoder
Mest kand ar foljande klassisk Runge-Kutta metod av 4 ordningen:
h
Yk+1 = Yk + Ek(kl + ko + k3 + ka),
ki = f(tw, yk),
Ko = F(ti+ hu/2, vi + (i /2)ka), (67)

ks = f(tx + hi /2, yi + (hi/2)k2),
ks = f(tx + hic, y + hiks).

Runge-Kutta metod av 4 ordningen ar Simpson’s metod nar f = f(t):

h
Y1 = Yk + Fk(kl + ko + k3 + ka),
ki = f(tk),
ky, = f(tk + hk/2), (68)
ks = f(tk + hk/2),
ky = f(tk + hk)
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ODE: Runge-Kutta metoder
Fordel med Runge-Kutta metoder ar att man behover inte kanna till
losningen pa tidigare iterationer k — 1, ... for att berakna nasta iteration,
k + 1. De tilldter andra h under berakningstiden.
Vi har tittat pa explicita Runge-Kutta metoder. De duger inte for 16sning
av styva problem, eller icke-stabila problem. For losning av styva problem
anvands implicita Runge-Kutta metoder, som har gemensamt form

Yir1 =y +h Y biki,
i=1

(69)

s
j=1

Enklaste implicit Runge-Kutta metod foljer from (69) med for
Szl,bl = ].,C1 =1,311 =1

Yi+1 = Yk + hki, ki = f(tx + h, yx + hki), (70)

som kan skrivas om for att fa implicit Euler's metod:

467 / 487
Yirr = Vi + hf(te + b,y + h) = yi + bf (tiga, i) (71)
I—Ordinéra differentialekvationer
ODE: multistep-metoder
Linjara multistep-metoder har formen
m m
Vi1 = Z QiYk+1-i + h25if(tk+1—i,)/k+1—i)- (72)
i=1 i=0
Om By =01 (72), dd metoden ar explicit, annars metoden ar implicit.
Parametrar «;, 8; ar bestamda genom polynominterpolation.
Vi kan visa hur kan man derivera explicit tva-steg metod pa formen
Vi1 = a1y + h(Bryi + Bayy_1) (73)

Har parametrar ay, 81, B> ska determineras. Med hjalp av metoden for
underbestamda koefficienter vi kommer att tvinga formeln (77) att vara
exakt for de tre forsta monomialerna.
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ODE: multistep-metoder

Vi ska anvanda foljande 3 villkor:

>
y(t)=1—=y'(t)=0—1=a;-1+h(B1-0+ 32 -0). (74)
>
yt)=t—=y(t)=1l->tipa=a1-te+h(B1-1+52-1). (75)
>
y(t) =t =y (t) =2t = ti,g = a1 - tg + h(B1 - 2tk + Ba - 2tx_1).
(76)
Nu valjer vi ty_1 =0,h=1och isd fall ty =1, txy1 = 2 och loser
foljande system av linjara ekvationer for aq, 81, Bo:
a1 = 1,
arp + f1+ B =2,
oy + 26, = 4.
469 / 487
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ODE: multistep-metoder
Fran l6sningen av system
a1 — 1,
ar + P11+ B2 =2,
a1+ 251 = 4.
vi hittar a; = 1, 61 = 3/2, 82 = —1/2 och metoden
Y1 = aryk + h(Bryk + Bayk—1)
kan skrivas som "
Yk+1 = Yk + 5(3)/12 ~ Yk-1)s (77)

och genom konstruktion ar av ordningen tva.
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ODE (N&agra andra ODE-problem)

» Tvapunkts randvardesproblem:

y'=1f(t,y,y"), cay(a)+61y'(a) = 11, coy(b)+B2y'(b) = 72

» Egenvardesproblem (vibrerande strang):

(py') + Apy =0

y(a) = y(b) = 0, fixerade andpunkter

y'(a) = y'(b) = 0, fria andpunkter

y(a) = y(b), y'(a) = y'(b), periodiska randvillkor.
» Ickelinjart egenvardesproblem (bifurkationsproblem).

Knackning, roterande kedja, Taylor-Couette

Ay

N

)/” + = 0, samt randuvillkor
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ODE (N&agra andra ODE-problem)

» Tidsfordrojningsproblemet (delay equations)

() =y(t)=y(t=T)+..

Inkubationstid; andlig utbredningshastighet...

» Differentialalgebraiska problem; differentialekvation med
algebraiska " bivillkor" . Specialfall, implicita problem:

g(t,y)y' = f(t,y).
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Ovning

Skriv om foljande system ekvationer som ett forsta ordningens
system:

' =2u'v v 4t u(0) =1, '(0) = -1
V/// —u _|_ v _|_ V//u ? V(O) — 2, V/(O) pr—y 3, V//(O) — _4
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Ovning
Skriv om foljande system ekvationer som ett forsta ordningens
system:

' =2u'v v 4t u(0) =1, '(0) = -1
V" =yt v+ vy v(0) =2, Vv/(0) =3, v'(0) = —4
Svar:

Infor yi=u, Yo = U/ :_y]/_, Y3 =V, Y4 = V/ :yé och
ys = v = y,. Systemet blir

(1 =y »(0)=1
Yy =2yoya+yi+t y2(0) = -1

Y3 =Ya , 4 y3(0) =2
Ya=Ys ya(0) =3
e =y1+y3+ysn L y5(0) = —4
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Stabilitet
0 Stabilitet fér system i 6vningen
e e e
20
-40
— 1, (ty)
B0 | —1,ty)
— R —
S 80 3(ty)
— 1, (Ly)
100 —f5(ty)
- = =f,(ty)+0.01t
-120 | = = =f,(ty)+0.01t
= = =fg(ty)+ 0.01t
A40 Tl - of, ) + 001
g0 L |7 fstyoort
-180 ' - L
0 0.5 1.5 2
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Stabilitet
50 Stabilitet fér system i 6vningen

0

-50
— L (LY)
— 1, (ty)
Z-100 | ity
—_— 1, (Ly)
e (ty)

150 — = =t (ty)+0.1t !
= = =f,(ty)+ 0.1t .
= = =f,(ty)+ 0.1t \

200 F - -f4(t,y)+0.1t |
— = = f(ty)+ 0.1t |

-250 : ' :

0 0.5 1 1.5 2
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Ovning

Skriv om foljande ekvationer som forsta ordningens system:
>a)y'=t+y+y,y(0)=1y(0)=-1
> b) y" =y"+ty,y(0) =1,y'(0) = -1,y"(0) = 3,
> o)y " =y"-2y+y—t+1,y(0)=1,y'(0) = —1,y"(0) = 3.
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L Ordinara differentialekvationer

Ovning
Skriv om foljande ekvationer som forsta ordningens system:

> a)y'=t+y+y,y(0)=1y(0)=-1
Svar:
Satt uy =y, up = uj = y'. Vi far systemet:
Uy = uo,
ub =t + ug + uy,
U1(O) = ].7 U2(O) = —1.
> b)y" =y"+ty,y(0) =1,y'(0) = —1,y"(0) = 3, Svar:

Satt y = u1,y' = vy = wp,y" = ub = usz. Vi far systemet:

uz = uz + tuy
| u1(0) = 1, 12(0) = —1,u3(0) = 3.
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Ovning

Skriv om foljande ekvation som forsta ordningens system:
> o)y =y"-2y'+y—t+1,y(0) =1,y'(0) = —-1,y"(0) = 3.
Svar: satt y = w1,y = uf = w,y" = vub = u3. Vi far
ru1 = luop,
Uy = us,
uy =u3 —2up +up — t+1,
u1(0) = ]., U2(0) = —]., U3(0) = 3.

systemet: <
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@vning

Satt upp bakat-Euler for problemet

y'=—y%y(0) =1.

Formulera den ickelinjara ekvation som uppkommer for att berakna yy.1
samt stall upp Newtons metod for denna ekvation.
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Ovning

Satt upp bakat-Euler for problemet

y'=—y%y(0) =1.

Formulera den ickelinjara ekvation som uppkommer for att berakna yy.1
samt stall upp Newtons metod for denna ekvation.
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Ovning
Svar:
Bakat Euler:
p — _(yk+1)2
eller
yk~|—1 n h(yk“)z _ yk.

For att losa den ekvation vi anvander Newtons metod: vi infor ny
variabel z = yk*! och skriver om bakat Eulers metod som:

z+ hz? = y*.
Newtons' metod blir:

h(Z)* + 2/ — y*

jH1_
z 2hzi + 1

#

Har, j ar iteration i Newton's metod.
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@vning

Vilka losningar har foljande problem?

y' =3/2y3 y(0) =0
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L Ordinara differentialekvationer

@vning

Vilka losningar har foljande problem?

y' =3/2yY3 y(0) =0

Svar: Ekvationen ar separabel. Loser vi pa den pa ett av de vanliga

satten, far vi: J
Yy

3/2y?/3 = 3/2t + const,

eller y(t) = (t +2/3 - const)3/2.
Begynnelsevirdet ger const = 0 och da y(t) = t3/2. Ldsningen ar inte
entydig eftersom aven y(t) = 0 ar en |sning.

och

484 / 487



L Ordinara differentialekvationer

Ovning

Eulers metod kan harledas pa foljande satt:
h2
y(t+h) = y(£)+hy (6)+Zy" () +... = y(£)+hy'(t) = y(£)+-hf (2, y ().

vilket ger framat Eulers metoden

Vi1 = Yk + hf (tie, yi)-

Harled en hogre ordningens metod genom att ta med nasta term i
Taylorutvecklingen.
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Ovning
Approximera
(6) = y'(t— h)
ey m Y
y"(t) -
sa att
/ h2 17
y(t+h) = y(t) + hy'(t) + -y (t) (78)
h? y'(t) — y'(t — h
= y(0) + hy' (1) 4 o A (79)

=y (&) + hE(e.y) + 5 (F(t.y) ~ F(E—hy—h)  (80)

h
:y(t)+5(3f(tay)_f(t_h7y_h)) (81)
Detta leder till metoden:
h
Yk+1 = Yk + 5(3f(tk7)/k) — f(tk—1,Yk-1))

vilket var den andra ordningens flerstegsmetod vi sadg under forelasningen.
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L Ordinara differentialekvationer

Ovning
En annan tankbar approximation ar t.ex.

y'(t+h) —y'(t)
h

y'(t) =

sa att
2

V(4 h) = y(8) + hy /(1) + 5" (1) (32)
= y(0) + () + LY EED ()

:y(t)—l-hf(t,y)+g(f(t—l—h,y—l—h)— f(t,y)) (84)

=y (&) + 57t + by + ) + F(t.y)) (%)

Detta leder till implicita flerstegsmetoden:

h
Yk+1 = Yk + E(f(tk-l-la)/k—i-l) + F(tw, yi))-
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