Algebraiska strukturer, 18 februari

NORMALA DELGRUPPER

En delgrupp N till en grupp G ér normal om gng~! € N for alla
n € N och alla g € G. Vi skriver N <G.

Obs! T an abelsk grupp &r alla delgrupper normala, ty gng—! =
ngg ' =mne N for alla g € G och allan € N.

Ovning. Visa att N &r en normal delgrupp till en grupp G
omm gN = Ng for alla g € G, dvs vanster- och hdgersidoklasser
ar lika.

Exempel. 1. Lat G = S3, N = ((1,2)) = {(1),(1,2)} och
9=1(2,3). Da ar

Ng:{(273),(1,2,3)}7 gNZ{(273)7(17372)}

varav foljer att N inte 4r normal.

2. Lat G = GL,(R) (alla n x n-matriser med determinant # 0
med matrismultiplikation). Lat N = SL,(R) (alla n X n-matriser
vars determinant &r 1).

Ovning. Visa att N dr en delgrupp till G.

N &r normal, ty

det(ABA™') = det Adet B(det A)™' =det B =1

for varje A € G och B € N.

Sats 21.2 (31.2). Om 0 : G — H &r en grupphomomorfi sa
ar ker @ en normal delgrupp till G.

Bevis. kerf &r en delgrupp enligt Sats 31.1. Om g € G och
n € ker @ si har vi att

O(gng™") = 0(9)0(m)o(g™") = 6(g)end(g) ™" = 0(9)6(g) ™" = em

och dirmed ligger gng=" i ker.

KVOTGRUPPER

Lat N vara en normal delgrupp till en grupp G. Lat G/N
beteckna mingden av alla hogersidoklasser (ekvivalent, vanstersidoklasser).
Vi kan definiera en operation pd G/N si att G/N blir en grupp
med avssende pa denna operation.

Exempel. Hur definierade vi operationen & pa Z,?

Zn = {[0,[1],...,[n — 1]}. [0] = {nk,k € Z} = (n) &r en
delgrupp till Z (med addition) och [r] = (n) +r, r € Z, &r bade
héger- och vénstersidoklasser till (n) i Z.

Likheten [a] @ [b] = [a + )] kan vi skriva om som

((ny +a)® ((n) +b) = (n) + (a + b).

Lat Na och Nb € G/N (additivt: N +a och N +b € G/N).
Vi definierar en operation i G/N enligt

NaxNb= N(ab) (additivt: (N +a)* (N +b) =N+ (a+D))



Lemma. Operationen * ar vildefinierad, dvs om Ng; = Ngs
och Nhy = Nhy sa dr Ng1hy = Ngshs.

Bevis.

Ngi = Ngy = g1 € Ng2 = g1 = n1g» for nagot nq € N.

Nhiy = Nhy = hy € Nhy = h; = nghs for négot ny € N.
Darmed galler att

g1h1 =niganshs = n192n292_192h2-

Eftersom N dr en normal delgrupp far vi att gonagy b= ng for
nagot ng € N och
g1hi = ninszgaha

med ning € N vilket visar att g1hy € Ngahy varav Ngihy =
Ngghg.

Sats 22.1 (32.1). Lat G vara en grupp och lat N vara en
normal delgrupp till G. D4 bildar G/N en grupp med avseende
pa operationen x. Denna grupp kallas for kvoten av G med H.

Bevis. Associativitet: Lat g1, g2, g3 € G. Da

(Ng1 % Ngs) * Ng3 = Ng192 * Ng3s = N(9192)93 =
= Ngi(g293) = Ng1 * Ngags = Ng1 * (Nga * Ng3)

Elementet Ne = N &r ett identitetselement, ty om g € G sa
ar

Nex Ng= N(eg) = Ng och Ngx Ne = N(ge) = Ng.
Elementet Ng~—! &r en invers till Ng, g € G, ty
NgxNg~' =Ngg~' = Neoch Ng~' «x Ng= Ng~'g = Ne.

Alltsa &r G/N en grupp.

Om G &r andlig sa ar o(G/N) =[G : N].

Exempel. Z/{(n) = Z,.

FUNDAMENTALA HOMOMORFISATSEN FOR GRUPPER
Om 6 : G — H ar en grupphomomorfi med ker§ = K &r
G/K =~ Imé.

Dessutom, om 6 &r surjektiv sa dr G/K ~ H.
Bevis. Vi definierar ® : G/K — Im# enligt

®(Ka) = 0(a).

e & dr valdefinierad, dvs Ka = Kb = 6(a) = 6(b): om Ka =
Kb sa giller a € Kb och a = kb {6r nagot k € K, varav

0(a) = 0(kb) = 0(k)0(b) = ex8(b) = 0(b).
e & bevarar operation:

®(Ka* Kb) = ®(Kab) = 0(ab) = 6(a)d(b) = ®(Ka)P(KD).



o & ir bijektiv: ® avbidar hela G/K pa hela Im# och dirmed
ar surjektiv; ® ar injektiv, ty
®(Ka) = ®(Kb) < 0(a) =6(b)
( multiplicera med #(a)™" fran hoger)
Sem=00b)0a) =00)8a ") =0(ba")
S ba ' € K(=kerf) & be Ka< Kb= Ka.

Alltsa &r ® en isomorfi och G/K ~ Im4.

Exempel.
e (n) dr en normal delgrupp till Z och kvoten Z/{n) &r Z,.

e SL,(R) ar en normal delgrupp till GL,(R) och kvoten GL, (R)/SL, (R)
ar (isomorf med) R\ {0} (med multiplikation)

Vi har surjektiva homomorfier 8; : Z — Z,, (0:1(k) = [k], k € Z)
och 6y : GL,(R) — R\ {0} = R* (02(A4) = det A, A € GL,(R))
med kérnor (n) respektive SL,(R).

Exempel. Definiera 6 : Z15 — Z4 enligt 6([a]12) = [a]s.
1. @ ar en vildefinierad avbildning dvs definitionen av denna
avbildning beror inte pa heltalet a som definierar kongruensklassen:

[a]12 = [b]12 =4 12|(a — b) = 4|(a — b) = [a]4 = [b]4
2. 6 ar en homomorfi:
0([a]12®[b]12) = O([a+b]12) = [a+bls = [ala®[b]s = 6([a]12)DO([b]:2)

3. 0 ar surjektiv.

4. Kéarnan ker§ bestar av alla kongruensklasser [a];, sddana
att 6([ali2) = [0]4, dvs [a]s = [0]4 vilket betyder att 4|a. Vi far
alltsa

ker § = {[0]12, [4]12, [8]12} = ([4]12)-

Enligt homomorfi satsen &r

Z12/{[4)12) = Z4.




