Algebraiska strukturer, 20 februari

GRUPPVERKNINGAR

Exempel 1. Lat X vara en kvadrat i planet och lat G besta
av alla transformationer av planet som bevarar avstandet och
kvadraten. G bildar en grupp med avseende pa sammanséttningen
av tva transformationer (Varfér?). Denna grupp kallas ofta kvadrat-
gruppen. G bestar i detta fall av féljande 8 transformationer: 4
vridningar vy, v2, vz, vg: 0°, 90°, 180°, 270° kring kvadratens
mittpunkt och 4 speglingar i linjerna s1, s2, s3, S4-

Man kan beskriva dessa transformationer med hjalp av foljande
permutationer av kvadratens horn 1, 2, 3, 4:

7TU1 = (1)’7‘-1)2 = (1527354)77‘"03 = (1,3)(2,4),7[’1}4 = (1547352)
s, = (1,2)(3,4),ms, = (174)(253)77‘-53 = (2,4),7s, = (1,3)

Sammanséttningen av tva transformationer motsvarar sam-
mansittningen av respektive permutationer. Vi sdger att G verkar
pé kvadratens hérn 1, 2, 3, 4.

L&t G vara en grupp och lat S vara en mangd. Sym(S) beteck-
nar gruppen av alla bijektiva funktioner med sammansittningen
av funktioner som operation.

G verkar pa S om det finns en grupphomomorfi

G — Sym(S)

dvs att det till varje ¢ € G kan man ordna en bijektiv funktion
g 0 S — S sa att

mgn =mgom, forallag,heG.

Exempel 2. En grupp verkar pa sig sjilv pa tre naturliga
satt:
(i) my(h) = gh, (multiplikation till vénster)
(ii) my(h) = hg™!, (multiplikation till hoger)
(ii) m4(h) = ghg™' (konjugering)
Bevis. Ovning.




BANOR
Om G verkar pa S far vi en ekvivalensrelation pa S genom
z~y & m(x) =y, for ndgot g € G.

e Ekvivalensklasserna till denna relation kallas banor (z och
y ligger i samma bana omm det finns ¢ € G sadant att

Ty (z) = y).
e Den bana som innehéller z betecknas Orb(z).

e Om det finns bara en bana sigs G verka transitivt.

Exempel 3. Delgruppen {v,vs} av kvadratgruppen verkar
pa S = {1,2,3,4}. Banorna ir Orb(1) = Orb(3) = {1,3} och
Orb(2) = Orb(4) = {2,4}.

Delgruppen {vq, vy, v3,v4} verkar pd S = {1,2,3,4} med unik
banan: Orb(1) = Orb(2) = Orb(3) = Orb(4) = {1, 2, 3,4}.

STABILISATOR

For varje s € S bildar G5 = {g € G : my(s) = s} en delgrupp
till G som kallas stabilisatorn till s.

Exempel. Om G &r kvadratgruppen och S = {1,2,3,4} sa
ar Gq = {g eqG: 71'9(].) = ].} = {’1)1,83}, Gy = {g eqG: 7Tg(2) =
2} = {’U1,84}, Gs; = {g €G: 7Tg(3) = 3} = {’1)1,83}, Gy = {g €
G H 71'9(4) = 4} = {’1)1,84}.

Sats. Om en #dndlig grupp G verkar pa en mingd S och s € S
S& ar G
|Orb(s)| =[G : Gs] = .
|G|

Bevis. Vi skall visa att elementen i Orb(s) star i ett-ett-
relation till sidoklasserna till Gs. For varje s € S har vi att

Orb(s) = {my(s) : g € G}.
For g, h € G och s € S giller att
To(8) = mp(s) & (m, L omy)(s) = s

& (mp-107mg)(s) =5 & (mp-14)(s) = 5
e hlged, ©gehG, & gG, =hG,

Detta ger att antalet olika element i Orb(s) ar lika med antalet
olika sidoklasser till G,. Drfor &r [Orb(s)| = [G : G,] = 154
enligt Lagranges sats.




ANTALET BANOR

Burnsides lemma. Om G &r en dndlig grupp som verkar pa
en dndlig mangd S ges antalet banor av

1
el D s € S:m(s) = s}l.
g€eG
Bevis. Vi rdknar antalet element i mingden
X={(g9,s) e GxS:my(s) =8} CGxS.

Detta kan goras pa tva olika sitt:

(X|=) HseS:(g,8)€X} =) s€S:my(s) = s}

9eG geG

och
X[ =3 ,es{g€G:(9,8) € X} = EseSHg €G:my(s) =s}| =

S l6i =3 ot = X 61 = (61 [ {panr}.
S

seS s€E banor

Exempel 4. P& hur manga olika sitt kan man maéla en
kvadrat med k farger om tva farglagningar ar lika om man far
en av dem fran den andra med hjilp av symmetriska transforma-
tioner?

Lat S vara mingden av alla farglagningar av en kvadrat med
given orientering. D4 &r |S| = k*.

Kvadratgruppen G verkar pa S. Om s € S &r en firgligning
sa bestar Orb(s) av alla element som fas fran s med hjélp av vrid-
ningar och speglingar. Darfor dr antalet olika farglagningar (tva
farglagningar ar lika om man far en av dem fran den andra med
hjalp av symmetriska transformationer) lika med antalet banor da
G verkar pa S. Lat ¢(g) = [{s € S : mg(s) = s}|.

(v1) = k*, ty v1 ar identiska transformationen och ,, (s) = s
for alla s € S.

¥(ve) = k, eftersom en firgning s &r invariant under vo omm
alla sidor har samma férg.

(v3) = k2, eftersom en firgning s ir invariant under v3 omm
motsatta sidor ha samma firg.

¥(v4) = k (samma argument som for vs).

(s1) = k* (sidorna 14 och 23 maste ha samma firg).

Y (s2) = k* (samma argument som fr s;).

1 (s3) = k? (sidorna 12 och 14 maste ha samma firg och
sidorna 23 och 34 maste ha samma firg).

1 (s4) = k? (liknande argument som for s3).

Enligt Burnsides lemma far vi att antalet banor och darmed
olika firglagningar ar lika med (k* + 2k + 3k2 + 2k3)/8.




