Algebraiska strukturer, 25 februari

RINGAR
En mingd R med tva binra operationer

(a,b) — a + b (addition)
(a,b) — ab (multiplikation)

ar en ring om
e (R,+) &r en abelsk grupp,
e a(bc) = (ab)c, da a, b, ¢c € R (multiplikation &r associativ),

e alb+c)=ab+acoch (b+c)a=ba+cadda,b ceR
(multiplikation &r distributiv m a p addition).

Anmairkning. Det neutrala elementet i gruppen (R, +) brukar
betecknas med 0. Vanligen siger man att R &r en ring utan att
anvanda beteckningen (R, +, -).

Exempel 1. (a‘) (Z7 +7 ')7 (Q: +7 ')7 (R7 +7 ')7 ((Ca +7 ) ar ringar.
(b) (Z,®,®) &r en ring. Det enda egenskap som vi inte har
visat ar distributiviteten

[alo(Bl@lc) = [aob+c=[alb+c)]=][ab+ac]=
[ab] & [ac] = [a] © [b] & [a] © []

Il

for [a], [b], [¢] € Zn.

(c) Méngden, M, (R), av alla n x n-reella matriser med ma-
trisaddition och matrismultiplikation ar en ring.

(d) Mingden, Z[v/2], av alla tal av typen a+bv/2 dir a, b € Z.
For att se detta ricker det att visa att mangden ar sluten under
vanlig addition och multiplikation:

(a1 +b1v2) + (a2 + b2v2) = (a1 + a2) + (b1 + b2)V2 € Z[V2],
(a1 + b1\/§)(a2 + bz\/i) = (a1az + 2b1b2) + (a1bs + a2b1))\/§ € Z[\/é]

Lat (R,+,-) vara en ring.
e R ar kommutativ om ab = ba dd a, b € R.

e R har en etta om det finns ett neutralt element 1 € R m a
p multiplikation, dvs la = al = a da a € R.

Exempel 2. (a) Alla ringar i Exempel 1 &r kommutativa med
undantag av M, (R) da n > 2.

(b) Alla ringar i Exempel 1 har en etta. Ett exempel pa en
ring utan etta ar ringen av de jimna heltalen med vanlig addition
och multiplikation.

Eftersom en ring R &r en grupp m a p addition, sa géller
foljande:

(Da+b=a+c=>b=c,daa,b, c€eR,

2 a+z=beszr=>b+(—a),dda, b,z €R,



(3) =(—a) =a, —(a+b) =(—a) + (-b),daa, b€ R,
(4) (m+n)a = ma+na, m(a+b) = ma+mb, m(na) = (mn)a
dam,n €Z ocha, b € R.

Varning. ab = ac # b = c och ba = ca 7 b = ¢ i allménhet:
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Lat R vara en ring, a, b € R. Da

JO0-a=a-0=0,

1
(2) a(=b) = (—a)b = —(ab),
(3) (=a)(=b) = ab.

INTEGRITETSOMRADE OCH KROPPAR

e Lat R vara en kommutativ ring. Vi siger att R saknar
nolldelare om ab=0gera=0¢ller b=0da a, b € R (om
ab =0 dér a # 0 och b # 0 sé kallas a och b nolldelare).

e En kommutativ ring R kallas en kropp om (R \ {0},-) &r
en abelsk grupp.

e Man siger att en ring R ir ett intgritetsomrade om R &r
kommutativ, saknar nolldelare och har en etta 1 # 0.

Exempel 3. (a) Alla ringar i exempel 1 (a) saknar nolldelare.
Men det finns nolldelare i t ex Zg: [2] © [3] = [0]. Ringen M>(R)
har nolldelare ty t ex
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(b) Q, R, C &r exempel pa kroppar. Z &r inte kropp, eftersom
(Z\ {0}, ) inte &r en grupp.
(c) Varje kropp K é&r ett integritetsomrade ty ab=0och a # 0

ger att a~1(ab) = b =0, diir a, b € K sa att K saknar nolldelare.
Klart att K har en etta 1 # 0.

Proposition. 7, ir ett integritetsomrade omm n &r ett prim-
tal.

Bevis. Z, ir en kommutativ ring med ettan [1] # [0] da
n > 1.

Om n inte &r ett primtal dvs n = nins med 1 < ny,ne < n si
har Z,, nolldelare ty [n1] ® [n2] = [0] trots att [n1] # [0] # [na].

Om n &r ett primtal sd saknar Z,, nolldelare, ty [s1] ©[s2] = [0]
med 0 < 51,82 < n medfor att n|syse varav n|s; eller n|sy vilket
ar mojligt omm s; = 0 eller so = 0.

Kroppar C Integritetsomrade C Kommutativa ringar C
Ringar

Exempel 4. R = Z &ar en kommutativ ring. R &r ett in-
tegritetsomrade. R &r inte en kropp.

Zg ar en kommutativ ring men inte ett integritetsomrade.

M, (R) &r en icke-kommutativ ring.




Sats 25.1 (22.1) Lat D vara ett integritetsomrade och a, b,
c € D, a# 0. D3 giller strykningarna: ab=ac = b =c.

Bevis. ab = ac = a(b—c¢) = 0. Eftersom D saknar nolldelare
ocha#0farviattb—c=0ochb=c.

Sats 26.1 (23.1) Varje dndligt integritetsomrade &r en kropp.

Bevis. Lat D vara ett integritetsomrade. D \ {0} ar sluten
under multiplikation, ty ab = 0 och a,b € D ger a = 0 eller b = 0.
Multiplikationen &r associativ pa D \ {0} ty den &r associativ pa
hela D. D har en etta 1 # 0. Vi maste visa bara att varje element
a # 01 D har en invers m a p multiplikation, dvs det finns b i D
sadant att ab = 1. Vi fixar a # 0 i D och definierar en avbildning
Ao : D — D enligt

Ae(T) = az.

A, dr injektiv, ty ax = ay ger ¢ = y enligt Sats 25.1. Vi far da
att [{A\o(z) : x € D}| = |D|. Eftersom D &r dndlig och {\,(z) :
x € D} C D har vi att

{Xa(z) :z € D} =D,

vilket ger att det finns b € D sadant att A,(b) = 1 dvs ab = 1.
Alltsa &r D \ {0} en grupp m a p multiplikation.

Foljdsats. Z, ar en kropp omm n ir ett primtal.
Bevis. Enligt Proposition 1 dr Z,, ett integritetsomrade omm
n &r ett primtal. Pastaendet foljer nu ur Sast 26.1.

DELRINGAR OCH DELKROPPAR

Man siger att S ar en delring till en ring R om S C R och
elementen i S bildar en ring med avseende pa operationerna i R.

Exempel. (Z,+,") C (Q +,) C (R,+,-) C(C,+,).

Sats. En delméngd S till en ring R ar en delring omm S &r
icke-tom, S &r sluten under operationerna i R och —a € S for
varjea € S.

Man séger att en delméngd F' till en kropp K dr en delkropp
till K om F &r en kropp m a p operationerna i K.

ENHETER

Ett element r € R kallar man for en enhet om r har en multip-
likativ invers dvs det finns 7' € R sé att rr' = r'r = 1. Méangden
av alla enheter betecknas med R*.

Exempel. Z har enbart tva enheter £1. Varje element a # 0
i en kropp K &r en enhet, ty (K \ {0},-) &r en grupp.

Sats. Gruppen av alla enheter i Z,, dr Z} = {[k] € Z, :
SGD(k,n) = 1}.

Bevis. Om SGD(k,n) = 1 sa finns det heltal m och [ sadana
att km +nl =1, varav [k] © [m] = [1 — nl] = [1]. Alltsa &r [m] en
invers till [k].

Antag att [k] € Z, har invers [m] € Z,, dvs [k] ® [m] = [1].
Alltsd &r km = 1 + ng for nagot heltal q. Den sista likheten visar
att k och n saknar gemensamma delare # 1 dvs SGD(k,n) = 1.



Sats. Alla enheter i en kommutativ ring R med etta bildar en
en (abelsk) grupp med avseende pa multiplikation.
Bevis.=Ovning




