Algebraiska strukturer, 21 januari

MANGDER OCH OPERATIONER

De fyra raknesatten: addition, subtraktion, multiplikation och di-
vision &r, vad man ofta kallar, (aritmetiska) operationer i méngder
av alla tal.

Definition. Lat M vara en mingd. En binir operation x
pa M &r en regel som till varje ordnat par (z,y) av element i M
ordnar ett nytt element i M. Detta nya element skriver vi x * y.

(z,y)—»zxyeM

Definitionen séger att en binir operation dr en funktion fran
kartesianska produkten M x M = {(z,y) | z,y € M} till M.

Exempel 1. (a) Lat M vara en av méngderna N, Z, Q, R, C
och ldt axb=a+b, (a,b) »a+b

(by M =N, m*n=m", (m,n) »m" € N.

(c) M =Z,m+*n=m —n. (Obs! x - ej operation pa N, ty,
tex., 2x3=2—-3¢N).

(d) Lat M vara méngden av (2 X 2)-matriser med reella el-
ement och A * B = AB, den vanliga matrisprodukten for A,
B e Mat2(lR).

Om M = {a1,as,...,a,} & en dndlig mingd sa definierar
man ofta operationer pa M m h a “multiplikationstabeller” (Cay-
leytabeller):

* ax a; a; (479

ai al * ay al x a; al*aj ai * an
a; a; * ay a; *x a; a; * aj a; * Qp
a; aj; * ap aj * a; a; * a; aj * Qn
(47 Qp * A1 an * a; an*aj Qp * Qp,

Exempel 2. Lat M = {-1,1}, * &r en vanlig multiplikation.
Multiplikationstabellen for * blir da

* | 1 -1
1 1 -1
-1 -1 1

Definition. En operation x pa M kallas kommutativ om
axb = bxa for alla a,b € M. Den kallas associativ om ax*(bxc) =
(axb)*cdaa, b, c € M. Man siger att e € M ar ett neutralt
element fér x omaxe=exa=adda € M.

Exempel 3. (a) De vanliga additionen och multiplikationen
dr kommutativa och associativa pa N, Z, R, C.

(b) Betrakta (N, *), ddr mxn = m™. * ar inte kommutativ, ty
t.ex 2x3 = 23 = 8 # 32 = 3x2, den #r inte associativ heller, ty t.ex.
2% (2%3) = 2423 = 22° = 28 men (2%2) %3 = 22x3 = (22)3 = 26,



Med hjalp av multiplikationstabellen kan man l4tt avgéra om
operationen dr kommutativ (Hur?), har ett neutralt element (Hur?).

Obs! Att kontrollera att operationen ar associativ ar inte lika
latt!

GRUPPER

Definition.Lat G vara en mangd och lat * vara en operation pa
G dvs

(0) axbe G daa,be G (sluthet).

Man séger att (G, %) dr en grupp om

(1) = &ar associativ, dvs (a*xb) xc=ax (bxc), da a, b, c € G;

(2) det finns e € G sa att exa =axe =a da a € G (neutralt
element eller identiteselement),

(3) till varje a € G ska det finnas ett element o' € G sa att
a' xa=axd = e (invers)

Vi skriver (G, ). Det foljer fran Sats 5.1 att i varje grupp
finns det endast ett neutralt element (identitetselement) och varje
gruppelement a har endast en invers a'.

Exempel 4. (a) Z, Q, R, C med operationen + &r grupper
(€ N)

(b) Om vi uteldmnar 0 ur Q, R, C far vi grupper med avseende
pé den vanliga multiplikationen ((Z \ {0}, -) &r inte en grupp).

(c) Lat X vara en mingd och 1at G bestd av bijektiva funk-
tioner. Operationen * &r sammansittningen av tva funktioner:
(f * 9)(z) = f(g(2)). (G,*) &r en grupp (Visal)

(d) Lat G bestd av rotationer och speglingar av planet som
overfor n-horingen pa sig sjilv och lat * vara sammanséttningen.
(G, %) &r en grupp.

Sats 5.1. I varje grupp finns det endast ett neutralt element
e och varje gruppelement a har endast en invers a'.
Bevis. 1. Lat e och f vara element i G som uppfyller

axe=exa=adda€eCG 1)
axf=fxa=addia€eqd (2)

D3 giller f = (enligt (1) = ex f = (enligt (2)) = e, dvs f =e.
2. Lat a € G och lat b, ¢ € G uppfylla

axb=bxa=eochaxc=c*xa=ce,
(e ar det neutrala elementet). Da géller
b=bxe="bx(axc)=(assoc) = (b*xa)*xc=e*xc=c,

dvs b =c.
Inversen till @ € G betecknar man ofta a~?.

Anmairkning. (a) Nir man definierar en grupp si beskriver
man mingden G av dess element och gruppoperationen . Formellt
borde man sédga att (G, *) ar en grupp. Icke-desto mindre siger
man oftast att G ar en grupp.

(b) Vi vet redan att symbolen “x” som betecknar en operation
kan tolkas pa olika sétt. Nar det galler beteckningar finns det tva



vanliga typer som dels beror pa traditionen dels pa bekvamligheten.
Det ar sidkert bekvamare att skriva ab eller a - b i stéllet for a * b.
D4 siger man om multiplikativ notation. Inversen betecknas
d& med a!. Ibland ir denna notation inte helt naturlig, speciellt
nir gruppoperationen ar addition. Da anvinder man additiv no-
tation dvs man tolkar “x” som “+”. Inversen betecknas da med

—a och identitetselementet med 0.

Proposition. Lat G vara en grupp och a, b, c € G. Da giller
strykningarna

(@) axc=bxc=>a=1b
(b) cxa=cxb=>a=b

Bevis. (a) Multiplicera fran hoger med inversen c¢~! till c.
Enligt associativiteten far vi

(axc)xc P =(bxc)xct Sax(cxc ) =bx(cxc™)
Saxe=bxesa=hb.

Cayleytabell. Lit G = {ai,...,a,} vara en dndlig méingd.
Varje operation pa G kan beskrivas m h a Cayleytabell. Cay-
leytabellen for en grupp har foljande egenskap: Varje element
forekommer precis en gang i varje rad och precis en gang i varje
kolonn, ty en rad i tabellen bestar av produkterna a; xaq, - .., a; *
aj,...,a; * an, alla dessa produkter ger olika element i G' dérfor
att a;*a; = a; *ay ger aj = ay. I alménhet &r det inte l&tt avgora
om en operation pd G definierar en grupp genom att studera Cay-
leytabellen. Genom inspektion av denna upptéicker man latt om
det finns ett neutralt element (Hur?) och om varje element har
en invers (varje rad och varje kolonn maste innehalla det neutrala
elementet). Associativiteten ar svart att kontrollera.



