Algebraiska strukturer, 23 januari

PERMUTATIONER

Definition. En permutation av en mingd S &r en bijektiv
funktion ¢ : S — S. Mingden av alla permutationer bildar
en grupp Sym(S) under sammanséttningen (se exempel 4 (c)).
Om S = {1,2,...,n} betecknar man Sym(S) med S,. For att
beskriva elementen i S,, anvinder man tabellbeteckningen:

Om o(1) = a1, 0(2) = aa,...,0(n) = a, kommer vi att skriva

( 1 2 ... n>
ag =
a a2 ... Qp

Antalet ellement i S, ar n!

Permutationer kan presenteras mera kompakt. Lat p1, p2,...,pr €
{1,2,...,n} och 1&t (p1,pa,...,pr) beteckna funktionen o(p;) =
b2, U(p2) = p37"'70-07k) =N och O'(Z) = 7'.7 da i 7é P1,---,Pk-

o 1 2
T.ex. (1,2,3) ar beteckningen pa ( 9 3 ? )

(p1,p2,---,pr) kallas for en cykel av langd k.

Om f = (p17p27' .- 7pk) och 9= ,17p127 Jp;;;)) dar alla tal
D1, P25+ ->Pk, Py» Ph,---, D) ar olika da sdiger man att f och g ar
disjunkta cykler.

For tva disjunkta cykler p, o € S,, giller att po = op. Visal

Varje permutation kan skrivas som en produkt av disjunkta
cykler. Héar foljer ett enkelt recept: Man véljer ett tal p; som inte
avbildas pa sig sjilvt. Déarefter tar man bilden p, av p;, bilden p3
av py osv tills man far p; igen. Da har man en cykel. Nu tar vi
ett tal som inte ingar i férsta cykel och gor pa samma satt. T.ex.

1 2 3 45 6
brukar utelamna cykler av langd 1.

En cykel (a,b) av langd 2 kallas for transposition. En trans-
position byter alltsa plats pa tva element och later Ovriga vara.

Pastaende.Varje permutation i S,,, n > 2, kan skrivas som
en produkt av transpositioner.

Bevis. Ovning 6.9 i kursboken.

En permutation i S,,, n > 2 kan skrivas som en produkt av
antingen ett jimnt eller udda antal transpositioner.

En permutation i S,, kallas jamn eller udda, beroende pa om
den kan skrivas som ett jamnt eller udda antal transpositioner.

Exempel. Permutationen

p=(1,7,5,2,3)(6,4) = (1,3)(1,2)(1,5)(1,7)(6,4)

ar udda.

Sats 7.2 Mangden av alla jimna permutationer bildar en
grupp m a p sammansittningen och kallas for den alternerade
gruppen for n element. Betecknas A,,.

Definition. En grupp (G, ) kallas abelsk om

axb=bxadaa,be G



Sats 6.3. S, ar inte abelsk da n > 3.

DELGRUPPER

En delgrupp till en grupp G ar en delmingd H C G sa att H
bildar en grupp under samma operation som G. Om H # G ar H
en dkta delgrupp. Om H = {e} &r H en trivial delgrupp.

Lemma. Lat G vara en grupp med operation * och lat H
vara en delgrupp till G. D3 foljande géller:

(a) om f ar det neutrala elementet i H och e &r det neutrala
elementet i G, sd ar f = e;

(b) om a € H si &r inversen till a i H lika med inversen till a
i@.

Bevis. (a) Eftersom f dr det neutrala elementet i H, &r fxf =
f. Multiplicera likheten frdn hdger med inversen f~1! till f i G.
Tack vare associativiteten far vi

e f)=f1%f,

(frxf)xf=e
exf=e,
f=e

(b) Lat a € G. Lat a ! vara inversen till a i G och 1it ¢
vara inversen till ¢ i H. Da dr axc = ¢xa = f och darmed
axc=cx*xa = e ty e = f enligt (a). Detta innebdr att ¢ ar
inversen till a i G, dvs ¢ = a~!.

Sats 7.1. Lat G vara en grupp. En delmingd H C G bildar
en delgrupp om och endast om

(i) H ar icke-tom;

(ii) ax b€ H for alla a, b € H;

(ili) a=! € H for allaa € H.

Bevis. = Lat H vara en delgrupp till G. (i) géller ty H har
minst ett neutralt element; (ii) géller, ty * dr en operation pa H;
(iii) géller, ty om a € H sa har a en invers o' i H och enligt lemma
ovan a' ir lika med inversen a ! till a i G vilket ger ! € H.

< Lat H vara en delméngd till G som uppfyller (i), (ii) och
(iii). (ii) betyder att = &r en operation pad H. Associativiteten
foljer fran att x &r associativ pa hela G. Gruppens neutrala ele-
mentet e ligger i H eftersom om a € H (sddant element existerar
enligt (i)) s& dr a=! € H enligt (iii) och e = axa~! € H enligt
(ii). Detta ger att e ar ett neutralt element i H. Varje element
a € H har en invers i H, nimligen a~!, som ligger iH enligt (iii).
Alltsa dr H en grupp m a p .

Exempel 1. U = {z € C| |z| = 1} 4r en delgrupp i C\ {0} =
C* under multiplikation. (Visal!)

Exempel 2. Alla (n x n)-matriser med reella element och
med determinant lika med 1 &r en delgrupp (betecknas SL,(R))
till gruppen GL,(R) av alla (n x n)-matriser med reella element
och med determinant # 0 under matrismultiplikation. Vi har

A,B € SL,(R) = det A =1 =det B = det(AB) = det Adet B =1 => AB € SL,(R)

vilket visar slutheten. Om A € SL,(R) och A™' &r inversen
till A si giller AA~! = E (E #r enhetsmatrisen), 1 = det E =



det AA™! = det Adet A™! vilket ger nu det A™! =1sd att A~ €
SL,(R).

Exempel 3. De jimna permutationerna i S, bildar en del-
grupp - den alternerande gruppen (Sats 7.2).



