Algebraiska strukturer, 6 mars, 11 mars

HOMOMORFIER AV RINGAR

En avbildning & : R — S mellan ringar kallas en ringhomo-
motfi, eller bara homomorfi om

o &(a+b) = P(a) + ®(b) for alla a, b € R.
e ®(ab) = ®(a)®(b) for alla a, b € R.

Alltsé ar & speciellt en grupphomomorfi mellan de additiva
grupperna i R och S (®(0g) = 0g, ®(—a) = —®(a), ®(na) =
n®(a), Ya € R).

En ringisomorfi = en bijektiv ringhomomorfi.

Exempel 1. Definiera ® : Z — Z,, genom ®(k) = [k],,. D& &r
® en ringhomomorfi men ej isomorfi.
2. Definiera @ : C - M>(R) genom

®(a+ib) = < _“b Z)

® ir en injektiv ringhomomorfi:

®((a+ib) + (c+id)) =®((a+¢) +i(b+ d))

)
(—abtcd Ziccl):(—ab Z) (—C Ccl>

®(a + ib) + (c + id),

®((a +ib)(c+1id)) = ®((ac — bd) + i(ad + bc))
®(a + ib)d(c+ id) = ( - Z) ( < ‘Z)

BILD OCH KARNA

Il

—ad —bc ac—bd

ac—bd ad+be
—ad —bc ac—bd

( ac—>bd ad+ bc

Om & : R — S &r en ringhomomorfi ges bilden till & av
®(R) =Im® ={®(a) € S |a € R}
och kérnan till ¢ av

ker® = {a € R| ®(a) = 0s}



IDEAL

En delring I till en ring R &r ett ideal om ab € I och ba € I for
alla a € R och alla b € I. Det betyder att I ar invariant under
multiplikation med alla element i ringen.

Exempel 1. nZ ar ett ideal i Z.
2. Zirejideal iQ tyte@,1€Z,men L -1¢7Z.

Sats 45.1. Lat & : R — S vara en ringhomomorfi. D3 géller
att

(i) ®(R) &r en delring i S.

(ii) ker ® &r ett ideal i R.

(iii) @ ar injektiv omm ker ® = {Og}.

Bevis. Eftersom @ &dr en grupphomomorfi mellan de additiva
grupperna har vi att ®(R) och ker ® ar additiva delgrupper till
(S, +) respektive (R, +). Det racker nu att se pa multiplikationen.

(i) Om b = ®(a) och b' = ®(a') i (R) ar

bb' = &(a)®(a’') = ®(aa’) € ®(R)

dvs ®(R) ar sluten under multiplikation. Detta visar att ®(R) &r
en delring i S.
(iil) Oma € R b € ker ® & ab, ba € ker @, ty

®(ab) = ®(a)®(b) = ®(a)0s = 0g
®(ba) = (b)®(a) = 0s®(a) = 0s

vilket visar att ker ® &ar sluten under multiplikation och darmed
ar en delring i R, och att ker ® ar ett ideal.
(iii) samma som for grupper.

Varje element a i en ring R genererar ett ideal (a) (ett hu-
vudideal, det minsta ideal som innehaller a) som bestar av alla
element som kan skrivas ). biac; for b;, ¢; i R.

Om R ar kommutativ , a € R, s& ar

(@) = {ra|r € R}.

Exampel. 1. Varje ideal i Z &r ett huvudideal.

Bevis. Lat I vara ett ideal 1 Z, I # {0} och lat k vara det
minsta positiva heltal som ligger i I. Da har vi att km € I for
allam € Z och darmed kZ C I. Antag att det finns z € I som inte
tillhor kZ. Enligt divisionsalgoritmen, x = kq + r, dir q,r € Z
ochO0<r <k Eftersomzel kgel,farviattx —kqg=r€l
som strider mot minimalitetet av k. Darfor I = kZ = (k).

2. Varje ideal i K[z] r ett huvudideal (skall bevisas senare)

3. Om K ar en kropp da saknar K icke-trivialla ideal I, dvs
I#{0}, 1 #K.

Bevis. Om T &r ett ideal, I # {0}, har I ett element r # 0.
D4 har vi att r—'r = 1 € I (varje element r # 0 i en kropp har en
invers) och s-1 € I for alla s € K, som medfor att I = K.



KVOTRINGAR

Lat I vara ett ideal i en ring R. Eftersom I dr en delgrupp
i den additiva gruppen i R kan vi definiera R/I som en abelsk
grupp (med operation +: (a+I)+ (b+1I) = (a+b)+1I).
Lemma. Om [ &r ett ideal i en ring R géller att

a+I=c+ITochb+I=d+1=>ab+1=cd+1.

Bevis. a+I =c+I=>(a—-c)e€l,ochb+I=d+1=
(b—d) € I. Darmed géller att

ab—cd=ab—ad+ad—cd=a(b—d)+ (a—c)d

som ligger i I eftersom [ &r invariant under multiplikation med
element i R.

Vi kan nu definiera en ringstruktur pa R/I:
(a+I)+(b+1) = (a+b)+1, (a+I)-(b+I) = ab+I, for allaa,b € R.

Ovning. Visa att R/I med de tva operationerna r en ring. Denna
ring kallas kvoten av R med I.

Exempel. (n) = nZ ar ett ideal i ringen Z och kvoten Z /nZ
ar Zp,.

ISOMORFISATS
Om I ar ett ideal i R finns en naturlig surjektiv homomorfi
®:R— R/I

genom ®(a) = a+ I, for alla a € R.

Sats. Om 6 : R — S ir en ringhomomorfi da &r
R/kerf =~ 6(R).

Bevis Definiera ® : R/ kerf — 6(R) genom ®(a + ker) =
0(a). Eftersom vi vet att det dr en isomorfi av abelska grupperna
(R/ker@,+) och (A(R),+) (se fundamentala homomorfisatsen for
grupper) racker det att visa att multiplikationen bevaras.

®((a +ker0)(b +kerf)) = ®(ab+ kerf) =
= 6(ab) = 6(a)0(b) = ®(a + ker §)®(b + ker§).

KVOTRINGAR AV K][z]

Polynomet z2 + 1 saknar nollstiille i R, men har ett nollstélle i den
storre kroppen C (R C C). De komplexa talen fas fran de reella
talen precis genom att lagga till ett nollstéille, som vi kallar ¢, till
polynomet z? + 1 € R[z]. Vi far se vidare att C ~ R[z]/(z? + 1).

Om vi har nagot polynom som saknar nollstélle i K[z] kan vi
uppfinna ett nollstélle till polynomet genom att betrakta en ny



kropp L, som “innehaller” K och &r av typen K|[z]/(p(z)), dar p
ar ett irreducibelt polynom i K[z].

Sats 40.2 (47.2) Om K &r en kropp, p(z) =ao+ a1z +...+
anz™ ar ett polynom av grad n i K[z], och I &r idealet (p(z)) i
K|z] sa géller att

(i) varje sidoklass kan skrivas entydigt som

I+ (bo +biz+...+ bn_lw"_l),

dar bo, bl;---ybnfl € K.

(ii) {I+b:be K} ar en delkropp till K[z]/I som &r isomorf
med K.

Bevis. (i) Lat I + f(z) € K[z]/I. Enligt divisionsalgoritmen
kan f(x) skrivas som f(z) = ¢(z)p(z) + r(z) med ¢,r € K[z], dar
grad r(z) < grad p(z) eller r(z) = 0. Eftersom f(z) —r(z) =
q(z)p(z) € I far vi att f(z) € I +r(z) och

I+ f(z)=1+r(x).
Vidare,
I+ (o+bix+...4+b, 12"t =
I+(co+ciz+...4+cp 1™ 1)
medfor att
(bo—co)+ (b1 —ci)x+ ...+ (by 1 —cn 1)zt eI
och

(b() — Co) + (b1 — Cl)."L' +...+ (b",1 — CTL,1).’)L'7L_1 =0,

ty alla nollskilda polynom s(x) i I har grad storre eller lika med
grad p(xz) = n. Alltsd kan vi konstatera att co = bg,...,cp—1 =
bn—1 och varje sidoklass i K[z] kan representeras av exakt ett
polynom by + bz + ...+ b, 12" L.

(ii) Betrakta funktionen ® : {I+b:be K} — K, ®(I+b) = b,
be K.

Anmirkning. Lat p(z) € K[z] och I = (p(z)). Da géller att
I+ f(z) =1+ r(z), dir r(x) ar resten vid division av f(z) med
p().

Exempel. Ringen R[z]/(z? + 1) dr isomorf med de komplexa
talen C.

Bevis. Varje sidoklass i R[z]/I, dir I = (2® + 1), kan skrivas
entydigt som a+bz+I, dér a, b € R. Avbildningen ® : R[z]/I — C
som ges av ®(a + bx + I) = a + ib ar valdefinierad eftersom alla
sidoklasser i R[z]/I har en unik representant av grad hogst 1.
Vidare dr den bijektiv och uppfyller

(i) om vi betecknar a + bz + I = [a + bz], d& ar

®([a + bx] + [c + dx]) =
®([(a+c)+ (b+d)x]) =

(a+c)+i(b+d)=(a+ib) + (c+1id) =
®([a + bx]) + ®([c + dx])



®([a+ bx] - [c+ dzx]) =
®(ac + (ad + be)z + bdx® + 1) =
®(ac — bd + (ad + bc)x + T) =
(ty bdz? = bd(2®> + 1) —bd € —bd + I) =
ac—bd + (ad + be)i = (a + bi) - (c+ di) =
®([a + bx])®([c + dz]).

Alltsa &r Rz]/I isomorf med C.

Polynomet z? + 1 har ett nollstille i R[z]/I (pa grund av iso-
morfi a — a + I, a € R skall koeficienterna a i polynomet inter-
preteras som a + I = [a]): a = [z] uppfyller o? + [1] = [0], ty
[z)* +[1] = [2* + 1] = [0].

Sats 40.1 (47.1) Om K &r en kropp och p(z) € K|z] sa géller
att K[z]/(p(x)) &r en kropp omm p(z) &r irreducibelt i K[z].

Bevis. Antag att p(z) &r irreducibelt och lat T = (p(x)).
Antag att g(x) + I # I dvs g(z) ¢ I vilket ar ekvivalent att p(x)
inte delar g(z).

Da ar SGD(p(x),g(x)) = 1 och dérmed finns det polynom
h(z), l(z) € K[z] sa att

1 =S5GD(p(z), 9(z)) = p(x)h(z) + g(x)l ().
Vidare ar 1 — g(z)l(z) = p(z)h(z) € I och g(z)l(z)+ I =1+ 1.
Detta innebéir att
Uz)+D(g(z)+ ) =1+1.

Elementet g(z) 4+ I ar alltsd inverterbart med inversen I(z) + I.
Antag att p(z) inte &r irreducibelt och grad p(z) > 0, dvs
p(z) = a(z)b(x), dir a(z), b(z) € K[z] & av grad > 1. D4 &r

a(@)b(z) +I=1

och darmed
(a(x) + D)(b(x)+1) =1

som medfor att a(z) + I ar en nolldelare i K[z]/I. Alltsa &r
K[z]/(p(z)) inte en kropp.

Om grad p(z) = 0 eller p(z) = 0 & KJ[z]/(p(z)) inte nagon
kropp heller (Varfor?)

Sats 40.3 (47.3) Om K &r en kropp sa géller att varje ideal
i K[z] ar ett huvudideal.

Bevis. Lat I vara ett ideal i K[z]. Om I = {0} da ar det
huvudideal. Lat I # {0} och lat p(z) vara ett polynom av minsta
grad i I. Da &r p(z)q(z) € I for varje g(z) € K[z] och ddrmed
(p(z)) Cc I. Lat f(z) € I. Enligt divisionsalgoritmen kan f(z)
skrivas som f(z) = q(z)p(z) + r(z) dar ¢(z), r(z) € K[z] och
grad r(z) < grad p(z) eller r(z) = 0. Eftersom f(x), ¢(z)p(z) € I
far vi att f(z) — g(z)p(z) = r(z) € I och darfor r(z) = 0, dvs
f(z) € (p(x)). Alltsa ar I = (p(x)).




SPLITTRINGSKROPP

Varje polynom med koeeficienter i en kropp kan uppdelas i férsta-
gradsfaktorer i en 1amlig utvidgning av denna kropp.

Sats. Lat K vara en kropp och p(z) vara ett irreducibelt
polynom. Da existerar en kropp L D K sadan att p har ett
nollstalle i L.

Bevis. Lat L = K[z]/(p(z)) och I = (p(z)). Vi vet att L &r
en kropp och att den innehaller en delkropp som &r isomorf med
K sa att vi kan identifiera varje element [ +b € L med b € K.

Lat p(z) = ag + a1z + . . . + anz™ och lat o beteckna elementet
I+2xz€eL. Da

pla)=ap+a(I+z)+...+a,(I +2)" =
I+(ag+az+...+a2")=1+p(z)=1

vilket dr noll i L.

Sats. Lat p(z) € K[z] och grad p(z) > 1. Da existerar en
kropp L O K sadan att p ar en produkt av férstagradsfaktorer i
Liz].




