Algebraiska strukturer, 28 januari

RELATIONER

En relation R pa en mingd X dr en godtycklig mangd bestaende
av par (z,y), dar z, y € X.

Man skriver  ~g y (z ~ y) om (z,y) € R. Men ersétts
oftast med andra tecken som traditionellt betecknar kénda rela-
tioner t ex med “<” eller “|”.
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Exempel. 1. Lat X = N och lat Ry = {(z,z),z € N}. R;
beskriver likheten: * ~g, y omm x = y.

2. Lat X = Z och Ry = {(z,z + 5k),z € Z,k € Z}. Da
x ~pg, y omm 5|(z —y).

3. Lat X = R och Rs = {(z,y),z < y}. R3 beskriver relatio-
nen “mindre eller lika”.

EKVIVALENSRELATIONER

En relation ~ pa X &r en ekvivalensrelation om
oz~ z for alla z € X (reflexiv)

e r~y& y~ z (symmetrisk)

e r~yochy~z= 1z~ 2z (transitiv)

Relationerna R, Ry ir ekvivalensrelationer, Rz ir ej symmetrisk.

PARTITIONER

Lat X vara en mingd, X; C X, X; #0, « € I. Man siiger att X;,
i € I, utgor en partition av X om

X = UjerX; och X; ﬂXj ={ da X; 75 Xj.
Lat ~ vara en ekvivalensrelation pd X och z € X. Mingden
2] ={y e X, ddry ~ 2z}, z€X.

[x] kallas da for ekvivalensklassen till  under ~.

Sats 9.1. Ekvivalensklasserna under varje ekvivalensrelation
pa X bildar en partition av X. Omvént, givet en partition sa finns
det ekvivalensrelation pa X, vars ekvivalensklasser utgors precis
av X;, i€ I.

Bevis. 1. Lat ~ vara en ekvivalensrelation pa X. Eftersom
xz ~ z for varje x € X, giller z € [z] och X = Ugex[z] (unionen
av alla ekvivalensklasserna).

Lat nu [a] och [b] vara tva icke-disjunkta ekvivalensklasser.
Vi vill visa att [a] = [b]. D& far vi att tva ekvivalensklasser
antingen ar lika eller disjunkta. Eftersom [a]N[b] # 0 finns det
¢ som tillhér saval [a] som [b]. Ur symmetriet och transitiviteten
foljer att

c€lalochceb)=>a~cochec~b=>a~b



Vilj nu z € [a] godtyckligt. Da géller  ~ a som tillsammans med
a ~ bger z ~boch dirmed z € [b] och [a] C [b]. Av symmetriskél
har man ocksa [b] C [a] och alltsa [a] = [b].

2. Definiera ~ enligt

z ~y < x och y tillhér samma X;

Reflexivitet och symmetri dr uppenbara. ~ &r transitiv, ty x ~ y
och y ~ z & det finns 4 € I s att z,y € X; och det finns j € I
sa att y,z € X; varav y € X; N X;. Eftersom X; N X; # () omm
X; = Xj, far vi att z,y,2 € X; = Xj, dvs & ~ 2. Altsd &r ~ en
ekvivalensrelation. Det framgar ocksa att ekvivalensklasser under
~ utgdrs av mingderna X;, ¢ € I.

Ur sats 9.1 foljer att tva ekvivalensklasser antingen &r lika eller
disjunkta och dessutom z € [a] omm [z] = [a].

DELBARHET

Definition. Om a och b &r tva heltal sé siger man att b delar a
om a = bq, dar g &r ett heltal. Detta betecknas b|a.

Nagra egenskaper hos delbarhetsrelation.

Lat a, b, ¢ € Z. Da giller

(a) om d|a och d|b s galler d|(a £ b);

(b) om a|b och b|c sa géller alc;

(c) om alb och bla sa &r b = =+a.

KONGRUENSER

Lat n vara ett positivt heltal, a, b € Z. Man séger att a och b ir
kongruenta modulo n om n|(a —b). Man skriver a = b mod n
eller a =, b. Uttrycket a = b mod n kallas kongruens.

Sats 10.1. Kongruens modulo n dr en ekvivalensrelation pa
Z for varje positivt heltal n.

Bevis. Reflexiv: a € Z = a = a mod n, ty a—a = 0 och n|0.

Symmetrisk: a,b € Z och a =b mod n = n|(a — b) = n|(b—
a) =>b=a mod n.

Transitiv: a,b,c € Z,a =b mod n, b=c mod n = n|(a —b)
och n|(b—c) = n|((a—b)+ (b—c)), dvs n|(a—c¢) = a = ¢ mod n.

Ekvivalensklasserna under denna ekvivalensrelation kallas kon-
gruensklasserna modulo n.
Exempel. Det finns tre kongruensklasser modulo 3:

Ol={z€Z,2=30}={zx€Z,3|z}={...,-3,0,3,.. .},
M={2€Z,z2=51}={z € Z,3|(z-1)}={...,-2,1,4,.. .},
2l={zr€Z,z=32}={z€Z,3|(z-2)} ={...,-1,2,5,...}.

Divisionsalgoritmen. Om a och b &r heltal och b # 0 s& ar
a=bg+r, dar 0 <r < |b).

Bade ¢ och r dr definierade entydigt av a och b.
Definition. Talen ¢ och r i Divisionsalgoritmen kallas for
kvoten och respektive resten vid division av a med b.




Sats 10.2. Lat n vara ett positivt heltal. Varje heltal &r
kongruent modulo n med precis ett av heltalen 0, 1,...,n — 1.
Bevis. Lat a € Z. Enligt Divisionsalgoritmen &r

a=nqg+r, dir0<r <n.

Da ar a — r = nq vilket medfor att n|(a —r) och a =, r. Vi har
alltsa att a ar kongruent med minst ett av heltalen 0, 1,...,n—1.
For att visa unikness antar vi att @ =, s, dir 0 < s < n. Da
géller a — s = nt, for nagot heltal ¢, och a = nt + s. Detta medfor
att s = r, ty resten ar definierad entydigt av a och n.

For kongruensrelationen modulo n har man
[z] = [r], dér r &r resten vid divisionen av z med n ,

ty & =, r och ddrmed z € [r], och eftersom olika kongruensklasser
saknar gemensamma element far vi [z] = [r].

Av sats 10.2 foljer att det finns precis n kongruensklasser mod-
ulo n: [0], [1],...,[n —1].

Mingden av alla kongruensklasser kommer att betecknas med
Zp={[0],[1],-..,[n — 1]} eller Z,, = {[0]n, [1]n,-- -, [0 — 1]n} eller
enkelt Z,, = {0,1,...,n —1}

Definition. For [a], [b] € Z,, definierar vi

[a] ® [b] = [a + b] och [a] @ [b] = [ab].

Ar operationerna vil-definierade?

Lemma. I Z,, giller foljande:

om [a1] = [a2] och [b1] = [be] s& &r [a1 + b1] = [a2 + b2] och
[albl] = [a2b2].

Sats 11.1. Z,, &r en abelsk grupp med avseende pa operatio-
nen .
Bevis. Associativitet:

[a]® (bl @ [c]) = [a] ® [b+ ] = [a+ (b+ )]
([a]@ b)) @ [c] = [a+b]@[d] = [(a +b) + ]

sa att [a] @ ([b] @ [c]) = ([a]® [b]) ®[c], ty a+ (b+¢) = (a+D) +c.

[0] &r det neutrala elementet. Inversen till [r] &r [—r], ty [r] ©
[=r]=[r—r]=[0] = [-r +r] = [-r]®[r].

Alltsé dr Z,, en grupp. Den &r abelsk, ty [a] ® [b] = [a + b] =
[b+a] = [b] ® [a].

Obs! (Z,,®) &r aldrig en grupp, ty [0] saknar invers. Z, \
{[0]}, ®) behdver inte heller vara en grupp, ty t ex [2]® [3] = [6] =
[0] i Zs.




