Algebraiska strukturer, 27 februari

PRODUKT AV RINGAR
Lat Ry, Rs,..., Ry vara ringar. Méingden
Ry X Ry X ... % Ry,

ar en ring med avseende pa koordinatvis addition och multiplika-
tion dvs

(1,72, ooy k) + (P15, oy mg) = (P2 + 7, T 1),

(r1,72, e, Te)(r,1h, ooy 1y) = (rarl, marhy, o TRTY).

ISOMORFT AV RINGAR

Precis som for grupper ar det intressant att veta vad man skall
mena med att tva ringar egentligen dr samma ring.

Tva ringar R och S ar isomorfa om det finns en bijektion
® : R — S som uppfyller

e &(a+b) =®(a)+ (), for allaa, b € R.
o &(ab) = ®(a)®(b), for alla a, b € R.

P4 vénstra ledet 4r + och - operationerna i R och pa det higra
ledet dr + och - operationerna i S.

Avbildningen ® kallas d& en isomorfi av ringar (eller ringi-
somorfi) och vi skriver R~ S.

Eftersom en ringisomorfi ® : R — S &r en isomorfi av abelska
grupperna (R, +) och (S, +) sé giller féljande:
e $(0) =0, ®(—a) = —®(a), (ma) = m®(a) da a € R och
me€ ZL.

Exempel. Zg ~ Zo X Z3.
Bevis. Betrakta ® : Zg — Zg X Zs, dar ®([a)e) = ([a]3,[a]2).

e Definitionen av denna avbildning beror inte pa heltalet a
som definierar kongruensklassen (véildefinierad): Om [a]s =
[ble sd &r [a]s = [b]s och [a]2 = [b]2, ty 6|(a — b) implicerar
att 3|(a — b) och 2|(a — b).

e & ir injektiv, ty
®([ale) = ®([ble) © (lals, [al2) = ([b]s, [b]2) &
[a]s = [b]s, [a]> = [b]2 & 3[(a —b),2|(a - b) =
6/(a —b) & [als = [D]s
o & ir surjektiv, ty ® &r injektiv och |Zg| = |Z2 % Z3| = 6.
e & bevarar operationer:

a+bls) = ([a + b3, [a+b]2) =

b2, [b]s) = @([ale) + ([ble),
= ®([able) = ([ad]s, [ab]s) =

= ([a]s, [a]2)([b]2, [b]s) = ®([ale)®([b]6)



Detta visar att ® ar en isomorfi.

KARAKTERISTIK

Lat R vara en kommutativ ring med ettan e. Vi séger att R har
karakteristik n om n ir den additiva ordningen av ettan i R,
dvs om n &r det minsta positiva heltal sa att

ne=e+e+...+e=0.
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Om saddant n inte existerar séger vi att R har karakteristik 0.

Karakteristiken av R kommer att betecknas med char(R).
Ovning. Lat char(R) = n. Visa att na = 0 {or varje a € R.

Exempel. (a) Ringarna Z, Q, R, C har karakteristik 0, ty
nl # 0 da n dr ett positivt heltal.

(b) Z,, har karakteristik n, ty den additiva ordningen av [1] &r
n.

Sats 27.1 (24.1) Karakteristiken av ett integritetsomrade &r
ett primtal eller Q.

Bevis. Lat D vara integritetsomrade och 1at e beteckna ettan
i D. Antag att karakteristiken n &r sammansatt, n = pg # 0. Da
galler

O=ne=¢e+e+...+e=(e+e+...+e)(e+e+...+e) = (pe)(ge)
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n P q
men eftersom D saknar nolldelare méaste en av faktorerna vara
noll, vilket motsidger minimaliteten hos 7.

Sats 27.2,3 (24.2,3) Om ett integritetsomrade har karakter-
istik p # 0 (respektive p = 0) innehaller D en delring K isomorf
med Z,, (respektive Z).

Bevis. 1. Lat char(D) = p # 0. Lat K = {ke,k € Z}.
Eftersom den additiva ordningen av e &r p har vi att |K| = p.
K &r en delring till D (Varfor?). Vi kan definiera en avbildning
® : Zp — K genom ®([k]) = ke, for alla heltal k € Z. Denna ar
véldefinierad, eftersom [n] = [m] ger att p|(n—m) dvs n—m = ¢p
for ndgot g € Z, vilket visar nu att ne—me = (n—m)e = gpe = 0,
dvs me = ne. ® uppfyller ®([m] + [n]) = ®([m]) + &([n]) och
®([m][n]) = &([m])®([n]), d&a m, n € Z. ® &r injektiv ty ®([m]) =
®([n]) © &(m—-n]) =0& (m—n)e=0< plm—n & [m] = [n].
|®(Zyp)| = p = |K|. Alltsé &r K isomorf med Z,.

2. Lét char(D) = 0. Ovning.

POLYNOM

Ett polynom med koefficienter i en ring R kan vi se som ett
formelt uttryck
ag+ar1r+ ...+ az”,

dér ag, a1,...,an € R.



Vi kan addera och multiplicera tva polynom:

(a0+a1w+)—|—(bo+b1m—|—) =(a0+b0)—|—(a1 +b1)$+
(ap + a1z + ... + apz™)(bg + b1z + ... + bpz™) = co + 1T + . .. + Cppmat™,
cp = Zfzo a;by_;
for kK = 0,1,...,m + n. Méingden av polynom med koefficien-

ter i R bildar en ring, R[z]-polynomringen 6ver R. Om R ir
kommutativ blir R[z] kommutativ.

Den ledande termenip(z) = ag+a1z+. . .+apz™ ir apz™ om
an, # 0. Da kallas a,, den ledande koefficienten och polynomets
grad dr n (grad p(z)). Vi antar att graden av nollpolynomet &r
—1.

Fran och med nu forutsétter vi att K &r en kropp.

Divisionsalgoritmen. Om f(z) och g(z) &r polynom i K[z],
dar K &r en kropp, och g(z) # 0, finns det tva entydigt bestamda
polynom ¢(z) och r(z) i K[z] s att

f(@) = q(z)g(x) + r(z)

och gradr(z) < gradg(z).

Bevis. Gor induktion 6ver graden av f(z) och eliminera den
ledande termen i f(z) med hjilp av 2%g(z), dir d = gradf(z) —
gradg(z).

Ett polynom med ledande koefficient 1 kallas moniskt.

Vi sdger att f(z) delar g(z) i K[z], eller f(z)|g(z), om det
finns ett polynom h(z) € K[z] sa att g(z) = f(z)h(z), dvs om
resten vid division av g(z) med f(z) &r noll.

Man sdger att a € K &r ett nollstalle till f(z) € K[z] om
f(@) =o.

Faktorsatsen. Om f(z) € K[z] och K &r en kropp, géller att

(z —a)|f(z) & fla) =0

for alla a € K.

Bevis. (=): Antag att (z—a)|f(z). Da ar f(z) = (z—a)g(z)
for nagot g(z) € K[z], och ddrmed f(a) = (a — a)g(a) = 0.

(<): Antag att f(a) = 0. Anvind divisionsalgoritmen for att
skriva f(z) = q(z)(z — a) + r(z), dar gradr(z) = 0 eller r(z) = 0.
Eftersom f(a) = 0 far vi 0 = g(a)(a — a) + r(a), och dirmed
r(z) =0, eftersom 7(z) dr ett konstant polynom.

Sats. Om f(z) och g(z) &r polynom i K|[z], K&r en kropp,
finns det ett unikt moniskt polynom d(z) i K[z] si att

(a) d(z)|f (=) och d(z)|g(z) och

(b) om ¢(z) i K[z] s.a. ¢(z)|f(z) och c(x)|g(z) s& c(z)|d(z).

Detta element kallas storsta gemensamma delaren till f(z)
och g(z) (SGD(f(x),g(x))). Dessutom, finns det polynom a(z)
och b(z) i K[z] sadana att

SGD(f(x),9(x)) = a(z)f(x) + b(z)g(z).



Satsen visas genom att utféra Euklides algoritm (precis som
for heltal)

SGD(f,g) ar maximalt element (av hogsta grad) bland de
moniska gemensamma delarna till f(z) och g(x).



