Algebraiska strukturer, 4 mars

REDUCIBLA OCH IRREDUCIBLA POLYNOM

L&t K vara en kropp. Ett icke-konstant polynom f(z) € R[z]
ar irreducibelt 6ver R eller irreducibelt i R[z] om det inte
finns polynom g(z) och h(z) i R[z] av grad storre &n noll sa att
f(z) = g(z)h(z). Om f(z) € R[z] &r icke-konstant polynom som
inte ar irreducibelt 6ver R sa kallas det reducibelt 6ver K eller
reducibelt i R[z].

Exempel. (a) Varje polynom av grad 1i K|[z] r irreducibelt.

(b) z? + 2 &r irreducibelt i R[z], men reducibelt i Clz], ty
22 +2 = (z —ivV2)(z +iV2).

(c) varje polynom av grad 2 och 3 ar irreducibelt i K[z], dar
K &r en kropp, omm det saknar nollstille i K: om f(a) = 0 sa
ir f(z) = (x —a)g(x) och grad g(z) > 1 varav f(z) ir reducibelt,
omvant om f(x) = g(z)h(x) ar en faktoruppdelning av f(x) i tva
icke-konstanta faktorer s maste nagon av dessa ha grad 1 och
om g(x) = by + b1x s& ir a = —boby ! ett nollstille till g(z) och
dérmed till f(x).

(d) (Eisensteins kriterium) Lat f(z) = ag+ai1z+...+a,z"
vara ett polynom med heltalskoefficienter och 1at p vara ett primtal
sddant att plag, pla1, - - -,plan—1, p inte delar a,, och p? inte delar
ag- D& ar f(z) irreducibelt dver Q.

UNIK FAKTORISERING AV POLYNOM

Lemma. Om a(z), b(z), p(z) € K|z], dir K &r en kropp, och
p(zx) ar irreducibelt s&

p(z)la(z)b(z) = p(z)|a(z) eller p(z)[b(x)

Sats. Varje moniskt icke-konstant polynom i KJz], dir K
ar en kropp, kan skrivas som en produkt av ireducibla moniska
polynom. Faktorisering dr unik forutom ordningen av faktorerna.

Satsen och lemman bevisas pa exakt samma, sétt som motsvarande
sats och lemma for heltalen.

Exempel. 2! — 4 = (22 — 2)(2? + 2) i Q[z],
2t —4 = (z - V2)(z +v2)(«* +2) i Rlz],
ot — 4= (z - V2)(z + V2)(z + iV2)(z — iv2) i Cla].

UNIK FAKTORISERINGS OMRADE

Z, K[z], dar K &r en kropp, r standarta exempel pa integritet-
somréde som har unik faktorisering: varje positivt heltal (moniskt
polynom) kan skrivas som en produkt av primtal (respektive irre-
ducibla moniska polynom) och sddan faktorisering ar unik férutom
ordningen av faktorerna.

I ett integritetsomrade D sédger vi att
e g delar b om det finns ¢ € D sa att b = ac

e a ir en enhet om a delar 1 (a har en multiplikativ invers)



e a # 0 ar irreducibelt om a ej ar enhet och a = bc innebér
att antingen b eller ¢ dr en enhet.

Exempel. (a) Enheter i Z ar £1. Irreducibla element &r +p
dar p ar ett primtal.

(b) Enheter i en kropp K &ra # 0, a € K. Irreducibla element
saknas.

(c) Enheter i K[x] 4r konstanta polynom # 0. Irreducibla
element &r irreducibla polynom.

Vi siger att D har unik faktorisering om

e varje element a € D kan skrivas som en produkt av irre-
ducibla element a = pi1ps ...pn

eoma € Docha=pp...ps = qq2-..q, dir p;, g; &r
irreducibla sa &r s = t och p; = e;q;, dar e; ar enheter, vid
lamligt numerering av faktorerna.

Exempel. (a) Z, K[z], dir K ar en kropp, har unika faktoris-
ering. (24=2-2-3-2=(—2)-(—3)-2-2. Hir ar —2=(-1)-2,
—3=(-1)-3 och —1 &r en enhet i Z.

(b) Z[v/=3] = {a +ibv/3 : a,b € Z} saknar unik faktorisering
(¢ &r den imé#ginira enheten).

Bevis. Z[/—3] ir ett integritetsomrade (Varfor?).

Definiera N : Z[v/—3] — Z™ (Z* &r mingden av icke-negativa
heltalen) genom

N(a+ibV3) = |a +ibV3[* = a® + 3b°.
N kallas en norm pa Z[v/—3] och uppfyller
e N(z)>0daz € Z[V-3],
e N(2)=0omm z =0,
® N(z129) = N(21)N(22) d& z1, 22 € Z[/-3].

Enheter i Z[v/=3] ér 16sningar till zw = 1, 2z,w € Z[v/=3]. Vi
har att zw =1 = N(z2w) =1 & N(2)N(w) = 1 och eftersom
N(z) och N(w) &r icke-negativa heltal blir den senare ekvivalent
med N(z) = N(w) =1, dvs enheter har normen 1. Vidare,

Na+ibV3)=1ed®+30 =1 a=+1,b=0.
Klart att +1 &r enheter i Z[v/—3] och £1 &r de enda enheter som
finns i Z[v/-3].
I Z[/-3] géller att
4=2-2=(14+iV3)(1—iV3)

Om vi visar att 2 och 1 +4+/3 &r irreducibla i Z[v/—3] s visar
vi att Z[+/—3] saknar unik faktorisering.
Antag att 1 +iv/3 = zy dir 2,y € Z[\/=3]. D&

4= N(1+1iV3) = N(z)N(y)

vilket visar att N(z) = 1,2,4. Om N(z) = 1 sd &r z en enhet.
Om N(z) =4 sa dr N(y) =1 och y 4r en enhet. Om N(z) = 2



och 2 = a +ibV/3, a,b € Z, sa #r a® + 3b? = 2 vilket &r omdjligt.
Detta ger att 1+4+v/3 = zy giller i Z[/—3] omm en av faktorerna
ir en enhet, dvs 1 + iv/3 ar irreducibelt.

P4 ett liknande sétt visar man att 1—4+/3 och 2 dr irreducibla.
Alltsd saknar Z[/=3] unik faktorisering.

Varning! 13 iir e] irreducibelt i Z[v/=3] ty 13 = (1+i2v/3)(1—
i24/3), fast det &r primtal och dirmed #r irreducibelt i Z

EUKLIDISKA OMRADEN

Ett integritetsomrade D kallas Euklidiskt om det finns en funktion
d:D\ {0} = Z* sadan att

e d(ap) > d() daa #0, 5 #0
o for a, f € D dér B # 0 finns q och r sa att

a=¢B8+r medd(r) <d(f)ellerr=20

(Divisions algoritmen.)

Exempel. (a) Z ar ett Euklidiskt omrade med d(a) = |a|.
(b) K[z], dir K &r en kropp, dr ett Euklidiskt omrade med

d(f(x)) = grad f(=).

Gaussiska heltalen. Lat Z[i] = {a + bi : a,b € Z}, i &r den
imaginira enheten. Elementen i Z[i] kallas Gaussiska heltalen.
Z[i] ar ett integritetsomrade.

Sats. Z[i] &r ett Euklidisk omrade.

Bevis. Lat d(a + bi) = |a + bi|? = a* + b?. Observera att for
z =a+bi # 0 giller att d(a + bi) = a® + b*> > 1 och for z och w i
Z[i] géller

d(zw) = d(2)d(w) > d(z)

Det aterstar att visa Divisions algoritmen. Lat a, 8 € ZJ[i]
med a = a3 + azi, f = by + bai, B # 0. Vi maste hitta ¢ och
r € Z[i] sé att a = gf +r dar r = 0 eller d(r) < d(B). Vi skriver
a/p pa formen o/ = z+yi, dir z, y € Q. Lat g1, g2 vara heltal i
Z sa nira som mojligt till rationella talen 2 och respektive y. Lat
q=q +qiochr=a—-¢gB. Omr =0 sa ar vi klara. Annars,
har vi att |z — ¢1| < 1/2 och |y — ¢2| < 1/2 (enligt konstruktion
av q). Detta ger

d(r) = d(a—gf) = d(B(e/B — q)) <

d(B)d(e/B - q) < d(B)d((x + yi) — (¢1 +ig2)) <
d(B)((z — @1)* + (y — @2)*) < d(B)(1/4+1/4) < d(B).

Sats. Ett Euklidiskt omrade har unik faktorisering.




