Algebraiska strukturer, 30 januari

Lat a och b vara heltal. Med storsta gemensamma delaren
till @ och b (a # 0 eller b # 0) menar man ett positivt heltal d sa
att

1) d|a och d|b;

2) d ar delbart med varje gemensam delare till a och b.

Betecknas SGD(a,b) eller (a,b). SGD(0,0) = 0.

SGD(a,b) ar definierad entydigt, ty om bade d och d' uppfyller
villkoren ovan si géller d|d’ och d'|d vilket innebér att d = +d'.

Om SGD(a,b) = 1 sa siger man att a och b &r relativt
prima.

SGD(a,b) kan berdknas med hjilp av Euklides algoritm:
Man bildar en divisionkedja

a=bq +r, 0<r; <lb,
b=T1(]2+T2, 0<ry <ry,
r1 =7T2q3 +713, 0713 <71y,

Tn—2 =Tpn_1qn + Tn, 0<r, < Tn—1,

Tn—1 = Tnqn+1-

Vi pastar att v, = SGD(a,b). ry|a och r,|b, ty fran likheterna
foljer att rp|rn_1 = ru|tn_2 = ...1Ta|b = ryla.

Om ¢ nu ar en godtycklig gemensam delare till a och b si visar
den forsta likheten att g|r;. Alltsd ger den andra att g|ra, osv,
g|rn. Detta visar pastaendet.

Proposition. For varje par av heltal a och b finns det tva
heltal m och n sddana att SGD(a,b) = am + bn.
m och n kan berdknas med hjilp av Euklides algoritm.

Med minsta gemensamma multipeln till ¢ och b menar
man ett positivt heltal m som &r delbart med a och b och som
delar varje gemensam multipeln av a och b. Minsta gemensamma
multipeln av a och b definieras entydigt av dessa tal (varfor?).
Betecknas MGM (a,b).

Man sdger att ett positivt heltal p dr ett primtal om p har
exakt tva olika positiva delare: 1 och p.

Aritmetikens fundamentalsats. Varje heltal n > 1 &r en
entydig produkt av primtal dvs om

N =Pp1P2-..Pm = PiPs - --Dhs

dar p; och p;- ir primtal sa dr m = n och vid lamplig numrering
av faktorerna ar p; = pj.

Lemma 1. Lat p vara ett primtal, a,b € Z. Om p|ab sa géller
pla eller p|b.

Bevis av Lemma 1. Antag att p fa. Da & SGD(p,a) =1
och det finns m, n € Z sa att 1 = pm + an. Detta ger b =
pbm + abn. Eftersom p|pbm och p|abn, far vi pl|b.

Lemma 2. Lat p vara ett primtal ay,...,a; € Z. Om
plai . ..ay sa giller pla; for nagot i.



Bevis av Lemma 2. Vi visar pastdendet med induktion
med avseende pa antalet faktorer k i produkten. Fallet &k = 1
ar klart. Lat k > 1 och antag att pla; ...ax—1 medfor pla; f6r
nagot i € {1,...,k —1}. Lat play ...a. Enligt Lemma 1, play
eller play ...ax—1. Om play sa] ar vi klara. I annat fall ger induk-
tionsantagandet att p|a; for nagot i € {1,...,k — 1}. Beviset ar
klart.

Bevis av satsen. Forst visar vi med induktion att varje heltal
n > 1 ar en produkt av primtal. n = 2 ar klart. Lat n > 2 och
antag att varje heltal k, 1 < k < n, &r en produkt av primtal. Lat
p vara minsta dkta delaren till n (p # 1). D4 &r p ett primtal, ty
annars har p en dkta delare som ar automatiskt en delare till n.
Vi har n = pq, dir 1 < g < n. Enligt antagandet ar ¢ en produkt
av primtal vilket visar att n dr en sadan produkt.

Entydigheten. Lat

P1D2 - - Pm = PiDh - - Dy, (1)

dar p; och p} ar primtal. Primtalet p; delar p;...p,. Detta
ger p1|piph - . . pl,. Enligt Lemma 2 p;|pj, for ndgot k och dérmed
p1 = pj,. Vieliminerar p; fran vénster och pj, fran hoger i likheten
(1) och far

P2 Pm =Dy - -p;c—1p;c+1 .

Vi uppreppar samma argumenter och far m = n, varje p; &r lika
med nagot pg, ty vi inte kan ha alla primtal borttagna pa en av
sidorna och ha nagra kvar pa den andra.



