Algebraiska strukturer, 4 februari

GRUPPER

Nagra enkla egenskapper hos grupper. Lat G vara en grupp.
Da giller foljande

e a,b,ceGochab=ac=b=c
e a b ceGochba=ca=b=c;

e a,b € G = ekvationen axz = b (xa = b) har precis en 19sning
x = a~1b (respektive z = ba"1);

cacG=(a ) t=gq
e a,beG= (ab)~ ! =b"ta"!

Bevis=Ovning.

Antalet element i en &ndlig grupp kallas gruppens ordning
och betecknas o(G) eller |G|. Om G har odndligt manga element
sdger vi att G har odndlig ordning och skriver o(G) = oo eller
|G| = o0.

CYKLISKA GRUPPER

Lat G vara en grupp, a € G. Vi vill bestimma den minsta del-
grupp till G som innehéaller a. Den maste innehalla

3

a,aa =a%,aca=ad%,...,aa...a =a",
N——r

n ganger

identitetselementet e = a°

al(aa) t=atat=a2...(ga...a) =g lal...al =
N ——————
n ggr n ggr

Det &r litt att visa att a®a™ = a™t™ och (a®)~! = a™" for
varje m,n € Z. Enligt Sats 7.1 mingden {a",n € Z} &r en del-
grupp till G (a"a™ = a™*™ € {a™,n € Z}, (a™)™! = a™" €
{a",n € Z}). Denna delgrupp kallas fér delgruppen gener-
erad av a och betecknas med (a). Med den additiva notationen
maste man ersitta " med na(= a+a+...+a dia n > 0 och

(—a) + (=a)...+ (—a) dd n < 0). e
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Om H ar en grupp och H = (a) for nagot element a € H si
kallas H for en cyklisk grupp.

Exempel 1. Lat G = {—1,1} med den vanliga multiplikatio-
nen som operation. Da dr G = (—1) = {(-1)",n € Z} # (1).
2. Lat G =C\ {0}, a=14. Vifar

P=1t=4q?=-1,=—i,i*=1,"=14,i=—-1,...

s& att vi endast far fyra olika tal. A andra sidan &r i~! = i

s& att varje negativ potens ar lika med en positiv. Vi far (i) =
{1,4,—1,—i}.

3. Lat G = Z med additionen som operation. D& ar Z =
{n-1,n € Z} = (1). Z &r odndlig.

Det finns tva mojligheter for potenser a™ i G:



o a" # a™ for alla n #m (i detta fall ir (a) odndlig).
o det finns r < s sd att a” = a® (enligt sats 14.3 ar (a) andlig).

Sats 14.3. Lat G vara en grupp, a € G. Antag att det finns
r<s,r,s €7Zsaatt a” = a®. Da giller foljande:

e (i) Det finns ett minsta positiva heltal n sa att a™ = e.

e (ii) Om t € Z s giller a’ = e om och endast om nlt.
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e (iii) Elementen e = a°, a,...,a" ! ir olika och

(a) = {e,a,d?,...,a" '}

Bevis. (i) a" = a®,r < s & a* " =e,s —r > (. Detta visar
att det finns ett positivt heltal n € Z sa att a™ = e. Eftersom
mingden av de positiva heltalen dr nedat begrinsad finns det
minsta positiva heltal som uppfyller a™ = e.

(ii) Lat a* = e, t > 0. Da dr t > n. Divisionen av t med n ger
t=nqg+r,dar 0 <r <n. Vifar da

e = at — anq+7‘ =a™aq" = (an)qar — a7'7

som medfor att » = 0, dvs t = ng och nlt.

Om n delar t si ér t = ng och a* = (a™)? = e.

(iii) Lat r < s < n. Antag att a” = a°. Da &r a®* " = e och
0 < s —r < n vilket dr omgjligt, ty n dr det minsta positiva heltal
sd att a® = e. Detta visar att e, a,...,a” ! &r olika.

Vidare, varje a®v ir lika med en av potenserna a®,a’,...,a"" 1,
ty N=gn+r, 0 <r <nocha" =a?" = a". Detta betyder
att {a) = {e,a,...a" 1}

Det minsta positiva heltal n sa att a™ = e (additivt: na = e)
kallas for ordningen av a och betecknas o(a). Om sadant n inte
existerar skriver vi o(a) = co. Enligt sats 14.3 ar

o(a) = [(a)|

Exempel 1. G = (C\ {0},-). D4 ar o(i) = 4 (se exemplet
ovan).

2. G = (Ze,®). 23] =[3]@[3] = [6] = [0], dvs o([3]) = 2.
202) = [4] # [0], 3(2) = [6] = [0] och o([2]) = 3.

SIDOKLASSER

Lat G = Z (med addition). Kongruensen modulo n &r en ekvi-
valensrelation pa Z vars ekvivalensklasserna (kongruensklasserna)
ar [0], [1],...,[n — 1] d&r

[r] = alla heltal som ldmnar resten r vid division med n,
dvs

[0] = {kn, k € Z}
[1] = {kn+ 1,k € 7}

[r]= {kn+rkeZ}

[n— 1]={kn+(n—-1),keZ}



Vihar Z = [0]U [1]U ... U [n — 1]. Dessutom &r méngden [0] en
delgrupp till G och [r] = [0] + 7 = {a + 7,a € [0]}. [0] + r kallas
en hogersidoklass till delgruppen [0]. Vi fick en uppdelning av Z
i parvis disjunkta sidoklasser:

Z=[0U[0]+1U...U[0]+ (n—1)

Mangden Hg = {hg,h € H} (additivt: H +g = {h+g,h €
H}), dar g ar ett fixt element i G och H &r en delgrupp till G kallas
en hogersidoklass till H i G. Man séger att g ir en representant
for Hg.

Vihar a =b mod n omm a—b € [0], dvs n|a — b och kongru-
ensen modulo n definierar en ekvivalensrelation.

Sats 16.1. Lat H vara en delgrupp till en grupp G. Da &r
relationen ~ pa G definierade enligt

a~bomm ab~! € H (additivt: a — b € H)

en ekvivalensrelation pa G med ekvivalensklasserna Hg, g € G
(additivt: H + g).

Bevis. Reflexiv: z ~z ty 227! =e € H.

Symmetrisk: ¢ ~y < 2y~! € H & (zy~!)~! € H. Eftersom
(xy=1)! = (y71) 71z~ = yz~! far vi yz=! € H och dirmed
Yy~ .

Transitiv:  ~ y ochy ~ z = zy~! € H och yz—! € H.
Eftersom H ér en delgrupp far vi att zz=! = (zy1)(yz~!) € H
dvs = ~ z.

Altsd dr ~ en ekvivalensrelation.

Ekvivalensklassen till x € G ar

[2] ={y € G,y ~ 2} = {y,y=™" € H} = {y,y € Hz} = Hu.

Enligt Sats.9.1. och Sats.16.1 far vi att hogersidoklasserna
bildar en partition av G dvs

e G= UgEGHga

e HgpyNHgs # ) = Hgy = Hgs, dvs tva hogersidoklasser
antingen &r lika eller disjunkta.

Dessutom har vi att
e g€ Hg
e ge Hg Hg=Hyg',
e g €eHgsg'gleH.

Exempel. Lit G = R? vara gruppen av alla vektorer i planet
med avseende pa addition av vektorer. Lat H vara den delgrupp
till G som bestar av alla vektorer pa z-axeln. Om v &r en vektor
s& bestar sidoklassen H + v av alla vektorer som man far genom
att addera v till alla vektorer pa z-axeln. Da far man alla, vektorer
som slutar pa den linje som &r parallell med z-axeln och som gar
igenom &ndpunkten av v. Olika siddana linjer svarar mot olika
sidoklasser.




Man kan definiera vanstersidoklasser pa samma sitt:
gH = {gh,h € H}.

Om gruppen &r abelsk har vi att gH = Hg. Alla egen-
skaper hos hégersidoklasser visas analogt fér vénstersidoklasser.
Om gruppen inte ar abelsk véinster- och hogersidoklasser kan vara
olika.




